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Résumé
Etant donnée une surface riemannienne compacte et une fonction régulière sur cette

surface (appelée fonction prescrite dans la suite), le problème de la courbure de Gauss
prescrite consiste à trouver une métrique conforme à la métrique initiale dont la courbure
de Gauss est la fonction donnée. Le problème revient à résoudre une équation aux dérivées
partielles elliptique.

Le but de cette thèse est d’étudier l’équation d’évolution naturellement associée à
cette dernière , Il s’agit du flot de gradient associé à une fonctionnelle du type courbure
de Gauss. Nos résultats sont basés sur la théorie des équations aux dérivées partielles
paraboliques pour montrer l’existence locale du flot. Ensuite On utilisera des méthodes
plus sophistiquées d’analyse par blow-up pour établir des estimations a priori sur les
solutions.

Une deuxième partie de cette thèse est consacrée à la généralisation de la notion des
applications biharmoniques.

Abstract
Given a compact Riemannian surface and a regular function on this surface (called

the prescribed function in the sequel), the problem of the prescribed Gaussian curvature
consists in finding a metric conformal to the initial metric whose Gaussian curvature is the
given function. The problem amounts to solving an elliptic partial differential equation.

The purpose of this thesis is to study the evolution equation naturally associated with
the latter, It is the gradient flow associated with a functional of the Gaussian curvature
type. Our results are based on the theory of parabolic partial differential equations to
show the local existence of the flow. Then we will use more sophisticated blow-up analysis
methods to establish a priori estimates of the solutions.

A second part of this thesis is devoted to the generalization of the notion of biharmonic
maps.
Key words : Gauss curvature, evolution equation, conformal map, biharmonic
map.
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� Introduction �

E tant donnée une surface riemannienne compacte (M, g0), et une fonction régulière f

sur cette surface (appelée fonction prescrite dans la suite. Le problème de la courbure
de Gauss prescrite consiste à trouver une métrique conforme à la métrique initiale dont la
courbure de Gauss est la fonction donnée f . Ce problème revient à résoudre une équation
aux dérivées partielles avec une non-linéarité exponentielle définie comme suit

−∆g0u+ k0 = fe2u, u ∈ C∞(M). (1)

La résolution de ce problème dépend de la géométrie de la surface ainsi que de la fonc-
tion prescrite. le signe de k0 détermine la topologie de M.

• Si k0 > 0, alors M est topologiquement équivalente à la sphère S2. Dans ce cas, l’équa-
tion 1 est connu sous le nom de problème de Niremberg. Bien que le problème n’est pas
complètement résolu, un progrès fondamental a été fait par de nombreux mathématiciens.
Voir [6], [7], [13], [14], [17] pour plus de détails sur le sujet.
• Le cas où k0 = 0, le problème de courbure Gaussienne prescrite est complètement résolu
dans [3], [13].

Dans cette thèse, nous sommes intéressés par le cas où k0 < 0, ce qui correspond aux
surfaces de caractéristique d’Euler négative. Grâce au théorème d’uniformisation ([8]),
on peut supposer que k0 est constante et en normalisant le volume de M , nous pouvons
supposer que

Vol(M) = 1.

Ainsi nous avons
K0 = k0 = 2πχ(M).

Si on multiplie l’équation 1 par e−2u et on intègre surM, on obtient facilement la condition
nécessaire ∫

M

fdµ0 < 0. (2)

Ce qui implique notamment que
min
M

f < 0. (3)
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Pour le cas ou la fonction prescrite f est négative, Kazdan et Warner [13] ont prouvé
l’existence d’une solution de 1 par utilisation de la méthode de sur-solution.

Pour les changements de signe de f , ils ont obtenu une solution quand f est proche
d’une fonction négative. Plus tard, Aubin [1] et Bismuth [4] ont trouvé des conditions sur

f avec des constantes en fonction du support de f+ et f− mais pas explicitement. Ces
conditions disent que la partie positive de f doit être très petite par rapport à la partie
négative de f .

Dans un travail récent, Borer-Galimberti-Struwe [9] ont montré l’existence d’une fa-
mille de solutions dites "explosives" de l’équation lorsque la courbure initiale est négative,
ce qui rend l’exploration de cette équation très intéressante dans ce cas.

Le but de cette thèse est d’étudier l’équation d’évolution naturellement associée à 1 Il
s’agit du flot de gradient associé à une fonctionnelle du type courbure de Gauss suivante

Ef (u) =
1

2

∫
M

|∇u|2 dµ0 + k0

∫
M

udµ0 −
1

2

∫
M

fe2u dµg0 .

Ce problème d’évolution peut-être considéré comme une généralisation du flot de Ricci
sur les surfaces introduit par Hamilton. L’étude de l’existence globale d’une solution ainsi
que l’étude de son comportement asymptotique en temps infini seront les points centraux
de ce travail. Les outils utilisés vont des bases de calcul de variations classique à des tech-
niques sophistiquées d’analyse géométriques plus récentes, comme l’analyse par blow-up
et phénomène des " bulles ".

Les techniques utilisées s’appuient sur la théorie des équations aux dérivées partielles
paraboliques pour montrer l’existence locale. Il faudra également une maîtrise des outils
de base du calcul des variations pour aborder le problème car il s’agit du flot de gradient
négatif d’une fonctionnelle (courbure de Gauss). Ensuite on utilisera des méthodes plus
sophistiquées d’analyse par blow-up pour établir des estimations a priori sur les solutions.

Cette Partie est composée d’une introduction et de trois chapitres .

Le premier chapitre est consacré à quelques définitions, des lemmes préliminaires, des
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notions d’analyse fonctionnelle et de géométrie riemannienne, et deux théorèmes fonda-
mentaux (théorème d’uniformisation et de Gauss-Bonnet).

Dans le deuxième chapitre, nous présentons quelques résultats d’existence locale et
globale du flot.

Le troisième chapitre est consacré sur l’étude du comportement asymptotique du flot
à l’infini.

Une deuxième partie de cette thèse contient un seul chapitre qui a pour but d’étudier
la tri-harmonicité d’une application conforme entre deux variétés riemanniennes.

Les applications harmoniques sont l’un des problèmes variationnels géométriques les
plus étudiés en mathématiques. Outre leur importance dans l’analyse et la géométrie, ils
apparaissent également dans la littérature physique, par exemple en tant qu’un modèle
non linéaire dans la théorie quantique des champs.

Afin de définir les applications harmoniques, nous considérons deux variétés rieman-
niennes (M, g) et (N, h) et φ une application entre eux. On peut définir la fonctionnelle
énergie par

E(φ) =

∫
M

|dφ|2dµg,

ses points critiques sont caractérisés par l’annulation du champ de tension qui est donné
par

0 = τ(φ) := trg∇dφ, τ(φ) ∈ Γ(T−1N). (4)

Les solutions de 4 sont appelées applications harmoniques.

Une généralisation des applications harmoniques qui reçoit une attention croissante
est donnée par la théorie des applications biharmoniques. Ce sont les points critiques de
la fonctionnelle bi-énergie

E2(φ) =

∫
M

|τ(φ)|2dµg,
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et se caractérisent par la disparition du champ de bitension

0 = τ2(φ) := −∆τ(φ)− trgRN(dφ(.), τ(φ))dφ(.). (5)

où ∆ est désigne le Laplacien sur le fibré vectoriel Γ(T−1N) et RN représente le tenseur
de courbure sur les tragets de N.

l’équation 5 est une équation aux dérivées partielles elliptiques semi-linéaire du qua-
trième ordre ce qui rend son analyse plus compliquée par rapport au cas des applications
harmoniques. Il est évident que toute application harmonique est aussi biharmonique, par
contre une application biharmonique peut être non harmonique auquel cas elle est dite
biharmonique propre.

Une généralisation systématique des applications harmoniques et biharmoniques est
donnée par les applications dites poly-harmoniques. Dans cette partie nous nous concen-
trons sur les applications conformes harmoniques en dimenson 3.



Première partie

Flot de la courbure de Gauss
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J Notations & conventions I

Le but de cette partie est d’étudier le problème de courbure gaussienne classique pres-
crit, en considérant que :
• M = (M, g0) une surface Riemannienne compacte orientée de genre γ(M) > 1 et Kg0

la courbure de gauss associée à la métrique g0.
• f une fonction de classe C∞ sur M.

• dµg0 est la forme volume de la métrique g0.

Remarque. Les notations mentionnées dans le tableau ci-dessous sont unifiés tout au
long de cette partie.

Notations du 1er chapitre
TM L’espace tangent de M .

Γ(TM) Le fibré tangent de M .
S2 La sphère bidimensionnelle.
B2 Le disque euclidien.

X, Y, ξ Des champs de vecteurs de Γ(TM).
End(M) est un fibré défini comme le produit Γ(T ∗M) ⊗ Γ(TM) où

Γ(T ∗M) est le fibré cotangent du M.

Notations du 2ème chapitre
T Un réel positif
CT Des constantes positifs qui dépend de T,M et υ0.
k0 La courbure de Gauss associée à l métrique g0 est de signe né-

gatif.
Notations du 3ème chapitre

V ol(M) Le volume de M
d(x, y) La distance riemannienne entre x et y sur M.



CHAPITRE 1

RAPPELS & DÉFINITIONS

Ce chapitre a pour but de rappeller quelques notions élémentaires de la théorie des
surfaces riemanniennes qu’on aura besoin tout au long de ce travail.

1.1 Quelques éléments de géométrie riemannienne

1.1.1 Définitions et premières propriétés

Définitions 1.1.1
Soit (ϕi : Ui ⊆M → U ′i ⊆ Rk)i∈I un atlas de M . On appelle fibré véctoriel réel de rang k

et de base M la donnée d’un triplet (E,M, π) où
• E est une variété C∞

• π est une surjection de E dans M, vérifie la condition de trivialisation locale suivante :

pour tout ouvert U ∈M il existe un difféomorphisme φi : π−1(Ui)→ U ′i × Rk tels que

• Les changements de cartes φiφ−1
j soient C∞, R linéaire en la seconde variable

• ∀i, pr1 ◦ φi = ϕi ◦ π.
? Une surface riemannienne est une variété différentielle M de dimension 2.
? Une métrique sur M est une section g du fibré Γ(TM) telle que pour tout point p de
M ,gp soit définie positive. Ce qui fait de chaque espace tangent de M un espace euclidien.

? La forme volume associée à une métrique g sur une surface M munie d’une orientation

13



14 Rappels & Définitions

ω est l’unique 2-forme différentielle µ telle que pour tout p ∈ M et pour toute base
orthonormée directe (X, Y ) de TpM on ait l’égalité µ(X, Y ) = 1.

? Une structure presque complexe sur une surface M est un champ d’endomorphismes
J. Autrement dit : Une structure presque complexe sur une surface M est une section
globale du fibré vectoriel End(TM)), vérifiant :

∀x ∈M,J2
x = −IdTxM .

? Une connexion sur TM est un opérateur

∇ :

{
Γ(TM)× Γ(TM)→ Γ(TM)

(X, ξ) 7→ ∇xξ.

tel que
• ∇ est C∞ linéaire en X et R-linéaire en ξ.
• ∇Xfξ = X(f)ξ + f · ∇Xξ (règle de Leibniz).

1.1.2 Connexion de Levi-Civita

Notons C∞(M) = C∞(M,R). Soient :

Der(M) = {δ ∈ EndR(C∞(M))|∀f, g, δ(f, g) = f · δ(g) + g · δ(g)}.

Et {
Γ(TM)→ Der(M)

X 7→ (δX : f → X(f))

un isomorphisme.

On définit alors le crochet de Lie [X, Y ] de X et de Y par la relation

δ[X,Y ] = δX ◦ δY − δY ◦ δX .

Propriété 1.1.1 Pour toute surface riemannienne M il existe une unique connexion ∇
sur TM vérifiant
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• ∇XY −∇YX = [X, Y ], ∀X, Y ∈ Γ(TM).

• ∇ est compatible avec la métrique i.e. pour tout X, Y, Z ∈ Γ(TM), on a

g(∇XY, Z)− g(∇YX,Z) =
1

2
{X(g(Y, Z) +X(g(Z, Y ))}

= g(Z, [X, Y ]).

Une telle connexion est appellée connexion de Levi-Civita.

Remarque 1.1.1 La deuxième condition est simplement une généralisation de la formule

de dérivation du produit scalaire de deux champs de vecteurs sur R2, où ∇ remplace la
dérivation usuelle des champs de vecteurs.
Pour la démonstration de cette propriété on aura besoin de la formule de Kozul suivante :

2 · g(∇XY, Z) = X
(
g(Y, Z)

)
+ Y

(
g(X,Z)

)
− Z

(
g(X, Y )

)
+g
(
(Z, [X, Y ]

)
+ g
(
(Y, [Z,X]

)
− g
(
(X, [Y, Z]

)
.

On vérifie qu’une telle connexion vérifie les conditions requises.

1.2 Théorie des surfaces riemanniennes

Dans cette section, on se base sur l’énoncés des deux théorèmes (Gauss-Bonnet,

l’uniformisation de Poincaré-Koebe) pour accéder à décrire notre problème de dé-
formation d’une métrique sur une surface riemannienne.

1.2.1 Courbure gaussienne

En géométrie différentielle, la courbure gaussienne ou courbure de Gauss k d’une
surface en un point est le produit des courbures principales k1 et k2 en un point donné.

On peut définir une telle notion aisément dans le cas d’une surface plongée dans R3 ,

car localement une surface plongée dans R3 est isométrique au graphe d’une fonction

de R2 → R, dans ce cas la courdure gaussienne est définie comme le déterminant de la
matrice hessienne d’une telle fonction au point donné. On rappelle maintenant le théorème
suivant :
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Théorème 1.2.1 (Théorème de Gauss Bonnet)

On note par dµg0 la forme volume de la métrique g0 et χ(M) la caractéristique d’Euler 1

de la surface M . Alors l’égalité suivante est vraie :

1

2π

∫
M

k0dµg0 = χ(M).

Le théorème affirme simultanément que l’intégrale ne dépend pas de la métrique rieman-
nienne choisie.

1.2.2 Conséquences d’un changement conforme de métrique sur
la courbure de Gauss

On commence par quelques résultats fondamentales :

Définition 1.2.1 Sur une surface riemannienne compacte sans bord M , on dit qu’une
métrique g est conforme à g0 s’il existe une fonction u ∈ C∞(M) vérifie la relation
suivante :

g = e2ug0.

Théorème 1.2.2 (Théorème d’uniformisation :Poincaré-Koebe)

Toute surface riemannienne simplement connexe est conforme à R2 ou B2 ou S2.

Remarque 1.2.1 Ce théorème affirme qu’à équivalence conforme prés (c’est-à-dire quitte

a multiplier la métrique g0 par une fonction positive).

Proposition 1.2.1 Soit g une métrique conforme à g0 au sens de la définition 1.2.1 et
Kg0 = k0 sa courbure de Gauss. Du théorème d’uniformisation la courbure Kg est donnée

par l’équation suivante :

Kg = e−2u(k0 −∆g0u), (1.1)

où ∆g0 est l’opérateur de Laplace-Beltrami associé à g0.

Pour la démonstration de cette proposition, on note le lemme suivants :

1. χ(M) la caractéristique d’Euler de M égale à 2(1− γ(M)) si la surface M est orientable.
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Lemme 1.2.1 Soit p un point de M , alors ∆ f = −(∂2
x1

+ ∂2
x2

)f.

Preuve : On note ξ un champ de vecteurs et G sa matrice dans la base mobile (∂x1 , ∂x2),

telle que : G = (gij)i,j∈{1,2} = Mat{∂x1 ,∂x2}g et gij les coeffecients de G−1.

Alors, on a l’égalité suivante :

ξ(f) = g(grad f, ξ) = (grad f)t ·G · ξ

(ξ1∂x1 + ξ2∂x2)f = (grad f)t ·G · ξ

(∂x1f)ξ1 + (∂x2f)ξ2 = (grad f)t ·G · ξ

(∂x1f ∂x2f) · ξ = (grad f)t ·G · ξ.

Alors

grad f =
∑
i,j

gij(∂xif) · ∂xj .

Si on calcule la trace de l’endomorphisme (∇grad f)p de TpM selon la base (∂x1 , ∂x1), on
trouve :

tr(∇grad f)p =
∑
i

gi,i(∂2
xi
f).

Au point p ∈M, on sait que G = I2, ce qui nous donne

tr(∇grad f)p =
∑
i

(∂2
xi
f). �

Preuve de la proposition

Soit X, Y, Z des champs de vecteurs arbitraires sur M . On sait que la connexion de Levi-
Civita vérifie cette relation :

2g0(∇XY, Z) = X(g0(Y, Z)) + Y (g0(X,Z))− Z(g0(Y, Z)) + g0([X, Y ], Z)

+g0([Z,X], Y ) + g0([Z, Y ], X).

Maintenant, on veut exprimer la différence ∇̃XY −∇XY, où ∇̃ est la connexion de Levi-
Civita défini pour la métrique g vérifie la formule suivante :

2g(∇̃XY, Z) = X(g(Y, Z)) + Y (g(X,Z))− Z(g(Y, Z)) + g([X, Y ], Z)

+g([Z,X], Y ) + g([Z, Y ], X).
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Ceci permet de déduire que :

2g(∇̃XY, Z)− 2e2ug(∇XY, Z) = X((e2u))g(Y, Z) + Y ((e2u))g(X,Z)− Z((e2u))g(X, Y )

= 2e2u
(
X(f)g(Y, Z) + Y (f)g(X,Z)− Z(f)g(X, Y )

)
.

Ce qui est valable ∀Z, on a alors

∇̃XY = ∇XY +X(f)Y + Y (f)X − g(X, Y )(grad f).

Soit p ∈M et (∂x1 , ∂x1) le repère mobile géodésique défini précédemment (par rapport la

métrique g).

∇̃∂x2
∂x2 = ∇∂x2

∂x2 − 2(∂x2f)∂x2 + (grad f)

∇̃∂x1
∂x2 = ∇∂x2

∂x2 − (∂x1f)∂x2 − (∂x2f)∂x1 .

On sait que ∇∂xi
∂xj = 0 ∀i, j. Par conséquent,

∇̃∂x2
∂x2 = −2(∂x2f)∂x2 + (grad f)

∇̃∂x1
∂x2 = −(∂x1f)∂x2 − (∂x2f)∂x1 .

D’aprés ces relations, un calcul donne :

g(R̃∂x1 ,∂x2
∂x2 , ∂x1)− g(R∂x1 ,∂x2

∂x2 , ∂x1) = ∂2
x1
f + ∂2

x2
f.

e2uKg − k0 = −∆g0f.

Ceci reste valable en tout point p ∈M , par conséquent,

Kg = e−2u(k0 −∆g0u). �

Le problème de la courbure de Gauss prescrite consiste à trouver une métrique g conforme
à g0 de courbure de Gauss égale f , ce qui est équivalent à la résolution de l’équation
déffirentielle elliptique suivante :

(−∆g0u+ k0) = fe2u. (1.2)
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1.3 Quelques notions d’analyse fonctionnelle

Dans cette section, on considère que (M, g0) est une variété riemannienne compacte
de dimension n, en rappellant les définitions et quelques propriétés des espaces de Hölder
et de Sobolev, ainsi quelques résultats classiques sur les EDP elliptiques et paraboliques
du second ordre.

1.3.1 Espaces de Hölder

Définition 1.3.1 Pour α ∈ (0, 1), on appelle espace de Hölder Cα(M) d’ordre α l’en-
semble des fonctions u qui vérifient

sup
x6=y∈M

|u(x)− u(y)|
d(x, y)α

< +∞,

avec d(x, y) est la distance riemannienne entre x et y sur M. On définit sur Cα(M) la
norme suivante

‖u‖Cα(M) = ‖u‖C0(M) + sup
x 6=y∈M

|u(x)− u(y)|
d(x, y)α

< +∞.

Alors Cα(M) muni de cette norme est un espace de Banach.

Pour m ∈ N, on définit l’espace Cm+α(M) par

Cm+α(M) = {u ∈ Cm(M) : ∇mu ∈ Cα(M)}.

Cm+α(M) muni de la norme suivante

‖u‖Cm+α(M) = ‖u‖Cm(M) + sup
x6=y∈M

|∇mu(x)−∇mu(y)|
d(x, y)α

est un espace de Banach.
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1.3.2 Espaces de Hölder paraboliques

Définition 1.3.2 Soient I un intervalle de R et y1 = (x1, t1), y2 = (x2, t2) deux points

de ∈M × I. On appelle espace de Hölder parabolique Cα,α
2 (M × I) l’ensemble suivant

Cα,α
2 (M × I) = {u ∈ C0(M × I) : sup

y1 6=y2∈M×I

|u(y1)− u(y2)|
d(x1, x2)− |t1 − t2|

1
2

< +∞}

Cα,α
2 (M × I) muni de la norme

‖u‖
Cα,

α
2 (M×I) = ‖u‖C0(M×I) + sup

y1 6=y2∈M×I

|u(y1)− u(y2)|
d(x1, x2)− |t1 − t2|

1
2

< +∞

est un espace de Banach.

Pour m ∈ N, on définit l’espace C2m+α,m+α
2 (M × I) par

C2m+α,m+α
2 (M × I) = {u ∈ C2m,m : ∂jt∇iu ∈ Cα,α

2 (M × I),∀i, j avec 0 < i+ 2j ≤ 2m}

Cet espace muni de la norme

‖u‖
C2m+α,m+α2 (M×I) =

∑
i+2j≤2m

‖∂jt∇i‖

est un espace de Banach.

Remarque 1.3.1 Pour tout I > 0 et α ∈ (0, 1), on a

C2+α,1+α
2 (M × [0, T )) = C2+α,1+α

2 (M × [0, T ]).

1.3.3 Espaces de Sobolev sur une surface

En analyse mathématique, les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels parti-
culièrement adaptés à la résolution des problèmes des équations au dérivées partielles. Ils
doivent leur nom au mathématicien Russe Sergueï Lvovitch Sobolev.
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Définition 1.3.3 Soient p ≥ 1 et T des nombres réels et α ∈ (0, 1), k un entier naturel.
Sur une surface riemannienne orientable M de forme de volume dµg0, Le k−ème espace

de Sobolev de M noté Hp
k(M) est le complété de Ck(M) pour la norme suivante :

‖u‖p
Hp
k (M)

=
k∑
i=0

‖∇iu‖pL2 .

Si p = 2 on peut noter H2
k(M) = Hk(M).

Remarque 1.3.2 Si υ ∈ H2(M) alors

‖υ‖2 =

∫
M

|∆υ|2dµg0 +

∫
M

|∇υ|2dµg0 +

∫
M

υ2dµg0

est équivalente à la norme ‖.‖H2(M).

1.3.4 Injections de Sobolev

I. Injection continue.
Supposons que (M, g0) est de dimension n. Soit k, l, p et q des réels, alors

1. Si k > l ≥ 0, q > p ≥ 1 et 1
q

= 1
p
− k−l

n
, alors Hp

k est inclus dans Hq
l est cette

inclusion est continue.

2. Si r ∈ N et k−r
n
> 1

p
alors l’inclusion Hp

k dans Cr(M) est continue.

3. Si k−r−α
n
≥ 1

p
, alors l’inclusion Hp

k dans Cr+α est continue avec α ∈ (0, 1).

II. Injection compacte.

Soit p, q deux réels et k un entier naturel tels que 1 ≥ 1
q
> 1

p
− k

n
> 0, alors on a

1. Hp
k(M) ⊂ Lq(M) est cette inclusion est compacte.

2. Soit α ∈ [0, 1]. Si k − α > n
p
, alors l’inclusion de Hp

k(M) dans Cα(M) est compacte
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1.4 Opérateurs elliptiques et paraboliques

Définition 1.4.1 Soit k un entier positif. Sur une variété riemannienneM , un opérateur
défini par

L(x,D)u =
∑
|α|≤2k

aα(x)Dα(x),

est dit elliptique si pour tout ξ ∈ Rn 6= 0, x ∈M.

(−1)k
∑
|α|=2k

aα(x)ξα > 0.

Si de plus L est d’ordre 2, et il existe λ et Λ > 0 tels que pour toute carte locale
(U, x1, ..., xn) de M , on ait

Λ|ξ|2 ≥
n∑
i,j

(x)ξiξj ≥ λ|ξ|2

l’opérateur L est uniformément elliptique.

Remarque 1.4.1 En général une équation aux dérivées partielles du second degré sur M
peut s’écrire sous la forme

Φ(u) = 0,

où dans une carte locale (U, x1, ..., xn) de M , l’application Φ prend la forme

Φ(u) = ϕ(x, u,Du, ..., Dαu),

où Du = (∂1u, ..., ∂nu) ∈ Rn et ϕ : Ω → R est une application C∞ sur un ouvert

Ω ⊂ Rn × R× Rn × Rn2
.

Définition 1.4.2 Soient I un intervalle de R et k un entier positif. Un opérateur défini
par

L(x, t,D)u =
∂

∂t
u−

∑
|α|≤2k

aα(x, t)Dαu
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est parabolique sur M × I si pour tout x ∈M, t ∈ I et ξ ∈ Rn, on a

(−1)k+1
∑
|α|=2k

aα(x, t)ξα > 0.

De plus, s’il existe une constante θ telle que pour tout x ∈M, t ∈ I et ξ ∈ Rn, on a

(−1)k+1
∑
|α|=2k

aα(x, t)ξα > θ|ξ|2k,

alors l’opérateur L est uniformémént parabolique.

Théorème 1.4.1 (Théorème d’existence locale)

Soit Φ un opérateur élliptique. Alors pour tout u0 ∈ C∞(M), il existe un T ∗ et une unique

solution u ∈ C∞(M × [0, T ∗)) du problème
∂tu = Φ(u)

u(x, 0) = u0(x).

1.5 Théorèmes de régularité parabolique et élliptique

Les deux théorèmes suivants sont trés utiles pour établir des bornes sur les solutions
des équations étudiées.

Théorème 1.5.1 (Théorème de régularité élliptique)

Soient L un opérateur uniformément élliptique d’ordre 2 défini par 1.4.1, α ∈ (0, 1) et

f ∈ Cα(M). On suppose que

1. u ∈ C2+α(M) soit une solution de l’équation Lu = f sur M.

2. Les coefficients de L vérifient :

‖aij‖Cα(M) + ‖bk‖Cα(M) + ‖c‖Cα(M) ≤ θ.

Alors il existe une constante C, telle que

‖u‖u∈C2+α(M) ≤ C(‖f‖Cα(M) + ‖u‖C0(M))
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Théorème 1.5.2 (Théorème de régularité parabolique)

Soient L un opérateur uniformément élliptique d’ordre 2 défini par 1.4.1, α ∈ (0, 1) et

f ∈ Cα,α
2 (M × [0, T ]). On suppose que

1. u ∈ C2+α,1+α
2 (M × [0, T ]) soit une solution de l’équation


∂tu− L(u) = f(x, t)

u(x, 0) = u0(x),

2. Les coefficients de L vérifient :

‖aij‖Cα,α2 (M×[0,T ]) + ‖bk‖Cα,α2 (M×[0,T ]) + ‖c‖
Cα,

α
2 (M×[0,T ]) ≤ θ

3. u0 ∈ C(2+α)(M)

Alors il existe une constante C qui depend de θ, λ et Λ sont comme dans ? ?, telle que

‖u‖
C(2+α,1+α2 )(M × [0, T ]) ≤ ‖u0‖C(2+α)(M) + ‖u‖C0(M×[0,T ] + ‖f‖

Cα,
α
2 (M×[0,T ])

1.6 Principe du maximum

Pour les équations paraboliques on ale théorème suivant

Théorème 1.6.1 (Principe du maximum pour l’équation de la chaleur)

SoientM une variété compacte, T un réel strictement positif, g(t) une famille de métriques

riemanniennes sur M , de classe C2, et u : M × [0, T ] → R une famille de fonctions de

classe C2. On suppose qu’en tout point de M × [0, T ], on a

∂tu−∆g(t)u ≥ 0.

Alors pour tout (x, t) ∈M ××[0, T ], on a

u(x, t) ≥ min
x∈M

u0(x, 0).
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1.7 Fonction de Green

Proposition 1.7.1 Sur une variété riemannienne sans bord, on définit la fonction de
Green du laplacien existe dans le sens suivant :

Pour toute fonction u ∈ C2(M), on a

u(x)− u =

∫
M

G(x, y)∆u(y)dV (y),

oùG ∈ C∞(M ×M \ diag(M ×M)), définie par

G(x, y) = H(x, y) +K(x, y),

où K est une fonction dans C∞(M ×M) et

H(x, y) =
1

2π
f(r) log

1

r
,

avec r est la distance géodésique de x à y et f(r) = 1 sur un voisinage de r = 0 et f(r) = 0

pour r ≥ i(M). où i(M) désigne le rayon d’injectivité de M.

1.8 Sur l’existence des solutions de l’équation de fac-
teur conforme

Étant donné une solution de 1.2, lors de l’intégration et l’application du théorème de
Gauss Bonnet, on obtient immédiatement l’égalité suivante :∫

M

fdµg =

∫
M

k0dµg0 = k0 = 2πχ(M),

où dµg = e2udµg0 est la forme volume de la métrique g = e2ug0.

• Si χ(M) = 0, l’équation 1.2 admet une solution seulement pour f = 0 ou f change de
signe.

• De plus, quand χ(M) ≤ 0 , on multiplie l’équation 1.2 par la fonction e−2u et par
intégration par partie, on trouve :∫

M

fdµg0 =

∫
M

(−∆g0u+ k0)e−2udµg0 =

∫
M

(−2|∇u|2g0 + k0)e−2udµg0 . (1.3)
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1.8.1 Étude de la fonctionnelle Ef

Nous allons nous concentrer sur le cas où M a un genre > 1, est quand χ(M) < 0 (et

donc k0 < 0). Dans ce cas, les solutions de 1.2 peuvent être caractérisés comme des points
critiques de la fonctionnelle

Ef (u) =
1

2

∫
M

(|∇u|2g0 + 2k0u− fe2u)dµg0 , u ∈ H1(M). (1.4)

convexité et coercivité

Ici on remarque que la fonctionnelle Ef est strictement convexe et coercive sur H1(M)

quand f ≤ 0 et n’est pas identiquement nulle. Par conséquant, pour cette f la fonctionnelle

Ef admet un unique point critique uf ∈ W 1(M) qui est un strict minimum absolu de Ef .

Théorème 1.8.1 Supposons que f < 0, Alors Ef est coercive sur H1(M) i.e Si Ef ≤ λ

alors ‖u‖H1(M) ≤ Cλ.

Démonstration. On veut montrer que pour tout λ ∈ R et tout u ∈ H1(M), il existe

Cλ ∈ R telle que pour tout u ∈ H1(M) telle que si

Ef (u) ≤ λ, alors ‖u‖H1(M) ≤ Cλ.

Notons α = −max
M

f . Comme f < 0 etM est compacte, alors −α < 0. On en déduit donc

que

Ef (u) ≥ 1

2

(∫
M

|∇u|2dµg0 + 2

∫
M

Kg0udµg0 + α

∫
M

e2udµg0

)
. (1.5)

D’aprés l’inégalité de Jensen, on a

exp
( 1

|M |

∫
M

2udµg0

)
≤ 1

|M |

∫
M

e2udµg0 .

Il suit donc de 1.5

Ef (u) ≥ 1

2

[ ∫
M

|∇u|2dµg0 + 2

∫
M

Kg0udµg0 + α|M | exp
( 2

|M |

∫
M

udµg0

)]
(1.6)
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On peut écrire

2

∫
M

Kg0udµg0 = 2

∫
M

Kg0(u− u)dµg0 + 2k0

∫
M

udµg0

D’aprés l’inégalité de Young, on a pour tout ε > 0,

2

∫
M

Kg0udµg0 ≥ −ε
∫
M

|u− u|2dµg0 + 2k0

∫
M

udµg0 − ε−1|M |‖Kg0‖2
L∞(M).

On utilise l’inégalité de Poincaré en choisissant ε = λ1
2
, on trouve

Ef (u) ≥ 1

2

∫
M

|∇u|2dµg0 + 2k0

∫
M

udµg0

+α|M | exp
( 2

|M |

∫
M

udµg0

)
− 2

λ1

|M |‖Kg0‖L∞(M) (1.7)

Considérons la fonction ϕ défini sur R par

ϕ(t) = 2k0t+ α|M | exp
( 2

|M |
t
)
.

Si Ef (u) ≤ λ, alors

2k0

∫
M

udµg0 + α|M | exp
( 2

|M |

∫
M

udµg0

)
≤ λ+

2

λ1

|M |‖Kg0‖L∞(M) (1.8)

Comme lim
t→±∞

ϕ(t) = +∞, alors il existe une constante C0 telle que

ϕ(t) ≤ C1 ⇒ |t| ≤ C0, ∀t ∈ R.

Grâce à 1.7 ∫
M

|∇u|2dµg0 ≤ 4C0 + 2C1. (1.9)

Ainsi, d’aprés l’inégalité de Poincaré, on a∫
M

u2dµg0 ≤
1

λ1

∫
M

|∇u|2dµg0 +
1

|M |

(∫
M

udµg0

)2
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Ce qui donne

‖u‖H1(M) ≤ 4C0 + 2C1 +
4C0 + 2C1

λ1

+
C2

0

|M |
. �

Notre premier résultat montre la non-dégénérescence de tout minimiseur relatif de Ef
pour arbitraire f .

Proposition 1.8.1 Supposons que f < 0, alors Ef est strictement convexe au sens où

d2Ef (u)(ϕ, ϕ) = 2

∫
M

|∇ϕ|2dµg0 − 4

∫
M

fe2ufϕ2ϕ2dµg0 ≥ Cu‖ϕ‖H1(M),

pour tous u, ϕ ∈ H1(M), où Cu > 0 est une constante qui dépend seulement de u.

Démonstration. Pour tous u, ϕ ∈ H1(M) et t ∈ R, on a

d2

dt2
E(u+ tϕ) =

d2

dt2

∫
M

(|∇u+ t∇ϕ|2 + 2Kg0(u+ tϕ)− fe2u+2tϕ)dµg0

= 2

∫
M

|∇ϕ|2dµg0 − 4

∫
M

fe2u+2tϕdµg0 .

Si t = 0, on aura

d2Ef (u)(ϕ, ϕ) =
d2

dt2
E(u+ tϕ)

∣∣∣
t=0

= 2

∫
M

|∇ϕ|2dµg0 − 4

∫
M

fe2uϕ2dµg0

≥ 2

∫
M

|∇ϕ|2dµg0 + 4α

∫
M

e2uϕ2dµg0 .

On veut montrer qu’il existe une constante C > 0 qui dépend de u mais de ϕ telle que

2

∫
M

|∇ϕ|2dµg0 + 4α

∫
M

e2uϕ2dµg0 ≥ C‖ϕ‖H1(M).
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Par absurde, on a pour tout n ∈ N∗, il existe une suite ϕn ∈ H1(M) telle que

2

∫
M

|∇ϕn|2dµg0 + 4α

∫
M

e2uϕ2
ndµg0 <

1

n
‖ϕn‖H1(M). (1.10)

Posons

υn =
1

‖ϕn‖H1(M)

ϕn.

En divisant l’inégalité 1.10 par ‖ϕnkk‖H1(M), on obtient

2

∫
M

‖∇υn‖2dµg0 + 4α

∫
M

e2uυ2
ndµg0 <

1

n
.

Ce qu’il suit que

lim
n→+∞

∫
M

|∇υn|2dµg0 = 0 et lim
n→+∞

∫
M

e2uυ2
ndµg0 = 0.

Comme ‖υn‖H1(M) = 1, on en déduit que υn converge vers une fonction constante υ = ±1

dans H1(M).

Cela donnerait

lim
n→+∞

∫
M

e2uυ2
ndµg0 = ±

∫
M

e2udµg0 6= 0.

On arrive à une contradiction ainsi

lim
n→+∞

∫
M

e2udµg0 . �

1.9 Annexes

Proposition 1.9.1 Soit u : M × [0, T ] → R une fonction lisse telle que pour certaines
constantes 0 < α < 1 et L ≥ 0,

sup
t∈[0,T ]

‖∂tu(., t)‖L2(M) + sup
t∈[0,T ]

‖u(., t)‖Cα(M) ≤ L. (1.11)
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Alors il existe une constante C ne dépendant que de M stelle que

‖u‖
Cα,

α
2 (M×[0,T ])

≤ CL. (1.12)

Preuve. Soit x ∈ M et t1, t2 ∈ [0, T ] tels que 0 ≤ t2 − t1 ≤ 1. Alors On a pour tout
y ∈M ,

|u(x, t1)− u(x, t2)| ≤ |u(x, t1)− u(y, t1)|+ |u(y, t1)− u(y, t2)|+ |u(y, t2)− u(x, t2)|

intégrant sur B := B(x,
√
|t1 − t2|) par rapport à y on obtient

|u(x, t1)− u(x, t2)| ≤ 1

Vol(B)

∫
B

|u(x, t1)− u(y, t1)|dµ0(y)

+
1

Vol(B)

∫
B

|u(y, t1)− u(y, t2)|dµ0(y)

+
1

Vol(B)

∫
B

|u(y, t2)− u(x, t2)|dµ0(y). (1.13)

D’autre part, par hypothèse on a de 1.11 pour tout y ∈ B,

|u(x, t1)− u(y, t1)| ≤ Ld(x, y)α ≤ L|t1 − t2|
α
2

|u(x, t2)− u(y, t2| ≤ Ld(x, y)α ≤ L|t1 − t2|
α
2 (1.14)

et ∫
B

|u(y, t1)− u(y, t2)|dµ0(y) ≤
∫ t2

t1

∫
B

|∂tu(y, t)|dµ0(y)dt

≤
∫ t2

t1

√
Vol(B)

(∫
B

|∂tu(y, t)|2dµ0(y)

) 1
2

dt

≤ L|t1 − t2|
√

Vol(B). (1.15)

Ainsi en combinant 1.13, 1.14, 1.15 en utilisant le fait que Vol(B) ≤ C|t1 − t2|, en
utilisant le fait que
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|u(x, t1)− u(x, t2)| ≤ 2L|t1 − t2|
α
2 + CL|t1 − t2|

1
2

≤ (C + 2)L|t1 − t2|
α
2 (1.16)

puisque 0 < α < 1 and |t1 − t2| ≤ 1. Le résultat recherché 1.12 découle de 1.11 et 1.16.

Proposition 1.9.2 Soit (M, g0) une surface riemannienne compacte et soit A ⊂ M tel

que Vol(A) > 0. Alors il existe une constante CA > 0 Alors il existe une constante Vol(A)

and M telle que pour tout u ∈ H1(M) nous avons

CA‖u‖2
H1(M) ≤

∫
M

|∇u|2dµ0 +

(∫
A

udµ0

)2
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Sans perte de généralité on peut supposer que Vol(M) = 1, alors par l’inégalité de
Poincaré on a

∫
M

u2dµ0 ≤
1

λ1

∫
M

|∇u|2dµ0 +

(∫
M

udµ0

)2

, (1.17)

où λ1 est la première valeur propre non nulle du Laplacien de (M, g0). D’autre part, on a
pour tout ε > 0,

Si on note δ = Vol(A) et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient alors

(∫
M

udµ0

)2

≤ (1 + ε)(1− δ)
∫
M\A

u2dµ0 + (1 + ε−1)

(∫
A

udµ0

)2

. (1.18)

l découle donc de 1.17 et 1.18 en choisissant ε = δ,

δ2

∫
M

u2dµ0 ≤
1

λ1

∫
M

|∇u|2dµ0 + (1 + δ−1)

(∫
A

udµ0

)2

.

La preuve du Lemme est complète.



CHAPITRE 2

EXISTENCE DU FLOT

Ce chapitre est consacré à l’étude d’existence globale du flot. En continuant d’utiliser
les notations et les définitions du premier chapitre. Tout d’abord on démontre l’existence
locale d’une solution du flot 2.1 et la décroissance de la fonctionnelle énergie le long de
ce flot. Dans la suite, on établira quelques estimations sur la solution locale u(t) pour

démontrer l’existence globale du flot sur [0,+∞).

2.1 Existence locale du flot

Proposition 2.1.1 Soit α ∈ (0, 1), alors pour tout υ0 ∈ C2+α(M) il existe T > 0 et

υ ∈ C2+α,1+α
2 (M × [0, T ]) telle que


∂

∂t
e2υ = ∆υ − k0 + fe2υ,

υ(x, 0) = υ0(x).

(2.1)

Démonstration. Soit T1 > 0 un réel quelconque fixé et considérons l’opérateur

L̃ : C2+α,1+α
2 (M × [0, T1]) −→ Cα,α

2 (M × [0, T1])× C2+α(M)

w(x, t) 7−→ L̃w(x, t) =
(
Lw(x, t), w(x, 0)

)
.

33
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Où

Lw =
∂

∂t
w −∆we−2w + k0e

−2w − f.

Par le théorème d’existence locale, il existe une unique fonction w1 ∈ C2+α,1+α
2 (M× [0, T1]

qui est solution du problème suivant
∂

∂t
w1 = ∆w1e

−2υ0 − k0e
−2υ0 + f,

w1(x, 0) = υ0(x).

Considérons la différentielle de l’opérateur L̃ au point h

dL̃(w1)(h) =
(
dLw1(h), w(x, 0)

)
,

Où

dLw1(h) =
∂

∂s

(
L(w1 + sh)

)∣∣∣
s=0

=
∂

∂t
h+ 2h∆w1e

−2w1 −∆he−2w1 − 2hk0e
−2w1 . (2.2)

Nous remarquons que dL(w1)(w) est un operateur parabolique linéaire et que l’opera-

teur dL̃(w1) est bijectif continue. D’aprés le théorème d’inversion locale, il existe deux

voisinages Uw1 de w1 et UL̃(w1) de L̃(w1) = (Lw1, υ0) tels que L̃ : Uw1 → UL̃(w1) est un

difféomorphisme.

De plus, pour tout T ≤ T1, l’application L̃ est encore un difféomorphisme si on considère

Uw1 comme un voisinage de w1 dans C2+α,1+α
2 (M × [0, T ])) et UL̃(w1) comme un voisinage

de L̃(w1) dans Cα,α
2 (M × [0, T ])× C2+α(M).

Maintenant, pour montrer l’existence d’une solution locale de 2.1, on va montrer qu’il
existe T assez petit tel que (0, υ0) ∈ UL̃(w1).

Par choix de
w1 : L(w1) = (e−2υ0 − e−2w1)(∆w1 − k0) + f.
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On a

‖L(w1)‖
Cα,

α
2 (M×[0,T ])

≤ ‖e−2υ0−e−2w1‖
Cα,

α
2 (M×[0,T ])

‖∆w1−k0‖Cα,α2 (M×[0,T ])
+‖f‖

Cα,
α
2 (M×[0,T ])

.

Comme w1 ∈ C2+α,1+α
2 (M × [0, T ]) et vérifie

∂

∂t
w1 = e−2υ0∆w1 − e−2υ0k0 + f,

alors
‖∆w1 − k0‖Cα,α2 (M×[0,T ])

≤ C.

D’autre part, on peut écrire

1∫
M
e2υ0dµg0

− 1∫
M
e2w1dµg0

=

∫
M
e2w1dµg0 −

∫
M
e2υ0dµg0∫

M
e2υ0dµg0

∫
M
e2w1dµg0

,

tel que ∫
M

e2υ0dµg0 −
∫
M

e2w1dµg0 =

∫ 1

0

∫
M

e2(sυ0+(1−s)w1)(υ0 − w1)dµg0ds

et

e2υ0 − e2w1 =

∫ 1

0

e2(−sυ0−(1−s)w1)(w1 − υ0)ds.

Comme w1 ∈ C2+α,1+α
2 (M × [0, T ]) et υ0 ∈ C2+α(M), on a

‖e−2υ0 − e−2w1‖
Cα,

α
2 (M×[0,T ])

≤ C‖w1 − υ0‖Cα,α2 (M×[0,T ])

et ‖f‖
Cα,

α
2 (M×[0,T ])

≤ C, on obtient

‖L(w1)‖
Cα,

α
2 (M×[0,T ])

≤ C‖w1 − υ0‖Cα,α2 (M×[0,T ])
.

Comme w1(x, 0) = υ0(x) pour tout x ∈M, si T et assez petit alors ‖w1−υ0‖C2+α,1+α2 (M×[0,T ]

est trés petit. En choisissant T suffisament petit (0, υ0) ∈ UL̃(w1). Ce qui achève la

preuve. �
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2.2 Décroissance de la fonctionnelle Ef le long du flot

Proposition 2.2.1 Soit υ une solution de 2.1, alors

d

dt
Ef

(
υ(t)

)
≤ 0, ∀t ∈ [0, T ]

Démonstration. On a

Ef (υ) =
1

2

∫
M

(
| ∇υ |2 +2k0 − fe2υ

)
dµg0 , υ ∈ H1(M).

Dérivons Ef
(
υ(t)

)
, on trouve

∂

∂t
Ef

(
υ(t)

)
=

d

dt

1

2

∫
M

(
| ∇υ(t) |2

)
dµg0 +

d

dt

1

2

∫
M

2k0υ(t)dµg0

− d

dt

1

2

∫
M

fe2υ(t)dµg0

=
1

2

∫
M

2
∂

∂t
∇υ(t) · ∇υ(t)dµg0 +

∫
M

k0
∂υ(t)

∂t
dµg0

−
∫
M

f
∂υ(t)

∂t
e2υ(t)dµg0

=

∫
M

∇υ(t) · ∇
(∂υ(t)

∂t

)
dµg0 +

∫
M

k0
∂υ(t)

∂t
dµg0

−
∫
M

f
∂υ(t)

∂t
e2υ(t)dµg0 . (2.3)

On intègre par partie, on aura∫
M

∇υ(t)∇
(∂υ(t)

∂t

)
dµg0 = −

∫
M

∆υ(t)
∂υ(t)

∂t
dµg0 (2.4)

Remplaçons 2.4 dans 2.3 , on arrive à

∂

∂t
Ef

(
υ(t)

)
=

∫
M

∂υ(t)

∂t

(
−∆υ(t) + k0 − fe2υ(t)

)
dµg0 .
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Comme υ est solution de 2.1, on a

∂

∂t
e2υ = ∆υ − k0 + fe2υ.

D’où

∂

∂t
Ef

(
υ(t)

)
= −2

∫
M

(∂υ(t)

∂t

)2

e2υ(t)dµg0 ≤ 0. �

2.3 Existence globale du flot

Nous étudions l’existence globale du flot, c’est -à-dire s’il existe des solutions

υ ∈ C2+α,1+α
2 (M × [0,+∞)) de 2.1. Nous obtenons le théorème suivant :

Théorème 2.3.1 Si M une surface riemannienne compacte sans bord alors il existe une

solution globale υ ∈ C2+α,1+α
2 (M × [0,+∞)) de 2.1, pour tout υ0 ∈ C2+α(M), 0 < α < 1

et tout k0 ∈ R.

Nous allons maintenant montrer l’existence globale de la solution υ de l’equation2.1.

Soit υ ∈ C2+α,1+α
2 (M×[0, T ]) la solution locale de l’équation 2.1 donnée par la proposition

2.1.1.
Notons

J =
{
T > 0 : υ ∈ C2+α,1+α

2 (M × [0, T ])
}
.

Posons T = supJ.

• Si T = +∞, alors υ ∈ C2+α,1+α
2 (M × [0,+∞[).

• Si T < +∞, alors υ ∈ C2+α,1+α
2 (M × [0, T )) et on va montrer qu’il existe une constante

CT > 0 qui dépend de T,M et de υ0 telle que pour tout t ∈ [0, T ), ‖υ(t)‖H2(M) ≤ CT . On

va faire la démonstration en quelques étapes.

Proposition 2.3.1 Il existe une constante CT telle que

υ(x, t) ≤ CT , ∀x ∈M,∀t ∈ [0, T )
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Afin de démontrer la proposition 2.3.1 on va énoncer le lemme suivant :

Lemme 2.3.1 (Gronwall)

Soient f, g et y trois fonctions continues sur un segment [a, b], à valeurs positives et
vérifiant l’inégalité

y(t) ≤ ϕ(t) + F (t) (2.5)

avec F (t) =

∫ t

a

ψ(s)y(s)ds, Alors pour tout t ∈ [a, b], on a

y(t) ≤ ϕ(t) +

∫ t

a

ϕ(s)ψ(s) exp
(∫ t

s

ψ(u)du
)
ds (2.6)

Preuve du lemme.

On prend l’inégalité 2.5 du lemme en multipliant les deux membres par ψ(t), on aura

F ′(t)− ψ(t)F (t) ≤ ϕ(t)ψ(t). (2.7)

Posons

G(t) = F (t) exp
(
−
∫ t

a

ψ(s)ds
)

Ce qui permet d’écrire l’inégalité 2.7 comme suit

G′(t) ≤ ϕ(t)ψ(t) exp
(
−
∫ t

a

ψ(s)ds
)
.

Par intégration, on obtient

G(t) ≤
∫ t

a

ψ(s) exp
(
−
∫ s

a

ψ(u)du
)
ds. (2.8)

D’aprés l’hypothèse 2.5, on remarque que

y(t) ≤ ϕ(t) +G(t) exp
(∫ t

a

ψ(s)ds
)

(2.9)
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En utilisant l’inégalité 2.8, on obtient

y(t) ≤ ϕ(t) +

∫ t

a

ϕ(s)ψ(s) exp
(∫ t

s

ψ(u)du
)
ds. �

Corollaire 2.3.1 Soit y : [a, b]→ Rn une fonction de classe C1 vérifiant

∃α > 0, ∃β > 0, ∀t ∈ [a, b], ‖y′(t)‖ ≤ β + α‖y(t)‖ (2.10)

Alors

∀t ∈ [a, b], ‖y(t)‖ ≤ ‖y(a)‖eα(t−a) +
β

α

(
eα(t−a) − 1

)
.

Preuve.

Pour tout t ∈ [a, b], on peut écrire

‖y(t)‖ ≤ ‖y(a)‖+ ‖y(t)− y(a)‖

≤ ‖y(a)‖+

∫ t

a

‖y′(s)‖ds

De l’inégalité 2.10 de l’hypothèse, on trouve

‖y(a)‖+

∫ t

a

‖y′(t)‖ ≤ ‖y(a)‖+ β(t− a) +

∫ t

a

‖y′(s)‖ds. (2.11)

Il s’agit du lemme de Gronwall en intégrant par parties, d’où le résultat voulu. �

Remarque 2.3.1 Si on a

∃α > 0, ∃β > 0,∀t ∈ [a, b], ‖y′(t)‖ ≥ β + α‖y(t)‖. (2.12)

Alors,

∀t ∈ [a, b], ‖y(t)‖ ≥ ‖y(a)‖eα(t−a) +
β

α

(
1− eα(t−a)

)
.
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Preuve

‖y′(t)‖ ≥ β + α‖y(t)‖

‖y′(t)‖ − α‖y(t)‖ ≥ β (2.13)

Multiplions les deux membres de l’inégalité 2.21 par e−αt et intégrons entre a et t, on
trouve ∫ t

a

(
‖y′(s)‖e−αs

)′
ds ≥ ‖y(a)‖eα(t−a) +

β

α

(
eα(t−a) − 1

)
(2.14)

Maintenant multiplions 2.14 par la fonction e−αt, d’où le résultat. �

Preuve de la proposition 2.3.1

Notons υmax(t) = max
x∈M

υ(x, t) = υ(x1, t) où x1 ∈M . D’aprés le principe du maximum, on

a ∆υ(x1) ≤ 0 et comme υ est solution de 2.1, on obtient

∂te
2υmax(t) ≤ −k0 + f(x1)e2υ(x1,t) (2.15)

Or f est une fontion continue sur M , il existe une constante C2 telle que f(x1) ≤ C2, ce
qui rend l’inégalité 2.15 équivalente à

∂te
2υmax(t) ≤ −k0 + C2e

2υ(x1,t) (2.16)

Posons maintenant y(t) = e2υ(t), on obtient

y′(t) ≤ −k0 + C2y(t).

On applique le corollaire 2.3.1, on arrive à

y(t) ≤ y(0)eC2t +
k0

C2

[
1− eC2t

]
. (2.17)

• Si f ≥ 0, le résultat de la proposition 2.3.1 est immédiatement vérifi.
• Supposons maintenant que f < 0 sur M , il suit que

f(x) ≤ max
x∈M

f(x) < 0, ∀x ∈M.
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Ceci implique
f(x1) < C2 < 0.

Or k0 < 0, alors 2.17 est équivlente à

y(t) ≤ y(0)eC2t +
k0

C2

. (2.18)

Ceci est valable ∀t ∈ [0, T ), alors

e2υmax ≤ e2υ0eC2T +
k0

C2

.

En posant

CT =
1

2
ln
(
e2υ0+C2T

)
+ ln

( k0

C2

)
. �

Proposition 2.3.2 Il existe une constante C telle que

υ(x, t) ≥ C, ∀t ∈ [0, T ).

Démonstration. Notons υmin(t) = min
x∈M

υ(x, t) = υ(x2, t), où x2 ∈M. D’aprés le principe

du maximum et minimum, on a ∆υ(x2) ≥ 0 et comme υ est solution de 2.1, on obtient

∂te
2υmin(t) ≥ −k0 + f(x2)e2υ(x2,t). (2.19)

Comme f est une fonction continue sur M il existe une contante C1 telle que f(x2) ≥ C1.

Alors l’inégalité 2.19 devienne

∂te
2υmin(t) ≥ −k0 + C1e

2υ(x2,t). (2.20)

Posons maintenant y(t) = e2υ(t) et en remplaçant dans 2.20, on aura

y′(t) ≥ −k0 + C1y(t)

y′(t)− C1y(t) ≥ −k0 (2.21)
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D’aprés la remarque 2.3.1, on aura

y(t) ≥ k0

C1

[
1− eC1t

]
+ y(0)eC1t. (2.22)

Notons
g(z) = a+ (b− a)z.

avec

a =
k0

C1

, b = y(0), z = eC1t.

Alors 2.22 s’écrit aussi
y(t) ≥ g(z).

• Si C1 < 0 alors a > 0 et 0 < z ≤ 1 Par identification avec 2.22, on trouve

g(z) ≥ min(g(0), g(1))

≥ min(a, b). (2.23)

Ce qu’il veut dire

y(t) ≥ min
(
y(0),

k0

C1

)
.

• Si C1 > 0 alors z ≥ 1, ce qui implique que g sera croissante et de plus y(t) ≥ y(0).

On déduit qu’il existe une constante δ dépendante de M et de CT telle que

|υ(x, t)| ≤ δ, ∀(x, t) ∈ (M × [0, t]) (2.24)

Proposition 2.3.3 Il existe une contante CT vérifie

‖υ‖H1(M) =

∫
M

|∇u|2dµg0 +

∫
M

υ2dµg0 ≤ CT . (2.25)

Preuve.
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a) On prend le premier terme de l’inégalité 2.25. D’aprés la proposition??, on a pour tout

υ ∈ H1(M).

Ef (υ) ≤ Ef (υ0)

Ef (υ) ≤ 1

2

∫
M

(|∇υ0|2 + k0υ0 − fe2υ0)dµg0 . (2.26)

Comme f est continue sur M , il existe une constante C0 > 0 vérifie

f(x) ≤ C0, x ∈M.

Alors 2.26 est équivalente à

b) Soit υ une solution locale de 2.1, alors

∆υ = ∂te
2υ − k0 + fe2υ. (2.27)

On prend le deuxième terme de l’inégalité 2.25, on obtient∫
M

∆υ2dµg0 ≤
∫
M

|∂tυ|2e4υdµg0

≤
∫
M

|∂tυ|2e2υdµg0 · C (2.28)

Posons

ω =
∂υ

∂t
e
υ
2 ,

Alors l’équation 2.1 donne

.ωe
υ
2 = ∆υ − k0 + fe2υ. (2.29)

Nous avons

1

2

∂

∂t

∫
M

(∆υ)2dµg0 =

∫
M

∆υ∆
∂υ

∂t
dµg0

=

∫
M

(ωe−
υ
2 + k0 − fe2υ)∆(ωe−

υ
2 )dµg0

=

∫
M

ωe−
υ
2 ∆(ωe−

υ
2 )dµg0 −

∫
M

fe2υ∆(ωe−
υ
2 )dµg0 . (2.30)
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En intégrant par parties les termes de droite de l’équation 2.30, on obtient

1

2

∂

∂t

∫
M

(∆υ)2dµg0 = −
∫
M

∇(ωe
−υ
2 )∇(ωe−

υ
2 )dµg0 −

∫
M

−∇(fe2υ)∇(ωe−
υ
2 )dµg0

= −
∫
M

(e
υ
2∇ω +

ω

2
e
υ
2∇υ)(e−

υ
2∇ω − ω

2
e−

υ
2∇υ)dµg0

+

∫
M

(e2υ∇f + f∇e2υ)∇(ωe−
υ
2 )dµg0

= −
∫
M

(∇ω)2dµg0 +
1

4

∫
M

ω2(∇υ)2dµg0

+2

∫
M

f∇υe2υ∇(ωe−
υ
2 )dµg0 +

∫
M

∇fe2υ∇(ωe−
υ
2 )dµg0 . (2.31)

Or w =
∂υ

∂t
e
υ
2 , on trouve

1

2

∂

∂t

∫
M

(∆υ)2dµg0 ≤
∫
M

(∇w)2dµg0 +
1

4

∫
M

w2(∇υ)2dµg0 + C‖∂υ
∂t
‖L1(M)

+C
(∫

M

e
υ
2 (|∇w||∇υ|+ |∇υ|2|w|dµg0

)
. (2.32)

Maintenant, on s’intéresse au termes positifs de droite de l’inégalité 2.32, en utilisant
l’inégalité de Cauchy-Shwartz, on aura∫

M

w2(∇υ)2dµg0 ≤
(∫

M

w4dµg0

) 1
2
(∫

M

|∇υ|4dµg0
) 1

2

= ‖w‖2
L4(M)‖∇υ‖2

L4(M).

D’aprés l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg, ∀ϕ ∈ H1(M),on a l’inégalité suivante

‖ϕ‖2
L4(M) ≤ ‖ϕ‖2

L2(M)‖ϕ‖2
H1(M),

Il suit que∫
M

w2(∇υ)2dµg0 ≤ ‖w‖L2(M)‖w‖H1(M)‖υ‖H1(M)‖∇υ‖L2(M)‖∇υ‖H1(M)

≤ ‖w‖L2(M)‖w‖H1(M)‖υ‖H1(M)‖∇υ‖H1(M).
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Comme ‖υ‖H1(M) ≤ CT , et ‖∇υ‖H1(M) ≤ C‖∇υ‖, on arrive à∫
M

w2(∇υ)2dµg0 ≤ CT‖w‖L2(M)‖w‖H1(M)‖υ‖. (2.33)

De manière anallogue à l’inégalité 2.33, on trouve∫
M

epυυdµg0 ≤ CT , ∀p ≥ 1,

On arrive à ∫
M

|∇υ|2|w|e
υ
2 dµg0 ≤

(∫
M

|∇υ|4
) 1

2
(∫

M

w4
) 1

4
(∫

M

e2υ
) 1

4

≤ CT‖∇υ‖2
L4(M)‖w‖L4(M)

≤ CT‖υ‖‖υ‖L2(M)‖w‖
1
2

H1(M)‖w‖
1
2

L2(M)

≤ CT‖υ‖‖w‖
1
2

H1(M)‖w‖
1
2

L2(M). (2.34)

Ainsi, on a∫
M

|∇w||∇υ|e
υ
2 dµg0 ≤

(∫
M

|∇w|2dµg0
) 1

2
(∫

M

|∇υ|4dµg0
) 1

4
(∫

M

e2υdµg0

) 1
4

≤ CT‖w‖H1(M)‖υ‖
1
2 . (2.35)

D’autre part, on a pour tout t ∈ [0, T )

∫ t

0

‖w(s)‖2
L2(M)ds =

∫ t

0

∫
M

w2(s)dµg0ds

=

∫ t

0

∫
M

(∂υ(s)

∂s

)2

e2υ(s)dµg0ds

= −
∫ t

0

∂

∂s
E(υ(s))ds = Ef (υ0)− Ef (υ(t))

≤ CT . (2.36)
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En utilisant l’inégalité de Cauchy-Shwartz, on a

∫
M

∣∣∣∂υ
∂t

∣∣∣dµg0 ≤ (∫
M

(∂υ
∂t

)2

e2υdµg0

) 1
2
(∫

M

e−2υdµg0

) 1
2

. (2.37)

En utilisant que
∫
M
epυ ≤ CT avec p = −1, on aura∫

M

e−2υ ≤ CT ,

grâce à l’inégalité 2.37, on obtient

∫
M

∣∣∣∂υ
∂t

∣∣∣dµg0 ≤ (∫
M

(∂υ
∂t

)2

e2υdµg0

) 1
2

. (2.38)

Maintenant, remplaçons 2.33, 2.36, 2.34, 2.38 dans 2.32, on trouve

1

2

∂

∂t

∫
M

(∆υ)2dµg0 ≤ −
∫
M

|∇w|2dµg0 + CT‖w‖2
L2(M)

+CT

(
‖w‖H1(M)‖w‖L2(M)‖υ‖+ ‖w‖H1(M)‖w‖L2(M)‖υ‖

1
2

)
.

D’aprés l’inégalité de Young, on trouve

‖w‖H1(M)‖w‖L2(M)‖υ‖ ≤ ε‖w‖2
H1(M) + ε−1‖w‖2

L2(M)‖υ‖2

≤ ε

∫
M

|∇w|2dµg0 + ε‖w‖2
L2(M) + ε−1‖w‖2

L2(M)‖υ‖2.

et

‖w‖H1(M)‖w‖L2(M)‖υ‖
1
2 ≤ ε‖w‖2

H1(M) + ε−1‖w‖2
L2(M)‖υ‖

≤ ε

∫
M

|∇w|2dµg0 + ε‖w‖2
L2(M) + ε−1‖w‖2

L2(M)‖υ‖2.

On choisit ε assez petit,

∂

∂t

(∫
M

(∆υ)2

)
dµg0 + 1 ≤ CT

(∫
M

(∆υ)2

)
dµg0 + 1

(
‖w(t)‖2

L2(M)

)
.
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On intègre par rapport à t en utilisant 2.36

∫ t

0

‖w(s)‖2
L2(M)ds ≤ CT ,

Alors∫
M

(∆υ(t))2dµg0 + 1 ≤
∫
M

(∆υ0)2dµg0 + e
CT

∫ t
0 ‖w(s)‖2

L2(M)
ds+CT t

≤
∫
M

(∆υ0)2dµg0 + eCT

≤ CT , ∀t ∈ [0, T ). �

On a démontré que ‖υ(t)‖H2(M) ≤ CT et grâce au injections de Sobolev, il existe une

constante CT telle que, pour tout t ∈ [0, T ) on a

‖υ(t)‖Cα(M) ≤ CT .

Proposition 2.3.4 Pour tout x1, x2 ∈M et t1, t2 ∈ [0, T ) tel que 0 < t2− t1 < 1, il existe
une constante CT telle que

|υ(x1, t1)− υ(x2, t2)| ≤ CT (|t1 − t2|
α
2 + |x1 − x2|α).

Démonstration. On a ‖υ(t)‖H2(M) ≤ CT , ∀t ∈ [0, T ) et ‖υ(t)‖Cα(M) ≤ CT , alors

|υ(x, t)− υ(y, t)| ≤ CT |x− y|α (2.39)

Il suit que ∣∣∣∂υ
∂t

∣∣∣2 ≤ CT |∆υ|2 + CT .

Intégrons sur M , on trouve∫
M

∣∣∣∂υ(t)

∂t

∣∣∣2dµg0 ≤ CT‖υ(t)‖2
H2(M) + CT . (2.40)
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On peut écrire

|υ(x, t1)− υ(x, t2)| =
C

C2π(t2 − t1)

∫
B
√
t2−t1(x)

|υ(x, t1)− υ(x, t2)|dµg0

≤ C

C2π(t2 − t1)

∫
B
√
t2−t1(x)

|υ(x, t1)− υ(y, t1)|dµg0

+
C

C2π(t2 − t1)

∫
B
√
t2−t1(x)

|υ(y, t1)− υ(y, t2)|dµg0

+
C

C2π(t2 − t1)

∫
B
√
t2−t1(x)

|υ(y, t2)− υ(x, t2)|dµg0 . (2.41)

On prend le second terme de droite de 2.41, en utilisant l’inégalité de Hölder et 2.40, on
aura

C

C2π(t2 − t1)

∫
B
√
t2−t1(x)

|υ(y, t1)− υ(y, t2)|dµ(y)

≤ C sup
t2≥τ≥t1

∫
B
√
t2−t1(x)

1 ·
∣∣∣∂υ
∂s

∣∣∣(y, τ)dµ(y)

≤ sup
t2≥τ≥t1

(∫
B
√
t2−t1(x)

∣∣∣∂υ(t)

∂s

∣∣∣2(y, τ)dµ(y)

) 1
2

≤ CT
√
t2 − t1 (2.42)

Supposons que

x = rα cosαθ, y = rα sinαθ
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Maintenant, on prend le premier terme de droite de l’inégalité 2.41 en utilisant 2.39
On aura

C

C2π(t2 − t1)

∫
B
√
t2−t1(x)

|υ(x, t1)− υ(y, t2)|dµ(y)

≤ C

C2π(t2 − t1)

∫
B
√
t2−t1(x)

|υ(x, t1)− υ(y, t2)|dµ(y)

≤ CT
t2 − t1

∫ √t2−1

0

r1+αdr

≤ CT
t2 − t1

(t2 − t1)1+α
2

≤ CT (t2 − t1)
α
2 (2.43)

On déduit

C

C2π(t2 − t1)

∫
B
√
t2−t1(x)

|υ(x, t1)− υ(y, t1)|dµ(y) ≤ CT (t2 − t1)
α
2 . (2.44)

On remarque que pour tout 0 < t2 − t1 < 1, on a

√
t2 − t1 ≤ (t2 − t1)

α
2 ,

on remplaçe 2.42, 2.43, 2.44 dans 2.41, on trouve

|υ(x, t1)− υ(x, t2)| ≤ CT (t2 − t1)
α
2 . (2.45)

De 2.39, 2.45 on arrive au résultat voulu. �

Remarque 2.3.2 D’aprés la proposition 2.3.4, on déduit qu’il existe une constante CT
vérifie

‖eυ‖
Cα,

α
2 (M,[0,T ))

≤ CT .

On sait que υ satisfait l’équation

∂υ

∂t
= e−2υ∆υ − k0e

−2υ + f,
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alors il existe une constante CT qui depend de ‖υ0‖C2+α(M), telle que

‖υ‖
C2+α,1+α2 [M×[0,T ))

≤ CT , ∀t ∈ [0, T ).

Maintenant, on va démontrer le théorème 2.3.1.

Proposition 2.3.5 Pour tout υ0 ∈ C2+α(M), il existe une solution globale

υ ∈ C2+α,1+α
2 (M, [0,+∞)) de 2.1.

Démonstration. De la proposition 2.3.4 et la remarque 2.3.2, on a

‖υ‖
C2+α,1+α2 (M×[0,T ))

≤ CT .

Comme
C2+α,1+α

2 (M × [0, T )) = C2+α,1+α
2 (M × [0, T ]).

Il suit que
‖υ‖

C2+α,1+α2 (M×[0,T ])
≤ CT .

Ce qui contredit avec la définition de T. �

Maintenant, on va démontrer la continuité de la solution du flot par rapport à la donnée
initiale

Proposition 2.3.6 Si u0, υ0 ∈ C2+α(M), alors il existe une constante C0 > 0 dépendant

de ‖u0‖C2+α(M), ‖υ0‖C2+α(M) et de T qui vérifie

‖u(t)− υ(t)‖
C2+α,1+α2 (M×[0,T ))

≤ C0‖u0 − υ0‖C2+α(M), ∀t ∈ [0, T ),

avec u, υ sont des solutions de 2.1 et
u(x, 0) = u0(x)

∀x ∈M,
υ(x, 0) = υ0(x)

Remarque 2.3.3 Le résultat obtenu de la proposition 2.3.6 est l’unicité du flot, i.e si

υ0(x) = u0(x), ∀x ∈M,

alors
υ(x, t) = u(x, t), ∀x ∈Met ∀t ≥ 0.
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Démonstration
Posons F = u− υ, avec

∂F

∂t
=

1

2
(e−2u + e−2υ)∆F +

(1

2
(∆u+ ∆υ)− k0

)
(e−2u + e−2υ) + f.

On peut réécrire cette équation sous la forme

∂F

∂t
= a(x, t)∆F + b(x, t)F + f,

où

a(x, t) =
1

2
(e−2u + e−2υ), b(x, t) = −

(1

2
(∆u+ ∆υ)− k0

)∫ 1

0

e2(−su−(1−s)υ)ds

et d’aprés la remarque 2.3.4, il existe deux constantes C dépendant de ‖υ0‖C2+α(M) et de
T vérifiant

‖a‖
Cα,

α
2 (M×[0,T ))

≤ C.

‖b‖
Cα,

α
2 (M×[0,T ))

≤ C.

|f | ≤ C, ∀ ∈M.



CHAPITRE 3

ETUDE DU COMPORTEMENT
ASSYMPTOTIQUE DU FLOT

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons une approche par écoulement au problème de courbure
gaussienne prescrite sur des surfaces riemanniennes compactes avec une caractéristique
d’Euler négative. Nous identifions une nouvelle condition explicite sur la fonction pres-
crite f qui garantit la convergence du flot vers une métrique conforme dont la courbure
gaussienne est f . Faire exploser l’écoulement à l’infini est également étudié, En continuant
d’utiliser les définitions des deux premiers chapitres.
Rappelons que l’équation (1.2) est le gradient négatif du flot associé à la fonctionnelle :

Ef (u) =
1

2

∫
M

|∇u|2 dµ0 + k0

∫
M

udµ0 −
1

2

∫
M

fe2u dµ0. (3.1)

L’étude du comportement asymptotique du flot lorsque t −→ +∞ nécessite des hypo-
thèses supplémentaires sur la fonction f . une condition nécessaire sur f pour la résolution
de l’équation 1.2 est que f doit être négative quelque part sur M . En effet, si f ≥ 0 sur
M , alors en utilisant le principe du maximum que l’on obtient

min
M

e2u(.,t) ≥ min
M

e2u0 + |k0|t −→ +∞ quand t −→ +∞.

52
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Ce qui montre que le flot explose à l’infini. Pour énoncer une hypothèse supplémentaire
sur f on pose f+ = max (f, 0) et f− = max (−f, 0) de sorte que f = f+−f−. Alors notre
hypothèse sur f sera

1

‖f‖L∞(M)

∫
M

f+dµ0 ≤ CM

(
1

‖f‖L∞(M)

∫
M

f−dµ0

)θ
, (3.2)

où CM est une constante positive dépendant uniquement de M et

θ =
π
(
1− 2χ(M)

)
+ 1

π − 1
.

Puisque la résolution de (1.2) est invariante par dilatations positives de f , alors en

normalisant f tel que ‖f‖L∞(M) = 1, la condition (3.2) prend la forme équivalente plus

simple :

∫
M

f+dµ0 ≤ CM

(∫
M

f−dµ0

)θ
. (3.3)

Notre résultat pricipal est le théorème suivant :

Théorème 3.1.1 Soit M une surface riemannienne compacte de cratéristique d’Euler
χ(M) < 0. Pour toute f ∈ C∞(M) il existe vérifie l’hypothèse (3.2), il existe une fonction

u ∈ C∞(M), tel que pour toute donnée initiale u0 ≤ u, la solution de l’éuation 2.1 converge

dans C∞(M) quand t → +∞ vers une fonction u∞ satisfaisante l’équation de courbure
gaussienne prescrite

−∆u∞ + k0 = fe2u∞ .

Comme une conséquance direct de ce théorème, on a le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.1 Pour toute fonction f ∈ C∞(M) satisfait l’hpothèse (3.2), il existe une
métrique conforme g dont courbure Gussienne est f.

On remaque que l’hypothèse (3.2) est invariante sous les dilatations positives de f ,
mais ce n’est pas le cas sous l’action du groupe des difféomorphismes de M. C’est un
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fait très important puisqu’il implique que, à un difféomorphisme près, l’hypothèse (3.2)
est satisfaite par toute fonction f négative quelque part sur M . On obtient le deuxième
corollaire suivant :

Corollaire 3.1.2 [13] Pour toute fonction f ∈ C∞(M) telle que min
M

f < 0, il existe

un difféomorphisme ϕ de M et une métrique conforme g dont la courbure gaussienne est
f ◦ ϕ.

Le théorème suivant donne une étude complète de la convergence du flot quand f < 0,

Théorème 3.1.2 Supposons que 6≡ 0f ≤ 0, alors pour toute donnée initiale u0 ∈ C∞(M).

La solution de l’équation 2.1 converges dans C∞(M) quand t → +∞ vers une fonction
u∞ satisfaisant l’équation de courbure de Gauss :

−∆u∞ + k0 = fe2u∞ .

Comme nous le verrons dans le théorème 3.1.3 ci-dessous, si le flot explose à l’infinité,
alors l’explosion se produit sur le support de f+, on considère

Mf+ = {x ∈M : f > 0} et Mf− = {x ∈M : f < 0}

Théorème 3.1.3 Soit K ⊂ Mf− un ensemble compacte. Alors pour toute fonction 6≡
0f ∈ C∞(M), il existe une constante CK positive sachant que la solution u de l’équation
de la chaleur 2.1 satisfait

‖u‖L∞(K×[0,+∞)) ≤ CK .

De plus, si pour une suite (tn)n∈N, on a

lim
n−→+∞

sup
x∈M

u(x, tn) = +∞,

alors
lim

n−→+∞
sup
x∈M+

f

u(x, tn) = +∞. (3.4)
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3.2 Comportement du flot à l’infini

Dans cette section nous étudions le comportement asymptotique du flot u(., t) donné
par le théorème 2.3.1 lorsque t −→ +∞. On démontre d’abord la proposition suivante qui
donne une sur-solution de l’équation (1.2) lorsque la condition 3.2 est satisfaite.

Proposition 3.2.1 Supposons que f est une fonction lisse satisfaisant la condition 3.2.

Alors il existe une fonction U tel que U∗ ∈ C2(M)

−∆U∗ + k0 − fe2U∗ ≥ 0. (3.5)

Preuve.
En normalisant f si nécessaire, on peut supposer que ‖f‖L∞(M) = 1, donc la condition

3.2 devient

∫
M

f+dµ0 ≤ CM

(∫
M

f−dµ0

)θ
. (3.6)

On distingue deux cas : f+ 6≡ 0 et f+ ≡ 0.
Premier cas : f+ 6≡ 0.

Nous fixons

h = k0 +
1− k0

‖f−‖L1(M)

f− − 1

‖f+‖L1(M)

f+ (3.7)

et notez ici que nous avons ∫
M

h dµg0 = 0,

puisqu’on suppose que dµg0 = 1.

Cela permet donc de considérer ϕ une solution de l’équation de Poisson :

∆ϕ = h. (3.8)

Puis on expose notre sur-solution u en posant

U∗ = ϕ+ λ,



56 Etude du comportement assymptotique du flot

avec λ ∈ IR une constante à choisir ultérieurement.

Nous donnerons d’abord des bornes supérieures et inférieures sur la solution ϕ de
l’équation de poisson 3.8.

Si on choisit ϕ tel que ∫
M

ϕdµ0 = 0,

alors on a

ϕ(x) =

∫
M

G(x, y)h(y)dµ0(y), (3.9)

où G est la fonction de Green de (M, g0). On rappelle la formule asymptotique suivante
pour G :

G(x, y) =
1

2π
log d(x, y) +H(x, y), (3.10)

où d est la fonction de distance sur M et H ∈ C0(M ×M).

Dans ce qui suit, C désigne une constante positive dépendant uniquement deM et sa va-

leur peut changer de ligne en ligne. Puisque log d(x, y) ≤ C surM×M et
∣∣∣∣∫
M

log d(x, y)dµ0(y)

∣∣∣∣ ≤
C et k0 < 0, alors on a de 3.7, (3.9) et (3.10) :

ϕ(x) ≤ 1

2π‖f+‖L1(M)

∫
M

f+(y) log
1

d(x, y)
dµ0(y) + C. (3.11)

De la même façon on a la borne inférieure,

ϕ(x) ≥ − 1− k0

2π‖f−‖L1(M)

∫
M

f−(y) log
1

d(x, y)
dµ0(y)− C. (3.12)

Borner l’intégrale,
∫
M

f+(y) log
1

d(x, y)
dµ0(y), où 0 < R < 1 une constante à choisir plus

tard. Alors on a, puisque ‖f‖L∞(M) = 1,
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∫
M

f+(y) log
1

d(x, y)
dµ0(y) ≤

∫
B(x,R)

log
1

d(x, y)
dµ0(y)− (logR)

∫
M

f+dµ0. (3.13)

Un calcul direct donne∫
B(x,R)

log
1

d(x, y)
dµ0(y) ≤ −CR2 logR + CR2.

On peut supposer que C > 1. Donc si on choisit R tel que CR2 = ‖f+‖L1(M), alors il

résulte de 3.13 que

1

2π‖f+‖L1(M)

∫
M

f+(y) log
1

d(x, y)
dµ0(y) ≤ − 1

2π
log ‖f+‖L1(M) + C. (3.14)

De la même manière nous avons

1

2π‖f−‖L1(M)

∫
M

f−(y) log
1

d(x, y)
dµ0(y) ≥ − 1

2π
log ‖f−‖L1(M) + C. (3.15)

Ainsi si nous combinons 3.11, 3.12, 3.14 et 3.15 nous obtenons

1− k0

2π
log ‖f−‖L1(M) − C ≤ ϕ(x) ≤ − 1

2π
log ‖f+‖L1(M) + C.

Ce qui est équivalent à

C−1‖f−‖
1−k0
π

L1(M) ≤ e2ϕ(x) ≤ C

‖f+‖
1
π

L1(M)

. (3.16)

Maintenant, si on pose U∗ = ϕ+ λ, on a de 3.7 et 3.8

−∆U∗ + k0 − fe2U∗ =

(
e2ϕ+2λ − 1− k0

‖f−‖L1(M)

)
f− −

(
e2ϕ+2λ − 1

‖f+‖L1(M)

)
f+. (3.17)
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Si on choisit λ ∈ R tel que

e2λ = C−1‖f+‖
1
π
−1

L1(M),

où C est la constante de 3.16, alors en utilisant 3.16, on a

(
e2ϕ+2λ − 1

‖f+‖L1(M)

)
f+ ≤ 0.

Ce qui donne en utilisant 3.17

−∆U∗ + k0 − feU
∗ ≥

(
C‖f−‖

1−k0
π

L1(M)‖f
+‖

1
π
−1

L1(M) −
1− k0

‖f−‖L1(M)

)
f−. (3.18)

Par notre choix de λ il découle de 3.18 que

−∆U∗ + k0 − feU
∗ ≥

(
e2ϕ+2λ − 1− k0

‖f−‖L1(M)

)
f−. (3.19)

il est clair que la positivité du second membre de 3.19 est équivalente à la condition 3.3,
(on rappelons ici que k0 = 2πχ(M)). Ceci prouve la proposition 3.2.1 dans le cas f+ 6≡ 0.

Deuxième Cas : f+ ≡ 0. Nous fixons

h = k0 −
k0

‖f−‖L1(M)

f−, (3.20)

de sorte que ∫
M

h dµ0 = 0

puisqu’on suppose que Vol(M) = 1.

On considère alors ϕ la solution de l’équation de Poisson :

∆ϕ = h. (3.21)
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tel que ∫
M

hdµ0 = 0.

Comme dans le premier cas (f+ 6≡ 0), en utilisant la formule asymptotique 3.11 de la
La fonction de Green nous avons

ϕ ≥ 1− k0

2π
log ‖f−‖L1(M) − C.

Ce qui est équivalent à

e2ϕ(x) ≥ C−1‖f−‖
1−k0
π

L1(M). (3.22)

Soit maintenant λ ∈ R tel que

e2λ = C‖f−‖
1−k0
π

L1(M),

où C est la constante dans 3.22, et posons U∗ = ϕ + λ. Alors en utilisant 3.20, 3.21 and
3.22, il est facile de voir que U∗ satisfait

−∆U∗ + k0 − fe2U∗ ≥ 0.

Ceci permet d’obtenir la preuve de la proposition 3.2.1.

La proposition 3.2.1 nous permet de prouver la borne supérieure uniforme suivante
sur le flot.

Proposition 3.2.2 Soit u0 ∈ C∞(M) tel que u0 ≤ U∗ où U∗ est donnée par la proposition

3.2.1. Alors la solution u de (2.1) satisfait pour tout (x, t) ∈M × [0,+∞)

u(x, t) ≤ U∗(x). (3.23)

Soit v = U∗ − u. Comme u satisfait (2.1) et U∗ satisfait (3.5), alors on a

∂t
(
e2U∗ − e2u

)
≥ ∆v + f

(
e2U∗ − e2u

)
. (3.24)



60 Etude du comportement assymptotique du flot

D’autre part, on a

e2U∗ − e2u = av,

où a ∈ C2(M × [0, T ∗)) est donnée par

a(x, t) = N

∫ 1

0

esU
∗(x,t)+(1−s)u(x,t)ds,

il découle donc de (3.24)

∂t(av) ≥ ∆v + faev (3.25)

Depuis v(x, 0) = U∗(x)−u0(x) ≥ 0 et a > 0, puis on applique le principe du maximum

à (3.25), on obtient v(x, t) ≥ 0 pour tout t ≥ 0, c’est

u(x, t) ≤ U∗(x).

Proposition 3.2.2 est prouvée.
Nous pouvons maintenant prouver des Cα-estimations uniformes de sur la solution.

Proposition 3.2.3 Soit u0 ∈ C∞(M) tel que u0 ≤ U∗ où U∗ est donnée par la Proposi-

tion 3.2.1. Alors la solution u de (2.1) satisfait pour certains α ∈ (0, 1)

‖u‖
Cα,

α
2 (M×[0,+∞))

≤ C,

où C est une constante positive depend seulement de u0, f et M .

Preuve. Dans cette démonstration, C est une constante positive depend seulement
de u0, f et M , dont les valeurs peuvent changer d’une ligne à l’autre. Par les propositions
2.3.1 et 2.3.2 la solution u est uniformément bornée par le bas par une constante ne
dépendant que de u0, f et M . Puisque u0 ≤ U∗, Alors par la proposition 3.2.2 nous avons
que u est uniformément bornée comme ci-dessus par ‖U∗‖L∞(M). Donc on a

‖u‖L∞(M×[0,+∞) ≤ C. (3.26)

Ce qui implique que
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inf
t∈[0,+∞)

Ef (u(t, .)) ≥ −C.

Il résulte que

sup
t∈[0,+∞)

‖∂tu(., t)‖L2(M) ≤ C. (3.27)

Si on applique le théorème de régularité elliptique L2 sur l’equation 2.1 en utilisant
3.26 et 3.27 on a

sup
t∈[0,+∞)

‖u(., t)‖H2(M) ≤ C,

ce qui donne en utilisant le théorème de plongement de Sobolev

sup
t∈[0,+∞)

‖u(., t)‖Cα(M) ≤ C, (3.28)

pour une constante 0 < α < 1. Il résulte de la proposition A.1 avec 3.27 et 3.28 que

‖u‖
Cα,

α
2 (M×[0,+∞))

≤ C.

La preuve de la proposition3.2.3 est alors complète.
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème 3.1.1.

Preuve du Théorème 3.1.1
Soit u la solution de (2.1) donnée par le théorème 2.3.1. Par la proposition 3.2.2, on

a u est uniformément bornée sur Cα,α
2 (M × [0,+∞)). On applique alors le théorème de

régularité classique pour obtenir la borne uniforme Ck pour tout k ∈ IN, on a

sup
t≥0
‖u(., t)‖Ck(M) ≤ Ck, (3.29)

pour certains constantes Ck. D’autre part, en utilisant 2.2.1 on a

∫ +∞

0

∫
M

e2u|∂tu|2dµ0dt ≤ C. (3.30)
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Il résulte de (3.30) qu’il existe une suite tn −→ +∞ telle que

lim
n−→+∞

∫
M

e2u(.,tn)|∂tu(., tn)|2dµ0 = 0. (3.31)

En passant à une sous-suite si nécessaire, on a par 3.29, puisque M est compacte, que

u(., tn) converges dans Ck(M) pour tout k ∈ N, à une fonction u∞ ∈ C∞(M). Maintenant,
si nous remplaçons t par tn dans l’équation 2.1 et passons à la limite où n → +∞, nous
obtenons en utilisant 3.31,

−∆u∞ + k0 = fe2u∞ .

D’après le résultat général de Simon [15] sur les équations d’évolution, u∞ est la limite

unique de u(., t) lorsque t −→ +∞. Ceci permet d’obtenir la preuve du théorème3.1.1.
Preuve du Corollaire 3.1.1. Il suffit de considérer la limite u∞ du flot donnée par

le théorème 3.1.1 en prenant tout u0 ∈ C∞(M) tel que u0 ≤ U∗.
Preuve du Corollaire 3.1.2. En normalisant f si nécessaire, on peut supposer sans

perte de généralité que ‖f‖L∞(M) = 1. Puisque min
M

f < 0, alors il existent x0 ∈ M et

r > 0 tels que f < 0 sur B := B(x0, r). Soit

δ = CM

(
min
B
f−
)θ
> 0,

où CM et θ sont les constantes comme dans 3.2, et soit

Ω = M \B.

Soit ϕ un difféomorphisme deM tel que Vol (ϕ−1 (Ω)) < δ. Alors il est facile de vérifier
que la fonction f◦ϕ satisfait la condition 3.2, et alors il suffit d’appliquer le corollaire 3.1.1.
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Pour démontrer le théorème 3.1.2 on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2.1 Soit u lasolution de 2.1, défini sur un intervalle maximal [0, T ∗), alors on
a

sup
t∈[0,T ∗)

∫
M

e2u(.,t)|∂tu(., t)|2dµ0 ≤
1

4

∫
M

(Kg(0) − f)2dµ0 +
1

2
‖f‖L∞(M) (E(u0)− E(u(., t))) ,

(3.32)

Preuve du lemme 3.2.1. On considère la métrique conforme g = e2ug0 etKg sa courbure
Gaussienne. Alors un simple calcul donne

d

dt

∫
M

(Kg − f)2dµg = −
∫
M

|∇g(Kg − f)|2dµg +

∫
M

f(Kg − f)2dµg,

où dµg est la forme volume de (M, g) et ∇g est le gradient par rapport à g, Il s’ensuit
alors

d

dt

∫
M

(Kg − f)2dµg ≤ ‖f‖L∞(M)

∫
M

(Kg − f)2dµg,

Ce quiimplique par intégration sur [0, t] que

∫
M

(Kg(t)−f)2dµg(t) ≤
∫
M

(Kg(0)−f)2dµ0 +‖f‖L∞(M)

∫ t

0

∫
M

(Kg(τ)−f)2dµg(τ)dτ. (3.33)

D’autre part on observe que Kg − f = −2∂tu. De 3.33 on obtient

∫
M

(Kg(t) − f)2dµg(t) ≤
∫
M

(Kg(0) − f)2dµ0 + 2‖f‖L∞(M) (E(u0)− E(u(.t)))

et en utilisant à nouveau que Kg − f = −2∂tu, on aura

∫
M

e2u(.,t)|∂tu(., t)|2dµ0 ≤
1

4

∫
M

(Kg(0) − f)2dµ0 +
1

2
‖f‖L∞(M) (E(u0)− E(u(.t)))

D’où le résultat souhaité.
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Preuve du théorème 3.1.2. Dans ce qui suit, C désigne une constante positive
dépendant uniquement de u0, f et M .

Puisque f 6≡ 0, il existe x0 ∈ M et r > 0 tel que f < 0 sur B(x0, r). Si on pose

A = B(x0, r) et appliquons l’inégalité de Poincaré modifiée de la proposition 1.9.2 en
annexe, alors nous avons

C‖u‖2
H1(M) ≤

∫
M

|∇u|2dµ0 +

(∫
A

udµ0

)2

. (3.34)

D’autre part, nous savons par la propostion 2.2.1 que la fonctionnelle Ef est décrois-
sante le long de u, donc nous avons pour tout t ≥ 0 :

Ef (u(., t)) ≤ Ef (u0),

ce qui implique, car f ≤ 0,

∫
M

|∇u|2dµ0 + 2k0

∫
M

udµ0 +m

∫
A

e2udµ0 ≤ 2Ef (u0) (3.35)

où m = min
A
f− > 0.

Par le théorème 2.3.1, u est bornée inférieurement par une constante ne dépendant

que de u0, f et M . Ceci implique que u2 ≤ e2u+C, et par intégration sur A et application
de l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

(∫
A

udµ0

)2

≤ Vol(A)

∫
A

e2udµ0 + C (3.36)

En combinant 3.34, 3.35 et 3.36 on obtient

‖u‖2
H1(M) ≤ 2C|k0|

∫
M

|u|dµ0 + C. (3.37)

On a pour tout ε > 0,

2C|k0|
∫
M

|u|dµ0 ≤ ε

∫
M

u2dµ0 + Cε−1
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donc en choisissant ε = 1
2
, il résulte de 3.37 que

1

2
‖u‖2

H1(M) ≤ C. (3.38)

En utilisant l’inégalité de Moser-Trudinger, il résulte de 3.38 que pour tout p ∈ [1,+∞)∫
M

epudµ0 ≤ Cp, (3.39)

où Cp est une constante positive depend uniquement de u0, f, p et M . En particulier on
obtient la borne inférieure de la fonctionnelle Ef le long du flot :

inf
t∈[0,+∞)

Ef (u(., t) ≥ −C. (3.40)

Maintenant par le Lemme 3.2.1 et 3.40 nous avons que

sup
t∈[0,+∞)

∫
M

e2u(.,t)|∂tu(., t)|2dµ0 ≤ C. (3.41)

nous avons que 3.39 et 3.41 permettent d’appliquer le théorème de régularité élliptique

sur L2 à l’équation 2.1, on obtient donc

sup
t∈[0,+∞)

‖u(., t‖H2(M) ≤ C (3.42)

et en utilisant le théorème de plongement de Sobolev on obtient pour certains α ∈ (0, 1) :

sup
t∈[0,+∞)

‖u(., t‖Cα(M) ≤ C. (3.43)

Il découle de la proposition 1.9.1 avec (3.41 et 3.43 que

‖u‖
Cα,

α
2 (M×[0,+∞))

≤ C.

Maintenant, il reste à prouver Ck-borne ( sur la solution indépendante de t) et passe
à la limite quand t tend vers l’infini. Le reste de la preuve est exactement le même que
dans la preuve du théorème 3.1.1, nous l’omettons donc.
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Preuve du Theorem 3.1.3. SoitK ⊂M−
f un ensemble compact et soit ϕ ∈ C∞0 (M−

f )

telle que 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ = 1 de K. Dans le reste de la preuve , C désigne une constante
positive depend uniquement de u0, f et M . Quand C depends également de K, on écrit

CK . on veut prouver que la fonction v := ϕ2e2u est bornée surM× [0,+∞). Fixons T > 0

et soit (x0, t0) ∈M × [0, T ] such that v(x0, t0) = max
M×[0,T ]

v(x, t). Si t0 = 0, alors on a

max
K×[0,T ]

e2u(x,t) ≤ max
M×[0,T ]

(ϕ2e2u) ≤ max
M

(ϕ2e2u0) ≤ C.

Maintenant on suppose que t0 > 0. Alors on a ∂tv(x0, t0) ≥ 0, ∇v(x0, t0) = 0 et

∆v(x0, t0) ≤ 0. Notons ici que ϕ(x0) > 0 puisque v(x0, t0) = max
M×[0,T ]

v(x, t) > 0. D’autre

part, puisque

∇v = 2ϕe2u(∇ϕ+ ϕ∇u)

et

∆v = 2e2u(ϕ2∆u+ ϕ∆ϕ+ 4ϕ∇u · ∇ϕ+ 4ϕ2|∇u|2 + |∇ϕ|2),

On obtient à (x0, t0)

∇ϕ = −2ϕ∇u

et

ϕ2∆u ≤ −ϕ∆ϕ. (3.44)

Si on multiplie l’équation 2.1 par ϕ2(x0, t0) et remplace 3.44 dans l’équation résultante

nous aurons (x0, t0),

2ϕ2e2u∂tu ≤ −ϕ∆ϕ− k0ϕ
2 + fϕ2e2u.

et puisque ∂t(x0, t0) ≥ 0, il suit que

− f(x0)ϕ(x0)2e2u(x0,t0) ≤ −ϕ∆ϕ− k0ϕ
2 ≤ CK . (3.45)
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Rappelons que ϕ(x0)2e2u(x0,t0) = max
M×[0,T ]

v(x, t), et puisque ϕ = 1 on K, on en déduit

de 3.45 que

−f(x0) max
K×[0,T ]

e2u ≤ CK .

Ce qui donne, comme x0 ∈M−
f ,

max
K×[0,T ]

e2u ≤ CK
minx∈Sϕ f

−(x)
,

où Sϕ ⊂M−
f est le support de ϕ. Ceci prouve la première partie du théorème 3.1.3.

Maintenant, démontrons 3.4. Supposons que pour une suite (tn)
n∈IN on ait

lim
n−→∞

sup
x∈M

u(x, tn) = +∞ (3.46)

et montrons que lim
n−→∞

sup
x∈M+

f

u(x, tn) = +∞. Observons d’abord que d’après le théorème

3.1.2, on a
max
M

f > 0. (3.47)

Supposons par contradiction que pour une sous- suite, que l’on note encore (tn)
n∈IN, on

ait

sup
x∈M+

f

u(x, tn) ≤ C, (3.48)

pour une somme constante C > 0 indépendante de n.

D’après 3.47 il existe x0 ∈ M et r > 0 tel que B(x0, r) ⊂ M+
f . Posons A = B(x0, r)

et appliquon de l’inégalité de Poincaré modifiée de la proposition1.9.2 en annexe. Ensuite
nous avons

C‖u(., tn)‖2
H1(M) ≤

∫
M

|∇u(., tn)|2dµ0 +

(∫
A

u(., tn)dµ0

)2

.

En utilisant 3.48, on trouve
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‖u(., tn)‖2
H1(M) ≤ C

∫
M

|∇u(., tn)|2dµ0 + C. (3.49)

D’autre part, on sait que du théorème 3.1.1 que la fonctionnelle Ef est décroissante le
long de u, donc on a

Ef (u(., tn)) ≤ Ef (u0).

Ce qui implique en utilisant 3.48∫
M

|∇u(., tn)|2dµ0 + 2k0

∫
M

u(., tn)dµ0 ≤ C. (3.50)

En combinant 3.49 et 3.50, on obtient

‖u(., tn)‖2
H1(M) ≤ 2C|k0|

∫
M

|u(., tn)|dµ0 + C. (3.51)

On a pour tout ε > 0,

2C|k0|
∫
M

u(., tn)dµ0 ≤ ε

∫
M

u2(., tn)dµ0 + Cε−1

donc en choisissant ε = 1
2
, il résulte de 3.51 que

1

2
‖u(., tn)‖2

H1(M) ≤ C. (3.52)

En utilisant l’inégalité de Moser-Trudinger, il résulte de 3.52 que pour tout p ∈ [1,+∞)

∫
M

epudµ0 ≤ Cp, (3.53)

où Cp est une constante positive dépendant uniquement de u0, f, p etM . En particulier
on obtient le minorant sur la fonctionnelle Ef :

inf
n∈IN

Ef (u(., tn)) ≥ −C. (3.54)



3.2 Comportement du flot à l’infini 69

Maintenant par Lemme 3.2.1 et 3.54 on aura

sup
n∈IN

∫
M

e2u(.,tn)|∂tu(., t)|2dµ0 ≤ C. (3.55)

Les bornes 3.53 et 3.55 permettent d’appliquer la théorie de la régularité elliptique à
l’équation 2.1. permettent d’appliquer la théorie de la régularité elliptique à l’équation

sup
n∈IN

‖u(., tn)‖H2(M) ≤ C (3.56)

et en utilisant le théorème de plongement de Sobolev, on obtient pour tout α ∈ (0, 1) :

sup
t∈[0,+∞)

‖u(., t)‖L∞(M) ≤ C (3.57)

Cela donne une contradiction avec 3.46. La preuve du théorème est terminée.
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Deuxième partie

Généralisation des applications
biharmoniques
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CHAPITRE 4

APLICATIONS TRI-HARMONIQUES
CONFORMES

Dans cette partie, nous prouvons qu’une application conforme Φ : (Rn, g0)→ (Nn, h),

avec (n ≥ 3) est triharmonique si et seulement si le gradient de sa dilatation est solution
d’une équation différentielle elliptique d’ordre 4 et nous construisons quelques exemples
des applications tri-harmoniques non biharmoniques. Dans ce cas, on calcule également
la trace du tenseur énergie impulsion associé aux applications triharmoniques.

4.1 Rappels et définitions

Les applications harmoniques et biharmoniques, les applications polyharmoniques sont
définies dans ce qui suit.
Notation :M = (M, g) et N = (N, h) sont deux variétés riemanniennes de dimension
m, n respectivement.

Définitions 4.1.1 Soit Φ : M → N une application de classe C∞.
∗ φ est dite harmonique si et seulement si elle est un point critique de la fonctionnelle
énergie suivante

E(φ) =
1

2

∫
M

|dφ|2dµg,
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où |dφ| est la norme de Hilbert-Schmidt de φ. Autrement dit φ est harmonique si l’équation
d’Euler-Lagrange est satisfaite

τ(φ) = Trg∇dφ = 0.

où τ(φ) est le champs de tension de l’application φ.
∗ φ est dite biharmonique si et seulement si elle est un point critique de la fonctionnelle
bi-énergie suivante

E2(φ) =
1

2

∫
M

|τ(φ)|2dµg.

Autrement dit φ est dite biharmonique si et seulement si l’équation d’Euler-Lagrange est
satisfaite

τ2(φ) = −Trg(∇φ)2τ(φ)− TrgRN(τ(φ), dφ)dφ = 0,

où RN et la courbure riemannienne sur N et (∇φ) est la connexion dans le fibré pull-back

φ−1(TN).

Définition 4.1.1 Les applications poly-harmoniques sont connues comme les points cri-
tiques des fonctionnelles énergétiques suivantes, pour définir ce type des applications on
distingue deux cas (ordre pair et ordre impair). Soit Φ : (M, g)→ (N, h) une application
de classe C∞, dans le cas pair on pose

E2s (φ) =

∫
M

∣∣∆s−1τ (φ)
∣∣2 dvg, (4.1)

et pour le cas impair on a

E2s+1 (φ) =

∫
M

∣∣∇∆s−1τ (φ)
∣∣2 dvg. (4.2)

où s = 1, 2, ... est un nombre naturel. La première variation de (4.1) et (4.2) est développée

dans [10]. ses points critiques sont appelés applications (d’ordre k) ou applications k-
harmoniques. Deux cas peuvent être rencontrés :
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1. Si k = 2s, s = 1, 2, ...., les points critiques de (4.1) sont donnés par

τ2s (φ) = ∆2s−1τ (φ)−RN
(
∆2s−2τ (φ) , dφ (ei)

)
dφ (ei)

+
s−1∑
l=1

RN
(
∆s−l−1τ (φ) ,∇ei∆

s+l−2τ (φ)
)
dφ (ei)

−
s−1∑
l=1

RN
(
∇ei∆

s−l−1τ (φ) ,∆s+l−2τ (φ)
)
dφ (ei) = 0.

(4.3)

2. Si k = 2s+ 1, s = 0, 1, 2, ...., les points critiques de (4.2)

τ2s+1 (φ) = ∆2sτ (φ)−RN
(
∆2s−1τ (φ) , dφ (ei)

)
dφ (ei)

+
s−1∑
l=1

RN
(
∇ei∆

s+l−1τ (φ) ,∆s−l−1τ (φ)
)
dφ (ei)

−
s−1∑
l=1

RN
(
∆s+l−1τ (φ) ,∇ei∆

s−l−1τ (φ)
)
dφ (ei)

−RN
(
∇ei∆

s−1τ (φ) ,∆s−1τ (φ)
)
dφ (ei) = 0.

(4.4)

où (ei)1≤i≤m est une base orthonormée sur M ,

∆τ (φ) = −Trg
(
∇φ
)2
τ (φ) = −

(
∇φ
ei
∇φ
ei
τ (φ)−∇φ

∇eiei
τ (φ)

)
et

∆kτ (φ) = ∆
(
∆k−1τ (φ)

)
, ∆−1 = 0.

(on somme sur des indices répétés).

Suivant la notion de Jiang (voir[6]) nous définissons le tenseur énergie impulsion associé

aux fonctionnelles énergétiques 4.1) et (4.2) en faisant varier les fonctionnelles par rapport

à la métrique sur le domaine (voir [3]).
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4.1.1 Tenseur énergie impulsion

Soit φ : (Mm, g)→ (Nn, h) une fonction de classe C∞ sur M .

Définition 4.1.2 Pour tout X, Y ∈ Γ(TM) deux champs de vecteurs, on a

1. Le tenseur énergie impulsion pour les applications polyharmoniques d’ordre pair est
défini par

S2s (φ) (X, Y ) =

(
1

2

∣∣∆s−1τ (φ)
∣∣2 − h (∆2s−2τ (φ) , τ (φ)

)
− Trgh

(
∇∆2s−2τ (φ) , dφ

))
g (X, Y )

+

(
s−1∑
l=1

{
Trgh

(
∇∆s−l−1τ (φ) ,∇∆s+l−2τ (φ)

)
− h

(
∆s−lτ (φ) ,∆s+l−2τ (φ)

)})

g (X, Y )

−
s−1∑
l=1

{
h
(
∇X∆s−l−1τ (φ) ,∇Y ∆s+l−2τ (φ)

)
+ h

(
∇Y ∆s−l−1τ (φ) ,∇X∆s+l−2τ (φ)

)}
+ h

(
∇X∆2s−2τ (φ) , dφ (Y )

)
+ h

(
∇Y ∆2s−2τ (φ) , dφ (X)

)
.

(4.5)



4.1 Rappels et définitions 77

2. Le tenseur énergie impulsion pour les applications poly-harmoniques d’ordre impair
est défini par

S2s+1 (φ) (X, Y ) =

(
1

2

∣∣∆s−1τ (φ)
∣∣2 − h (∆2s−1τ (φ) , τ (φ)

)
− Trgh

(
∇∆2s−1τ (φ) , dφ

))
g (X, Y )

+

(
s−1∑
l=1

{
Trgh

(
∇∆s−l−1τ (φ) ,∇∆s+l−1τ (φ)

)
− h

(
∆s−lτ (φ) ,∆s+l−1τ (φ)

)})

g (X, Y )

−
s−1∑
l=1

{
h
(
∇X∆s−l−1τ (φ) ,∇Y ∆s+l−1τ (φ)

)
+ h

(
∇Y ∆s−l−1τ (φ) ,∇X∆s+l−1τ (φ)

)}
+ h

(
∇X∆2s−1τ (φ) , dφ (Y )

)
+ h

(
∇Y ∆2s−1τ (φ) , dφ (X)

)
− h

(
∇X∆s−1τ (φ) ,∇Y ∆s−1τ (φ)

)
.

(4.6)

Notons que dans les deux cas, le tenseur énergie impulsion vérifie la loi de conservation
suivante :

divSk (φ) = −h (τk (φ) , dφ) , k = 1, 2, 3, ....

L’harmonicité et la biharmonicité de l’application conforme ont été étudiées par plu-
sieurs auteurs, voir [2], [7] et [12] pour plus de détails. Rappelons qu’une application

φ : (Mn, g) → (Nn, h) est dite conforme s’il existe une fonction λ : M → IR∗+ telle que

pour tout X, Y ∈ Γ (TM), on a :

h (dφ (X) , dφ (Y )) = λ2g (X, Y ) .

La fonction λ est appelée la dilatation de l’application φ.
Le champ de tension pour une application conforme φ : (Mn, g)→ (Nn, h) de dilatation

λ est donné par (voir [1]) :

τ (φ) = (2− n) dφ (grad lnλ) .
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Dans [12], les auteurs ont calculé le champ bi-tension et le tenseur de bi-énergie impulsion
pour une application conforme, où ils ont obtenu le résultat suivant :

Théorème 4.1.1 ([12]) Soit φ : (Mn, g)→ (Nn, h) (n ≥ 3)une application conforme de
dilatation λ. Le champ bi-tension et le tenseur bi-énergie impulsion de φ sont donnés par
φ

τ2 (φ) = (n− 2) dφ (H) ,

où

H = grad∆ lnλ− n− 6

2
grad

(
|grad lnλ|2

)
− 2 (∆ lnλ) grad lnλ

− (n− 2) |grad lnλ|2 grad lnλ+ 2RicciM (grad lnλ)

et

S2 (φ) = (2− n)λ2

{(
∆ lnλ+

n− 2

2
|grad lnλ|2

)
g − 2∇d lnλ

}
.

Dans cette partie, nous nous intéressons aux applications tri-harmoniques, qui sont les
solutions de l’équation suivante

τ3 (φ) = ∆2τ (φ)− TrgRN (∆τ (φ) , dφ) dφ− TrgRN (∇τ (φ) , τ (φ)) dφ = 0. (4.7)

Pour les applications tri-harmoniques, le tenseur énergie impulsion du troisième ordre
est donné par

S3 (φ) (X, Y ) =

(
1

2
|τ (φ)|2 − h (∆τ (φ) , τ (φ))− Trgh (∇∆τ (φ) , dφ)

)
g (X, Y )

+ h (∇X∆τ (φ) , dφ (Y )) + h (∇Y ∆τ (φ) , dφ (X))− h (∇Xτ (φ) ,∇Y τ (φ)) .

(4.8)

Dans un premier résultat, nous avons calculé l’expression de τ3 (φ) où φ : (IRn, g) →
(Nn, h) (n ≥ 3) est une application conforme de dilatation λ.
Ce résultat nous a permis de donner une condition nécessaire et suffisante pour la trihar-

monicité de l’application conforme φ et de construire quelques exemples. Nous concluons
notre travail en calculant la trace du tenseur énergie impulsion pour toute application
conforme φ : (IRn, g)→ (Nn, h) (n ≥ 3) de dilatation λ, en conséquence, nous présentons
quelques cas particuliers.
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4.2 Applications tri-harmoniques conformes

Comme propriétés des applications conformes, nous avons les résultats suivants :

Proposition 4.2.1 ([1]) Soit φ : (Mn, g) → (Nn, h), (n ≥ 3)une application conforme

de dilatation λ, Pour tout X, Y ∈ Γ (TM), on a

∇Y dφ (X) = X (lnλ) dφ (Y )+Y (lnλ) dφ (X)−g (X, Y ) dφ (grad lnλ)+dφ (∇YX) . (4.9)

En particulier, pour tout f ∈ C∞ (M), on obtient

∇Y dφ (gradf) = d lnλ (gradf) dφ (Y ) + Y (lnλ) dφ (gradf)

− Y (f) dφ (grad lnλ) + dφ (∇Y gradf) ,
(4.10)

et si f = lnλ, l’équation (4.10) devient

∇Y dφ (grad lnλ) = |grad lnλ|2 dφ (Y ) + dφ (∇Y grad lnλ) . (4.11)

Les équations (4.10) et (4.11) nous amènent à la remarque suivante :

Remarque 4.2.1 Soit φ : (Mn, g) → (Nn, h), (n ≥ 3) une application conforme de

dilatation λ, Pour tout X, Y ∈ Γ (TM) et pour tout f ∈ C∞ (M), on a

h (∇Xdφ (gradf) , dφ (Y )) = λ2d lnλ (gradf) g (X, Y ) + λ2g (∇Xgradf, Y )

+ λ2X (lnλ)Y (f)− λ2X (f)Y (lnλ)
(4.12)

et

h (∇Xdφ (grad lnλ) , dφ (Y )) = h (∇Y dφ (grad lnλ) , dφ (X))

= λ2 |grad lnλ|2 g (X, Y ) + λ2g (∇Xgrad lnλ, Y ) .
(4.13)

Pour étudier la triharmonicité d’une application conforme, nous avons besoin du théo-
rème suivant :
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Théorème 4.2.1 Soit φ : (Mn, g) → (Nn, h), (n ≥ 3)une application conforme de dila-

tation λ, alors pour tout X ∈ Γ (TM) et pour toute fonction f ∈ C∞ (M), on a

Trg
(
∇φ
)2
dφ (X) = dφ

(
Trg∇2X

)
+ (2− n)X (lnλ) dφ (grad lnλ) + (∆ lnλ) dφ (X)

+ 2dφ (grad (X (lnλ)))− 2 (divX) dφ (grad lnλ)

+ 2dφ (∇grad lnλX)− 2dφ (∇Xgrad lnλ) ,

(4.14)

Trg
(
∇φ
)2
fdφ (X) = fdφ

(
Trg∇2X

)
+ (2− n) fX (lnλ) dφ (grad lnλ) + f (∆ lnλ) dφ (X)

+ (∆f) dφ (X) + 2fdφ (grad (X (lnλ)))− 2f (divX) dφ (grad lnλ)

+ 2fdφ (∇grad lnλX)− 2fdφ (∇Xgrad lnλ) + 2X (lnλ) dφ (gradf)

+ 2d lnλ (gradf) dφ (X)− 2X (f) dφ (grad lnλ) + 2dφ (∇gradfX) .

(4.15)
et

RicN (dφ (X) , dφ (Y )) dφ (Z) = (n− 2)X (lnλ)Y (lnλ) dφ (Z)

− (n− 2) |grad lnλ|2 g (X, Y ) dφ (Z)

− (n− 2) g (∇Xgrad lnλ, Y ) dφ (Z)

− (∆ lnλ) g (X, Y ) dφ (Z)

+RicM (X, Y ) dφ (Z) . (4.16)

Preuve.
Par définition, pour tout X ∈ Γ (TM), on a

Trg
(
∇φ
)2
dφ (X) = ∇ei∇eidφ (X)−∇∇eieidφ (X) . (4.17)

Par (4.9), on obtient

∇eidφ (X) = X (lnλ) dφ (ei) + ei (lnλ) dφ (X)− g (X, ei) dφ (grad lnλ) + dφ (∇eiX) ,

ensuite

∇ei∇eidφ (X) = ∇eiX (lnλ) dφ (ei) +∇eiei (lnλ) dφ (X)

−∇eig (X, ei) dφ (grad lnλ) +∇eidφ (∇eiX) .
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La forme explicite de la dernière équation est rapportée ci- dessous terme à terme, on a

∇eiX (lnλ) dφ (ei) = X (lnλ)∇eidφ (ei) + ei (X (lnλ)) dφ (ei)

= X (lnλ)∇eidφ (ei) + ei (g (X, grad lnλ)) dφ (ei)

= X (lnλ)∇eidφ (ei) + g (∇eigrad lnλ,X) dφ (ei)

+ g (grad lnλ,∇eiX) dφ (ei)

= X (lnλ)∇eidφ (ei) + dφ (∇Xgrad lnλ)

+ g (grad lnλ,∇eiX) dφ (ei)

= X (lnλ)∇eidφ (ei) + dφ (grad (X (lnλ))) ,

∇eiei (lnλ) dφ (X) = ei (lnλ)∇eidφ (X) + ei (ei (lnλ)) dφ (X)

= ∇grad lnλdφ (X) + ei (ei (lnλ)) dφ (X)

= |grad lnλ|2 dφ (X) + dφ (∇grad lnλX) + ei (ei (lnλ)) dφ (X) ,

∇eig (X, ei) dφ (grad lnλ) = ∇Xdφ (grad lnλ) + ei (g (X, ei)) dφ (grad lnλ)

= |grad lnλ|2 dφ (X) + dφ (∇Xgrad lnλ)

+ g (∇eiX, ei) dφ (grad lnλ) + g (X,∇eiei) dφ (grad lnλ)

et
∇eidφ (∇eiX) = g (grad lnλ,∇eiX) dφ (ei) + dφ (∇grad lnλX)

− g (∇eiX, ei) dφ (grad lnλ) + dφ (∇ei∇eiX)

= dφ (grad (X (lnλ)))− dφ (∇Xgrad lnλ) + dφ (∇grad lnλX)

− g (∇eiX, ei) dφ (grad lnλ) + dφ (∇ei∇eiX) ,

qui nous donne

∇ei∇eidφ (X) = dφ (∇ei∇eiX) +X (lnλ)∇φ
ei
dφ (ei) + 2dφ (grad (X (lnλ)))

+ 2dφ (∇grad lnλX)− 2dφ (∇Xgrad lnλ) + ei (ei (lnλ)) dφ (X)

− 2 (divX) dφ (grad lnλ)− g (X,∇eiei) dφ (grad lnλ) .

(4.18)
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Enfin, il est clair que

∇∇eieidφ (X) = X (lnλ) dφ (∇eiei) + (∇eiei) (lnλ) dφ (X)

− g (X,∇eiei) dφ (grad lnλ) + dφ
(
∇∇eieiX

)
.

(4.19)

En remplaçant (4.18) et (4.19) dans (4.17), on trouve que

Trg
(
∇φ
)2
dφ (X) = dφ

(
Trg∇2X

)
+ (2− n)X (lnλ) dφ (grad lnλ) + (∆ lnλ) dφ (X)

+ 2dφ (grad (X (lnλ)))− 2 (divX) dφ (grad lnλ)

+ 2dφ (∇grad lnλX)− 2dφ (∇Xgrad lnλ) .

Pour le terme Trg
(
∇φ
)2
fdφ (X), un calcul simple nous donne

Trg
(
∇φ
)2
fdφ (X) = fTrg

(
∇φ
)2
dφ (X) + 2∇φ

gradfdφ (X) + (∆f) dφ (X) .

En utilisant l’équation (4.14) et le fait que

∇φ
gradfdφ (X) = X (lnλ) dφ (gradf)+d lnλ (gradf) dφ (X)−X (f) dφ (grad lnλ)+dφ (∇gradfX) ,

nous concluons que

Trg
(
∇φ
)2
fdφ (X) = fdφ

(
Trg∇2X

)
+ (2− n) fX (lnλ) dφ (grad lnλ) + f (∆ lnλ) dφ (X)

+ (∆f) dφ (X) + 2fdφ (grad (X (lnλ)))− 2f (divX) dφ (grad lnλ)

+ 2fdφ (∇grad lnλX)− 2fdφ (∇Xgrad lnλ) + 2X (lnλ) dφ (gradf)

+ 2d lnλ (gradf) dφ (X)− 2X (f) dφ (grad lnλ) + 2dφ (∇gradfX) .

Enfin, la preuve de l’équation (4.16) est basée sur le résultat suivant (voir [1])

RicN (dφ (X) , dφ (Y )) = (n− 2)X (lnλ)Y (lnλ)− (n− 2) |grad lnλ|2 g (X, Y )− (∆ lnλ) g (X, Y )

− (n− 2) g (∇Xgrad lnλ, Y ) +RicM (X, Y ) .
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Théorème 4.2.2 Soit φ : (IRn, g) → (Nn, h), (n ≥ 3)une application conforme de dila-
tation λ, le champ de tri-tension de φ est donné

τ3 (φ) = − (n− 2) dφ (H (λ)) ,

où

H (λ) = grad
(
∆2 lnλ

)
+ 2grad

(
∆
(
|grad lnλ|2

))
− (∆ lnλ) grad∆ lnλ

− 2 (n− 1) |grad lnλ|2 grad∆ lnλ− 2 (∆ lnλ) grad
(
|grad lnλ|2

)
− 6 (n− 2) |grad lnλ|2 grad

(
|grad lnλ|2

)
− 3

(
∆2 lnλ

)
grad lnλ

+ 2 (n− 2) (∆ lnλ) |grad lnλ|2 grad lnλ+ (n− 2)2 |grad lnλ|4 grad lnλ

+ 2 (∆ lnλ)2 grad lnλ− (n+ 2)
(
∆
(
|grad lnλ|2

))
grad lnλ

− n∇grad∆ lnλgrad lnλ− (n− 2) (n+ 6)

2
∇grad(|grad lnλ|2)grad lnλ

+ 4∇grad lnλgrad∆ lnλ+ 8∇grad lnλgrad
(
|grad lnλ|2

)
Preuve. Nous allons prouver ce théorème en trois étapes. Par définition, nous avons

τ3 (φ) = ∆2τ (φ)− TrgRN (∆τ (φ) , dφ) dφ− TrgRN (∇τ (φ) , τ (φ)) dφ. (4.20)

Étape 1 : Dans la première étape, nous examinerons le premier terme de l’équation
(4.20). Depuis

∆τ (φ) = −Trg
(
∇φ
)2
τ (φ) = (n− 2)Trg

(
∇φ
)2
dφ (grad lnλ)

= (n− 2) dφ (grad∆ lnλ) + 2 (n− 2) dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
− (n− 2) (∆ lnλ) dφ (grad lnλ)− (n− 2)2 |grad lnλ|2 dφ (grad lnλ) ,

ensuite

∆2τ (φ) = ∆ (∆τ (φ))

= (n− 2) ∆ (dφ (grad∆ lnλ)) + 2 (n− 2) ∆
(
dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

)))
− (n− 2) ∆ ((∆ lnλ) dφ (grad lnλ))− (n− 2)2 ∆

(
|grad lnλ|2 dφ (grad lnλ)

)
.
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Pour les deux termes ∆ (dφ (grad∆ lnλ)) et ∆
(
dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

)))
et en utilisant

l’équation (4.14), nous obtenons

∆ (dφ (grad∆ lnλ)) = −Trg
(
∇φ
)2
dφ (grad∆ lnλ)

= −dφ
(
grad∆2 lnλ

)
+ (n− 2) d lnλ (grad∆ lnλ) dφ (grad lnλ)

− (∆ lnλ) dφ (grad∆ lnλ) + 2
(
∆2 lnλ

)
dφ (grad lnλ)

− 4dφ (∇grad lnλgrad∆ lnλ)

et

∆
(
dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

)))
= −Trg

(
∇φ
)2
dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
= −dφ

(
grad∆

(
|grad lnλ|2

))
+ (n− 2) d lnλ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
dφ (grad lnλ)

− (∆ lnλ) dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
+2
(
∆
(
|grad lnλ|2

))
dφ (grad lnλ)

−4dφ
(
∇grad lnλgrad

(
|grad lnλ|2

))
.

Pour le terme ∆ ((∆ lnλ) dφ (grad lnλ)), on a

∆ ((∆ lnλ) dφ (grad lnλ)) = −Trg
(
∇φ
)2

(∆ lnλ) dφ (grad lnλ)

= − (∆ lnλ)Trg
(
∇φ
)2
dφ (grad lnλ)−

(
∆2 lnλ

)
dφ (grad lnλ)

− 2∇φ
grad∆ lnλdφ (grad lnλ)

= − (∆ lnλ) dφ (grad∆ lnλ)− 2 |grad lnλ|2 dφ (grad∆ lnλ)

− 2 (∆ lnλ) dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
+ (∆ lnλ)2 dφ (grad lnλ)

−
(
∆2 lnλ

)
dφ (grad lnλ)

+ (n− 2) (∆ lnλ) |grad lnλ|2 dφ (grad lnλ)

− 2dφ (∇grad∆ lnλgrad lnλ) .
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Enfin, pour le terme ∆
(
|grad lnλ|2 dφ (grad lnλ)

)
, un rendement de calcul similaire

∆
(
|grad lnλ|2 dφ (grad lnλ)

)
= −Trg

(
∇φ
)2 |grad lnλ|2 dφ (grad lnλ)

= − |grad lnλ|2 Trg
(
∇φ
)2
dφ (grad lnλ)

−
(
∆
(
|grad lnλ|2

))
dφ (grad lnλ)

− 2∇φ

grad(|grad lnλ|2)
dφ (grad lnλ)

= − |grad lnλ|2 dφ (grad∆ lnλ)

− 4 |grad lnλ|2 dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
+ (∆ lnλ) |grad lnλ|2 dφ (grad lnλ)

+ (n− 2) |grad lnλ|4 dφ (grad lnλ)

−
(
∆
(
|grad lnλ|2

))
dφ (grad lnλ)

− 2dφ
(
∇grad(|grad lnλ|2)grad lnλ

)
.



86 Aplications tri-harmoniques conformes

On en déduit que le résultat final de cette première étape est donné par l’équation
suivante

∆2τ (φ) = − (n− 2) dφ
(
grad∆2 lnλ

)
+ n (n− 2) |grad lnλ|2 dφ (grad∆ lnλ)

− 2 (n− 2) dφ
(
grad∆

(
|grad lnλ|2

))
+ 4 (n− 2)2 |grad lnλ|2 dφ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
+ 3 (n− 2)

(
∆2 lnλ

)
dφ (grad lnλ)

− (n− 2) (∆ lnλ)2 dφ (grad lnλ)

+ (n− 2) (n+ 2)
(
∆
(
|grad lnλ|2

))
dφ (grad lnλ)

− 2 (n− 2)2 (∆ lnλ) |grad lnλ|2 dφ (grad lnλ)

− (n− 2)3 |grad lnλ|4 dφ (grad lnλ)

+ (n− 2)2 d lnλ (grad∆ lnλ) dφ (grad lnλ)

+ 2 (n− 2)2 d lnλ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
dφ (grad lnλ)

− 4 (n− 2) dφ (∇grad lnλgrad∆ lnλ)

− 8 (n− 2) dφ
(
∇grad lnλgrad

(
|grad lnλ|2

))
+ 2 (n− 2) dφ (∇grad∆ lnλgrad lnλ)

+ 2 (n− 2)2 dφ
(
∇grad(|grad lnλ|2)grad lnλ

)
.

(4.21)

Étape 2 : Dans cette étape, nous allons simplifier le terme TrgRN (∆τ (φ) , dφ) dφ. En

utilisant l’expression de ∆τ (φ), nous avons

TrgR
N (∆τ (φ) , dφ) dφ = (n− 2)TrgR

N (dφ (grad∆ lnλ) , dφ) dφ

+ 2 (n− 2)TrgR
N
(
dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
, dφ
)
dφ

− (n− 2) (∆ lnλ)TrgR
N (dφ (grad lnλ) , dφ) dφ

− (n− 2)2 |grad lnλ|2 TrgRN (dφ (grad lnλ) , dφ) dφ.
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De l’équation (4.16), nous obtenons

TrgR
N (dφ (grad∆ lnλ) , dφ) dφ = − (∆ lnλ) dφ (grad∆ lnλ)−

(n− 2) |grad lnλ|2 dφ (grad∆ lnλ)

+ (n− 2) d lnλ (grad∆ lnλ) dφ (grad lnλ)−

(n− 2) dφ (∇grad∆ lnλgrad lnλ) ,

Ainsi

TrgR
N
(
dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
, dφ
)
dφ

= − (∆ lnλ) dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
− (n− 2) |grad lnλ|2 dφ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
+ (n− 2) d lnλ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
dφ (grad lnλ)

− (n− 2) dφ
(
∇grad(|grad lnλ|2)grad lnλ

)
et de plus

TrgR
N (dφ (grad lnλ) , dφ) dφ = − (∆ lnλ) dφ (grad lnλ)−(n− 2)

2
dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
.
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Il s’ensuit que

TrgR
N (∆τ (φ) , dφ) dφ = − (n− 2) (∆ lnλ) dφ (grad∆ lnλ)−

(n− 2)2 |grad lnλ|2 dφ (grad∆ lnλ)

+
(n− 2) (n− 6)

2
(∆ lnλ) dφ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
+

(n− 2)2 (n− 6)

2
|grad lnλ|2 dφ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
+ (n− 2)2 d lnλ (grad∆ lnλ) dφ (grad lnλ)

+ 2 (n− 2)2 d lnλ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
dφ (grad lnλ)

+ (n− 2)2 (∆ lnλ) |grad lnλ|2 dφ (grad lnλ)

+ (n− 2) (∆ lnλ)2 dφ (grad lnλ)

− (n− 2)2 dφ (∇grad∆ lnλgrad lnλ)

− 2 (n− 2)2 dφ
(
∇grad(|grad lnλ|2)grad lnλ

)
Etape 3 : Pour compléter la preuve, nous allons développer le terme TrgRN (∇τ (φ) , τ (φ)) dφ,

on a

TrgR
N (∇τ (φ) , τ (φ)) dφ = RN (∇eiτ (φ) , τ (φ)) dφ (ei)

= (n− 2)2RN (∇eidφ (grad lnλ) , dφ (grad lnλ)) dφ (ei) .

Utilisant le fait que

∇eidφ (grad lnλ) = |grad lnλ|2 dφ (ei) + dφ (∇eigrad lnλ) ,

on obtient

TrgR
N (∇τ (φ) , τ (φ)) dφ = (n− 2)2 |grad lnλ|2RN (dφ (ei) , dφ (grad lnλ)) dφ (ei)

+ (n− 2)2RN (dφ (∇eigrad lnλ) , dφ (grad lnλ)) dφ (ei) .
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L’équation (4.16) nous amène à

RN (dφ (ei) , dφ (grad lnλ)) dφ (ei) = − (∆ lnλ) dφ (grad lnλ)−(n− 2)

2
dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
et

RN (dφ (∇eigrad lnλ) , dφ (grad lnλ)) dφ (ei) = −(n− 2)

2
dφ
(
∇grad(|grad lnλ|2)grad lnλ

)
− 1

2
(∆ lnλ) dφ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
,

ensuite

TrgR
N (∇τ (φ) , τ (φ)) dφ = −(n− 2)2

2
(∆ lnλ) dφ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
− (n− 2)3

2
|grad lnλ|2 dφ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
− (n− 2)2 (∆ lnλ) |grad lnλ|2 dφ (grad lnλ)

− (n− 2)3

2
dφ
(
∇grad(|grad lnλ|2)grad lnλ

)
.

Les résultats des trois étapes et l’équation ((4.20)) nous permettent de conclure que

τ3 (φ) = − (n− 2) dφ (H (λ)) ,

où

H (λ) = grad
(
∆2 lnλ

)
+ 2grad

(
∆
(
|grad lnλ|2

))
− (∆ lnλ) grad∆ lnλ

− 2 (n− 1) |grad lnλ|2 grad∆ lnλ− 2 (∆ lnλ) grad
(
|grad lnλ|2

)
− 6 (n− 2) |grad lnλ|2 grad

(
|grad lnλ|2

)
− 3

(
∆2 lnλ

)
grad lnλ

+ 2 (n− 2) (∆ lnλ) |grad lnλ|2 grad lnλ+ (n− 2)2 |grad lnλ|4 grad lnλ

+ 2 (∆ lnλ)2 grad lnλ− (n+ 2)
(
∆
(
|grad lnλ|2

))
grad lnλ

− n∇grad∆ lnλgrad lnλ− (n− 2) (n+ 6)

2
∇grad(|grad lnλ|2)grad lnλ

+ 4∇grad lnλgrad∆ lnλ+ 8∇grad lnλgrad
(
|grad lnλ|2

)
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Une condition nécessaire et suffisante de la triharmonicité d’une application conforme
est donnée dans le théorème suivant :

Théorème 4.2.3 Soit φ : (IRn, g) → (Nn, h) (n ≥ 3) une application conforme de dila-
tation λ, φ est tri-harmonique si et seulement si

grad
(
∆2 lnλ

)
+ 2grad

(
∆
(
|grad lnλ|2

))
− (∆ lnλ) grad∆ lnλ

− 2 (n− 1) |grad lnλ|2 grad∆ lnλ− 2 (∆ lnλ) grad
(
|grad lnλ|2

)
− 6 (n− 2) |grad lnλ|2 grad

(
|grad lnλ|2

)
− 3

(
∆2 lnλ

)
grad lnλ

+ 2 (n− 2) (∆ lnλ) |grad lnλ|2 grad lnλ

+ (n− 2)2 |grad lnλ|4 grad lnλ+ 2 (∆ lnλ)2 grad lnλ

− (n+ 2)
(
∆
(
|grad lnλ|2

))
grad lnλ+ 4∇grad lnλgrad∆ lnλ− n∇grad∆ lnλgrad lnλ

+ 8∇grad lnλgrad
(
|grad lnλ|2

)
− (n− 2) (n+ 6)

2
∇grad(|grad lnλ|2)grad lnλ = 0.

En particulier, nous prouvons que la tri-harmonicité de l’application conforme φ :

(IRn, g)→ (Nn, h), (n ≥ 3) où la dilatation λ est radiale (lnλ = α (r) , r = |x| and α ∈ C∞ (IR, IR))

est équivalente à une équation différentielle ordinaire du quatrième ordre. Plus précisé-
ment, nous avons

Corollaire 4.2.1 Soit φ : (IRn, g) → (Nn, h) (n ≥ 3) une application conforme de di-

latation λ quand on suppose que lnλ est radial (lnλ = α (r) , r = |x| et α ∈ C∞ (IR, IR)).

Alors φ est tri-harmonique si et seulement si β = α′ vérifie l’équation différentielle ordi-
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naire suivante :

β(4) +
2 (n− 1)

r
β(3) + 5ββ(3) +

(n− 1) (n− 5)

r2
β′′ − (n− 11) β′β′′ +

(n− 1)

r
ββ′′

− (4n− 14) β2β′′ − 3 (n− 1) (n− 3)

r3
β′ − (n− 3) (n− 1)

r
(β′)

2 − 10 (n− 2) β3β′

− 2 (n− 1) (2n+ 1)

r
β2β′ − (3n+ 1) (n− 1)

r2
ββ′ −

(
n2 + 6n− 22

)
β (β′)

2

+
3 (n− 1) (n− 3)

r4
β +

(n− 1) (4n− 2)

r3
β2 +

4 (n− 1)2

r2
β3 +

2 (n− 2) (n− 1)

r
β4

+ (n− 2)2 β5 = 0.

(4.22)

Preuve du Corollaire 4.2.1. Soit φ : (IRn, g) → (Nn, h), (n ≥ 3) une application
conforme de dilatation λ quand on suppose que lnλ est radiale. D’après le corollaire
4.2.2, φ est triharmonique si et seulement si

grad
(
∆2 lnλ

)
+ 2grad

(
∆
(
|grad lnλ|2

))
− (∆ lnλ) grad∆ lnλ

− 2 (n− 1) |grad lnλ|2 grad∆ lnλ− 2 (∆ lnλ) grad
(
|grad lnλ|2

)
− 6 (n− 2) |grad lnλ|2 grad

(
|grad lnλ|2

)
− 3

(
∆2 lnλ

)
grad lnλ

+ 2 (n− 2) (∆ lnλ) |grad lnλ|2 grad lnλ+ (n− 2)2 |grad lnλ|4 grad lnλ

+ 2 (∆ lnλ)2 grad lnλ

− (n+ 2)
(
∆
(
|grad lnλ|2

))
grad lnλ

+ 4∇grad lnλgrad∆ lnλ− n∇grad∆ lnλgrad lnλ

+ 8∇grad lnλgrad
(
|grad lnλ|2

)
− (n− 2) (n+ 6)

2
∇grad(|grad lnλ|2)grad lnλ = 0.
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Un calcul rigoureux nous donne

gradα = α′
∂

∂r
, |gradα|2 = (α′)

2
, grad

(
|gradα|2

)
= 2α′α′′

∂

∂r
,

∆α = α′′ +
n− 1

r
α′, grad∆α =

(
α(3) +

n− 1

r
α′′ − n− 1

r2
α′
)
∂

∂r
,

∆2α = α(4) +
2 (n− 1)

r
α(3) +

(n− 1) (n− 3)

r2
α′′ − (n− 1) (n− 3)

r3
α′,

grad∆2α =

(
α(5) +

2 (n− 1)

r
α(4) +

(n− 1) (n− 5)

r2
α(3)

)
−
(

3 (n− 1) (n− 3)

r3
α′′ +

3 (n− 1) (n− 3)

r4
α′
)
∂

∂r
,

et

grad
(
∆
(
|gradα|2

))
=

(
2α′α(4) + 6α′′α(3) +

2 (n− 1)

r
α′α(3)

)
(

+
2 (n− 1)

r
(α′′)

2 − 2 (n− 1)

r2
α′α′′

)
∂

∂r
.

Ainsi, φ est triharmonique si et seulement si la fonction α satisfait l’équation différentielle
suivante

α(5) +
2 (n− 1)

r
α(4) + 5α′α(4) +

(n− 1) (n− 5)

r2
α(3) − (n− 11)α′′α(3) +

(n− 1)

r
α′α(3)

− (4n− 14) (α′)
2
α(3) − 3 (n− 1) (n− 3)

r3
α′′ − (n− 3) (n− 1)

r
(α′′)

2 − 10 (n− 2) (α′)
3
α′′

− 2 (n− 1) (2n+ 1)

r
(α′)

2
α′′ − (3n+ 1) (n− 1)

r2
α′α′′ −

(
n2 + 6n− 22

)
α′ (α′′)

2

+
3 (n− 1) (n− 3)

r4
α′ +

(n− 1) (4n− 2)

r3
(α′)

2
+

4 (n− 1)2

r2
(α′)

3
+

2 (n− 2) (n− 1)

r
(α′)

4

+ (n− 2)2 (α′)
5

= 0.
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Soit β = α′, la dernière équation est équivalente à l’équation différentielle du quatrième
ordre

β(4) +
2 (n− 1)

r
β(3) + 5ββ(3) +

(n− 1) (n− 5)

r2
β′′ − (n− 11) β′β′′ +

(n− 1)

r
ββ′′

− (4n− 14) β2β′′ − 3 (n− 1) (n− 3)

r3
β′ − (n− 3) (n− 1)

r
(β′)

2 − 10 (n− 2) β3β′

− 2 (n− 1) (2n+ 1)

r
β2β′ − (3n+ 1) (n− 1)

r2
ββ′ −

(
n2 + 6n− 22

)
β (β′)

2

+
3 (n− 1) (n− 3)

r4
β +

(n− 1) (4n− 2)

r3
β2 +

4 (n− 1)2

r2
β3 +

2 (n− 2) (n− 1)

r
β4

+ (n− 2)2 β5 = 0.

Comme conséquence du corollaire 4.2.1, nous allons présenter quelques remarques qui
nous donnent une solution particulière de l’équation (4.22) qui nous permet de construire
des applications triharmoniques.

Remarque 4.2.2 Recherche de solutions particulières de type β =
a

r
(a ∈ IR∗). Par

(4.22), on déduit que φ : (IRn\ {0} , g) → (Nn, h), (n ≥ 3) est triharmonique si et seule-
ment si a est une solution de l’équation algébrique

(n− 2)2 a4+2 (n− 2) (n+ 4) a3+
(
7n2 − 24n+ 52

)
a2+

(
6n2 − 56

)
a+8 (n− 2) (n− 4) = 0.

Cette équation admet des solutions réelles si et seulement si n ∈ {3, 4, 5, 6}.

1. Si n = 3, on trouve a = −5+
√

17
2

, a = −5−
√

17
2

, a = −9+
√

97
2

et a = −9−
√

97
2

.

Notons que pour tout a = −5+
√

17
2

ou a = −5−
√

17
2

toute application conforme

φ : (IR3\ {0} , g) → (N3, h) de dilatation λ = C

r
5−
√
17

2

ou λ = C

r
5+
√
17

2

(C > 0)

est biharmonique et triharmonique. Pour λ = C

r
9−
√
97

2

or λ = C

r
9+
√
97

2

, l’application

conforme φ : (IR3\ {0} , g)→ (N3, h) de dilatation λ = Cr
−9+

√
97

2 ou λ = C

r
9+
√
97

2

est

tri-harmonique non-biharmonique.
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2. Si n = 4, les solutions sont a = −5, a = −2 et a = −1. For a = −2 et a = −1,

l’application conforme φ : (IR4\ {0} , g) → (N4, h) de dilatation λ = C
r2

ou λ = C
r

(C > 0) est biharmonique et triharmonique. Pour a = −5, l’application conforme

φ : (IR4\ {0} , g)→ (N4, h) de dilatation λ = C
r5

is triharmonique non-biharmonique.

3. Si n = 5, On trouve a = −11+
√

73
6

et a = −11−
√

73
6

alors λ = C

r
11−
√
73

6

ou λ = C

r
11+
√
73

6

(C > 0), il en résulte que pour toute application conforme φ : (IR5\ {0} , g) →
(N5, h) de dilatation λ = C

r
11+
√
73

6

ou λ = C

r
11−
√
73

6

est tri-harmonique non-biharmonique.

4. Le cas où n = 6 nous donne a = −2 et a = −1, so λ = C
r2

et λ = C
r
(C > 0). Alors,

dans ce cas toute application conforme φ : (IR6\ {0} , g) → (N6, h) de dilatation

λ = C
r2

où λ = C
r
est tri-harmonique non-biharmonique.

Exemple 4.2.1 À partir de la remarque 4.2.2, nous donnerons deux exemples

1. Pour a = −2, on peut citer l’exemple de l’inversion φ : IRn\ {0} −→ IRn\ {0}
definie par φ (x) = x

|x|2 , est une application conforme de dilatation λ = 1
r2
. on en

déduit que l’inversion est
– harmonique si et seulement si n = 2.
– tri-harmonique, biharmonique et non-harmonique si et seulement si n = 4.
– tri-harmonique non-biharmonique si et seulement si n = 6.

2. Le cas a = −1 donne la dilatation λ = 1
r
, dans ce cas on considère l’application

conforme φ : IRn\ {0} −→ IR × Sn−1, donné en coordonnées polaires par φ (r, θ) =

(ln r, θ), pour r > 0, θ ∈ Sn−1 ⊂ IRn. Cette application est
– harmonique si et seulement si n = 2.
– tri-harmonique, biharmonique et non-harmonique si et seulement si n = 4.
– tri-harmonique non-biharmonique si et seulement si n = 6.

On considère φ : (IRn, g) → (Nn, h), (n ≥ 3) une application conforme de dilatation λ,

pour calculer la trace du tenseur énergie- impulsion S3 (φ), nous avons besoin de quelques

lemmes. Dans le premier lemme, on considère une variété riemannienne ((Mn, g) et on

donne une relation entre ∆ |gradf |2 pour toute fonction f ∈ C∞ (M).
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Lemme 4.2.1 Soit ((Mn, g) une variété riemannienne, pour toute fonction f ∈ C∞ (M),
on a

∆ |gradf |2 = 2df (grad∆f) + 2 |∇gradf |2 + 2df (Ricci (gradf)) . (4.23)

Preuve du lemme 4.23. Soit (ei)1≤i≤n une base orthonormée sur M , par définition on
a

∆ |gradf |2 = ei
(
ei
(
|gradf |2

))
− (∇eiei)

(
|gradf |2

)
.

Puis

∆ |gradf |2 = ei (ei (g (gradf, gradf)))− (∇eiei) (g (gradf, gradf))

= 2ei (g (∇eigradf, gradf))− 2
(
g
(
∇∇eieigradf, gradf

))
= 2g (∇ei∇eigradf, gradf) + 2g (∇eigradf,∇eigradf)

− 2
(
g
(
∇∇eieigradf, gradf

))
= 2g

(
Trg∇2gradf, gradf

)
+ 2 |∇gradf |2 ,

qui nous donne

∆ |gradf |2 = 2df (grad∆f) + 2 |∇gradf |2 + 2df (Ricci (gradf)) .

Lemme 4.2.2 Soit φ : (Mn, g) → (Nn, h), (n ≥ 3) une application conforme de dilata-
tion λ, on obtient

|∇τ (φ)|2 = n (n− 2)2 λ2 |grad lnλ|4 + 2 (n− 2)2 λ2 (∆ lnλ) |grad lnλ|2

+
(n− 2)2

2
λ2∆

(
|grad lnλ|2

)
− (n− 2)2 λ2d lnλ (grad∆ lnλ)

− (n− 2)2 λ2d lnλ (Ricci (grad lnλ))

(4.24)
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et

〈dφ,∇∆τ (φ)〉 = (n− 2) (n− 1)λ2d lnλ (grad∆ lnλ)

+ (n− 2) (n+ 2)λ2d lnλ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
− 2 (n− 2) (n− 1)λ2 (∆ lnλ) |grad lnλ|2 + 2 (n− 2)λ2∆

(
|grad lnλ|2

)
+ (n− 2)λ2

(
∆2 lnλ

)
− (n− 2)λ2 (∆ lnλ)2 − n (n− 2)2 λ2 |grad lnλ|4

+ n (n− 2)λ2d lnλ (Ricci (grad lnλ)) + (n− 2)λ2div (Ricci (grad lnλ)) .

(4.25)

Preuve du lemme. Pour le terme |∇τ (φ)|2, on a

|∇τ (φ)|2 = h (∇eiτ (φ) ,∇eiτ (φ)) = (n− 2)2 h (∇eidφ (grad lnλ) ,∇eidφ (grad lnλ)) .

Utilisant le fait que

∇eidφ (grad lnλ) = |grad lnλ|2 dφ (ei) + dφ (∇eigrad lnλ) ,

on en déduit que

|∇τ (φ)|2 = (n− 2)2 h
(
|grad lnλ|2 dφ (ei) , |grad lnλ|2 dφ (ei)

)
+ 2 (n− 2)2 h

(
|grad lnλ|2 dφ (ei) , dφ (∇eigrad lnλ)

)
+ (n− 2)2 h (dφ (∇eigrad lnλ) , dφ (∇eigrad lnλ))

= n (n− 2)2 λ2 |grad lnλ|4 + (n− 2)2 λ2 |∇grad lnλ|2

+ 2 (n− 2)2 λ2 (∆ lnλ) |grad lnλ|2 .

D’après le lemme 4.2.1, on a

|∇grad lnλ|2 =
1

2
∆
(
|grad lnλ|2

)
− d lnλ (grad∆ lnλ)− d lnλ (Ricci (grad lnλ)) ,
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il s’ensuit que

|∇τ (φ)|2 = n (n− 2)2 λ2 |grad lnλ|4 + 2 (n− 2)2 λ2 (∆ lnλ) |grad lnλ|2

+
(n− 2)2

2
λ2∆

(
|grad lnλ|2

)
− (n− 2)2 λ2d lnλ (grad∆ lnλ)

− (n− 2)2 λ2d lnλ (Ricci (grad lnλ)) .

Regardons maintenant le terme 〈dφ,∇∆τ (φ)〉, nous avons

〈dφ,∇∆τ (φ)〉 = h (dφ (ei) ,∇ei∆τ (φ)) .

D’après le théorème 4.2.1, on obtient

∆τ (φ) = (n− 2) dφ (grad∆ lnλ) + 2 (n− 2) dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
− (n− 2) (∆ lnλ) dφ (grad lnλ)

− (n− 2)2 |grad lnλ|2 dφ (grad lnλ) + (n− 2) dφ (Ricci (grad lnλ)) ,

ensuite
〈dφ,∇∆τ (φ)〉 = (n− 2)h (dφ (ei) ,∇eidφ (grad∆ lnλ))

+ 2 (n− 2)h
(
dφ (ei) ,∇eidφ

(
grad

(
|grad lnλ|2

)))
− (n− 2)h (dφ (ei) ,∇ei (∆ lnλ) dφ (grad lnλ))−

(n− 2)2 h
(
dφ (ei) ,∇ei |grad lnλ|2 dφ (grad lnλ)

)
+ (n− 2)h (dφ (ei) ,∇eidφ (Ricci (grad lnλ))) .

Le développement de chaque terme de cette dernière équation donne

h (dφ (ei) ,∇eidφ (grad∆ lnλ)) = nλ2d lnλ (grad∆ lnλ) + λ2
(
∆2 lnλ

)
,

h
(
dφ (ei) ,∇eidφ

(
grad

(
|grad lnλ|2

)))
= nλ2d lnλ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
+λ2∆

(
|grad lnλ|2

)
,

h (dφ (ei) ,∇ei (∆ lnλ) dφ (grad lnλ)) = (∆ lnλ)h (dφ (ei) ,∇eidφ (grad lnλ))

+ h (dφ (ei) , ei (∆ lnλ) dφ (grad lnλ))

= nλ2 (∆ lnλ) |grad lnλ|2 + λ2 (∆ lnλ)2

+ λ2d lnλ (grad∆ lnλ) ,
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h
(
dφ (ei) ,∇ei |grad lnλ|2 dφ (grad lnλ)

)
= |grad lnλ|2 h (dφ (ei) ,∇eidφ (grad lnλ))

+ h
(
dφ (ei) , ei

(
|grad lnλ|2

)
dφ (grad lnλ)

)
= nλ2 |grad lnλ|4 + λ2 (∆ lnλ) |grad lnλ|2

+ λ2d lnλ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
et

h (dφ (ei) ,∇eidφ (Ricci (grad lnλ))) = nλ2d lnλ (Ricci (grad lnλ))

+λ2 (div (Ricci (grad lnλ))) .

Nous concluons que

〈dφ,∇∆τ (φ)〉 = (n− 2) (n− 1)λ2d lnλ (grad∆ lnλ)

+ (n− 2) (n+ 2)λ2d lnλ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
− 2 (n− 2) (n− 1)λ2 (∆ lnλ) |grad lnλ|2 + 2 (n− 2)λ2∆

(
|grad lnλ|2

)
+ (n− 2)λ2

(
∆2 lnλ

)
− (n− 2)λ2 (∆ lnλ)2 − n (n− 2)2 λ2 |grad lnλ|4

+ n (n− 2)λ2d lnλ (Ricci (grad lnλ)) + (n− 2)λ2div (Ricci (grad lnλ)) .

Théorème 4.2.4 Soit φ : (IRn, g) → (Nn, h), (n ≥ 3) une application conforme de
dilatation λ, alors

TrgS3 (φ) = −(n− 2)2 (n− 4)

2
λ2d lnλ (grad∆ lnλ)

+ (n− 2)3 λ2d lnλ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
− (n− 2)2 λ2

(
∆2 lnλ

)
+

(n− 2)2 (n− 10)

4
λ2∆

(
|grad lnλ|2

)
+ (n− 2)2 λ2 (∆ lnλ)2 + 2 (n− 2)3 λ2 (∆ lnλ) |grad lnλ|2

+
n (n− 2)3

2
λ2 |grad lnλ|4 .
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Preuve du théorème 4.2.4. Par définition, pour tout champs de vecteurs X, Y on a

S3 (φ) (X, Y ) =

(
1

2
|∇τ (φ)|2 − h (τ (φ) ,∆τ (φ))− 〈dφ,∇∆τ (φ)〉

)
g (X, Y )

+ h (dφ (X) ,∇Y ∆τ (φ)) + h (dφ (Y ) ,∇X∆τ (φ))− h (∇Xτ (φ) ,∇Y τ (φ)) ,

ensuite

TrgS3 (φ) = n

(
1

2
|∇τ (φ)|2 − h (τ (φ) ,∆τ (φ))− 〈dφ,∇∆τ (φ)〉

)
+ 2Trhh (dφ,∇∆τ (φ))− |∇τ (φ)|2 ,

qui nous donne

TrgS3 (φ) =
n− 2

2
|∇τ (φ)|2 − nh (τ (φ) ,∆τ (φ))− (n− 2) 〈dφ,∇∆τ (φ)〉 . (4.26)

Les termes |∇τ (φ)|2 et 〈dφ,∇∆τ (φ)〉 sont calculés dans le Lemme 4.2.2, pour le terme

h (τ (φ) ,∆τ (φ)), on a

τ (φ) = (2− n) dφ (grad lnλ)

et

∆τ (φ) = (n− 2) dφ (grad∆ lnλ) + 2 (n− 2) dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
− (n− 2) (∆ lnλ) dφ (grad lnλ)− (n− 2)2 |grad lnλ|2 dφ (grad lnλ)

il s’ensuit que

h (τ (φ) ,∆τ (φ)) = − (n− 2)2 λ2d lnλ (grad∆ lnλ)− 2 (n− 2)2 λ2d lnλ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
+ (n− 2)2 λ2 (∆ lnλ) |grad lnλ|2 + (n− 2)3 λ2 |grad lnλ|4 .

(4.27)
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Par les équations (4.24), (4.25) et (4.27), on en déduit que

TrgS3 (φ) = −(n− 2)2 (n− 4)

2
λ2d lnλ (grad∆ lnλ)

+ (n− 2)3 λ2d lnλ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
− (n− 2)2 λ2

(
∆2 lnλ

)
+

(n− 2)2 (n− 10)

4
λ2∆

(
|grad lnλ|2

)
+ (n− 2)2 λ2 (∆ lnλ)2 + 2 (n− 2)3 λ2 (∆ lnλ) |grad lnλ|2

+
n (n− 2)3

2
λ2 |grad lnλ|4 .

Corollaire 4.2.2 Soit φ : (IRn, g) → (Nn, h), (n ≥ 3) une application conforme de

dilatation λ, alors TrgS3 (φ) = 0 si et seulement si

∆2 lnλ− (n− 10)

4
∆
(
|grad lnλ|2

)
− 2 (n− 2) (∆ lnλ) |grad lnλ|2

− (∆ lnλ)2 − n (n− 2)

2
|grad lnλ|4 +

(n− 4)

2
d lnλ (grad∆ lnλ)

− (n− 2) d lnλ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
= 0.

De plus, si on suppose que lnλ est radiale (lnλ = α (r) , r = |x| et α ∈ C∞ (IR, IR)), on

en déduit que TrgS3 (φ) = 0 si et seulement si β = α′ satisfait l’équation différentielle

ordinaire suivante :

β(3) +
2 (n− 1)

r
β(2) + 3ββ(2) +

(n− 1) (n− 3)

r2
β′ +

(n− 1)

r
ββ′

− (n− 8)

2
(β′)

2 − 4 (n− 2) β2β′ − (n− 1) (n− 3)

r3
β

− 3 (n− 2) (n− 1)

2r2
β2 − 2 (n− 1) (n− 2)

r
β3 − n (n− 2)

2
β4 = 0.

(4.28)
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Remarque 4.2.3 Cherchons des solutions particulières de l’équation (4.28) qui s’écrivent

sous la forme β = a
r
(a ∈ IR∗), on trouve l’équation algébrique suivante

a3n2 − 2a3n+ 4a2n2 − 20a2n+ 24a2 + 3an2 − 6an− 16a+ 4n2 − 24n+ 32 = 0.

Exemple 4.2.2 À partir de la remarque 4.2.3, nous donnerons deux exemples

1. Pour a = −2, on peut citer l’exemple de l’inversion φ : IRn\ {0} −→ IRn\ {0}
définie par φ (x) = x

|x|2 c’est une application conforme de dilatation λ = 1
r2
. Nous

concluons que TrgS3 (φ) = 0 si et seulement si n = 10.

2. Le cas a = −1 donne la dilatation λ = 1
r
, dans ce cas on considère l’application

conforme φ : IRn\ {0} −→ IR × Sn−1, donné en coordonnées polaires par φ (rθ) =

(ln r, θ), pour r > 0, θ ∈ Sn−1 ⊂ IRn, en déduisons que TrgS3 (φ) = 0 si et seulement
si n = 3 ou n = 6.
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