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Résumé

Etant donnée une surface riemannienne compacte et une fonction réguliére sur cette
surface (appelée fonction prescrite dans la suite), le probléme de la courbure de Gauss
prescrite consiste a trouver une métrique conforme a la métrique initiale dont la courbure
de Gauss est la fonction donnée. Le probléme revient a résoudre une équation aux dérivées
partielles elliptique.

Le but de cette these est d’étudier I’équation d’évolution naturellement associée a
cette derniére , Il s’agit du flot de gradient associé & une fonctionnelle du type courbure
de Gauss. Nos résultats sont basés sur la théorie des équations aux dérivées partielles
paraboliques pour montrer 'existence locale du flot. Ensuite On utilisera des méthodes
plus sophistiquées d’analyse par blow-up pour établir des estimations a priori sur les

solutions.
Une deuxiéme partie de cette thése est consacrée a la généralisation de la notion des

applications biharmoniques.

Abstract

Given a compact Riemannian surface and a regular function on this surface (called
the prescribed function in the sequel), the problem of the prescribed Gaussian curvature
consists in finding a metric conformal to the initial metric whose Gaussian curvature is the
given function. The problem amounts to solving an elliptic partial differential equation.

The purpose of this thesis is to study the evolution equation naturally associated with
the latter, It is the gradient flow associated with a functional of the Gaussian curvature
type. Our results are based on the theory of parabolic partial differential equations to
show the local existence of the flow. Then we will use more sophisticated blow-up analysis
methods to establish a priori estimates of the solutions.

A second part of this thesis is devoted to the generalization of the notion of biharmonic
maps.

Key words : Gauss curvature, evolution equation, conformal map, biharmonic
map.



TABLE DES MATIERES 7

¢ Introduction ¢

E tant donnée une surface riemannienne compacte (M, go), et une fonction réguliére f

sur cette surface (appelée fonction prescrite dans la suite. Le probléme de la courbure
de Gauss prescrite consiste & trouver une métrique conforme a la métrique initiale dont la
courbure de Gauss est la fonction donnée f. Ce probléme revient & résoudre une équation

aux dérivées partielles avec une non-linéarité exponentielle définie comme suit
— Agyu+ ko= fe*, ue C®(M). (1)

La résolution de ce probléme dépend de la géométrie de la surface ainsi que de la fonc-
tion prescrite. le signe de ko détermine la topologie de M.
e Si ky > 0, alors M est topologiquement équivalente & la sphére S2. Dans ce cas, 'équa-
tion [If est connu sous le nom de probléme de Niremberg. Bien que le probléme n’est pas
complétement résolu, un progres fondamental a été fait par de nombreux mathématiciens.
Voir [6], [7], [13], [14], [I7] pour plus de détails sur le sujet.
e Le cas ou ky = 0, le probléme de courbure Gaussienne prescrite est complétement résolu
dans [3], [13].

Dans cette thése, nous sommes intéressés par le cas o ky < 0, ce qui correspond aux
surfaces de caractéristique d’Euler négative. Grace au théoréme d’uniformisation ([§]),

on peut supposer que kg est constante et en normalisant le volume de M, nous pouvons
supposer que

Vol(M) = 1.

Ainsi nous avons
KO = k’o = 27TX(M)

Si on multiplie l’équationpar e~ 2% et on intégre sur M, on obtient facilement la condition

nécessaire
[ fdwo <o, )
M

Ce qui implique notamment que
min f <. (3)
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Pour le cas ou la fonction prescrite f est négative, Kazdan et Warner [I3] ont prouvé

I'existence d’une solution de [I] par utilisation de la méthode de sur-solution.

Pour les changements de signe de f, ils ont obtenu une solution quand f est proche
d’une fonction négative. Plus tard, Aubin [I] et Bismuth [4] ont trouvé des conditions sur
f avec des constantes en fonction du support de f* et f~ mais pas explicitement. Ces
conditions disent que la partie positive de f doit étre trés petite par rapport a la partie
négative de f.

Dans un travail récent, Borer-Galimberti-Struwe [9] ont montré I'existence d’une fa-
mille de solutions dites "explosives" de I’équation lorsque la courbure initiale est négative,

ce qui rend I'exploration de cette équation trés intéressante dans ce cas.

Le but de cette thése est d’étudier I’équation d’évolution naturellement associée a |1} I

s’agit du flot de gradient associé a une fonctionnelle du type courbure de Gauss suivante

1 1
Ef(u):§/M\Vu\2d,u0+ko/Muduo—§/Mf62“dpgo.

Ce probléme d’évolution peut-étre considéré comme une généralisation du flot de Ricci
sur les surfaces introduit par Hamilton. L’étude de I'existence globale d’une solution ainsi
que I’étude de son comportement asymptotique en temps infini seront les points centraux
de ce travail. Les outils utilisés vont des bases de calcul de variations classique a des tech-
niques sophistiquées d’analyse géométriques plus récentes, comme l’analyse par blow-up
et phénoméne des " bulles ".

Les techniques utilisées s’appuient sur la théorie des équations aux dérivées partielles
paraboliques pour montrer I'existence locale. Il faudra également une maitrise des outils
de base du calcul des variations pour aborder le probléme car il s’agit du flot de gradient
négatif d’une fonctionnelle (courbure de Gauss). Ensuite on utilisera des méthodes plus

sophistiquées d’analyse par blow-up pour établir des estimations a priori sur les solutions.
Cette Partie est composée d'une introduction et de trois chapitres .

Le premier chapitre est consacré a quelques définitions, des lemmes préliminaires, des
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notions d’analyse fonctionnelle et de géométrie riemannienne, et deux théorémes fonda-

mentaux (théoréme d’uniformisation et de Gauss-Bonnet).

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons quelques résultats d’existence locale et
globale du flot.

Le troisiéme chapitre est consacré sur I’étude du comportement asymptotique du flot

& I'infini.

Une deuxiéme partie de cette thése contient un seul chapitre qui a pour but d’étudier

la tri-harmonicité d’une application conforme entre deux variétés riemanniennes.

Les applications harmoniques sont 1'un des problémes variationnels géométriques les
plus étudiés en mathématiques. Outre leur importance dans ’analyse et la géométrie, ils
apparaissent également dans la littérature physique, par exemple en tant qu'un modéle

non linéaire dans la théorie quantique des champs.

Afin de définir les applications harmoniques, nous considérons deux variétés rieman-
niennes (M, g) et (N, h) et ¢ une application entre eux. On peut définir la fonctionnelle

énergie par
B(O) = | \doPdn,
M

ses points critiques sont caractérisés par 'annulation du champ de tension qui est donné
par

0=1(¢) :=tr,Vde, 7(¢) € (T'N). (4)
Les solutions de |4 sont appelées applications harmoniques.

Une généralisation des applications harmoniques qui regoit une attention croissante
est donnée par la théorie des applications biharmoniques. Ce sont les points critiques de

la fonctionnelle bi-énergie

Ea(9) = /M (&) Py,
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et se caractérisent par la disparition du champ de bitension

0= 72(¢) := —A7(¢) — trg RV (dg(.), 7())do(.). (5)

ot A est désigne le Laplacien sur le fibré vectoriel ['(T~'N) et RY représente le tenseur

de courbure sur les tragets de N.

I’équation [5| est une équation aux dérivées partielles elliptiques semi-linéaire du qua-
triéme ordre ce qui rend son analyse plus compliquée par rapport au cas des applications
harmoniques. Il est évident que toute application harmonique est aussi biharmonique, par
contre une application biharmonique peut étre non harmonique auquel cas elle est dite

biharmonique propre.

Une généralisation systématique des applications harmoniques et biharmoniques est
donnée par les applications dites poly-harmoniques. Dans cette partie nous nous concen-

trons sur les applications conformes harmoniques en dimenson 3.



Premiére partie

Flot de la courbure de Gauss
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« Notations & conventions »

Le but de cette partie est d’étudier le probléme de courbure gaussienne classique pres-
crit, en considérant que :
e M = (M, go) une surface Riemannienne compacte orientée de genre (M) > 1 et K,
la courbure de gauss associée a la métrique gg.
e f une fonction de classe C'"™° sur M.

® djig, est la forme volume de la métrique go.

Remarque. Les notations mentionnées dans le tableau ci-dessous sont unifiés tout au

long de cette partie.

Notations du 1" chapitre

M L’espace tangent de M.

['(TM) | Le fibré tangent de M.
S? La sphére bidimensionnelle.

B2 Le disque euclidien.
X,Y,¢ | Des champs de vecteurs de ['(T'M).
End(M) | est un fibré défini comme le produit I'(T*M) @ I'(T'M) ou
[(T*M) est le fibré cotangent du M.

2éme

Notations du chapitre
T Un réel positif
Cr Des constantes positifs qui dépend de T, M et vy.

ko La courbure de Gauss associée a | métrique gy est de signe né-
gatif.

Notations du 3®™€ chapitre
Vol(M) | Le volume de M
d(z,y) | La distance riemannienne entre z et y sur M.




CHAPITRE 1
RAPPELS & DEFINITIONS

Ce chapitre a pour but de rappeller quelques notions élémentaires de la théorie des

surfaces riemanniennes qu’on aura besoin tout au long de ce travail.

1.1 Quelques éléments de géométrie riemannienne

1.1.1 Définitions et premiéres propriétés

Définitions 1.1.1
Soit (p; : U; CM — U] C Rk)iel un atlas de M. On appelle fibré véctoriel réel de rang k

et de base M la donnée d’un triplet (E, M, ) ot

o I est une variété C'™
o 7 est une surjection de E dans M, vérifie la condition de trivialisation locale suivante :

pour tout ouvert U € M il existe un difféomorphisme ¢; : 7= 1(U;) — U} x R¥ tels que

e Les changements de cartes gbiqﬁj_l sotent C*°, R linéaire en la seconde variable

o Vi, prio¢; = p;o.

* Une surface riemannienne est une variété différentielle M de dimension 2.

* Une métrique sur M est une section g du fibré T'(T'M) telle que pour tout point p de
M g, soit définie positive. Ce qui fait de chaque espace tangent de M un espace euclidien.

* La forme volume associée a une métrique g sur une surface M munie d’une orientation

13



14 Rappels & Définitions

w est l'unique 2-forme différentielle p telle que pour tout p € M et pour toute base
orthonormée directe (X,Y") de T,M on ait l’égalité u(X,Y) = 1.

* Une structure presque complexe sur une surface M est un champ d’endomorphismes
J. Autrement dit : Une structure presque complexe sur une surface M est une section
globale du fibré vectoriel End(TM)), vérifiant :

Vo € M, J? = —Idg, .
* Une connexion sur T'M est un opérateur

. { T(TM) x T(TM) — T(TM)
' (X,8) = V.&.

tel que
o V est C™ linéaire en X et R-linéaire en &.
o Vxf&=X(f)+ f-Vx& (regle de Leibniz).

1.1.2 Connexion de Levi-Civita

Notons C*°(M) = C*°(M,R). Soient :

Der(M) = {0 € Endg(C™(M))|Vf, g,0(f,9) = f-0(g) +9-0(9)}-

Bt
{ (TM) — Der(M)
X = (6x : f = X(f))

un isomorphisme.

On définit alors le crochet de Lie [X,Y] de X et de Y par la relation

5[X,Y] = 5X o 5Y - 5y o (Sx.

Propriété 1.1.1 Pour toute surface riemannienne M il existe une unique connexion V
sur T'M vérifiant
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o VY —VyX =[X)Y], VXY e '(TM).
o V est compatible avec la métrique i.e. pour tout X,Y,Z € I'(T'M), on a

1
9(VxY,Z) = g(VyX.Z) = S{X(9(Y,2) +X(9(Z,Y))}
= 9(Z,[X,Y]).
Une telle connexion est appellée connexion de Levi-Civita.

Remarque 1.1.1 La deuziéme condition est simplement une généralisation de la formule
de dérivation du produit scalaire de deux champs de vecteurs sur R?, ot V remplace la
dérivation usuelle des champs de vecteurs.

Pour la démonstration de cette propriété on aura besoin de la formule de Kozul suivante :

2-9(VxY,Z) = X(g9(Y,2))+Y(9(X,2)) - Z(9(X,Y))
+9((Z,[X,Y]) + 9((Y, (2, X]) — g((X,[Y, Z]).

On vérifie qu’une telle connexion vérifie les conditions requises.

1.2 Théorie des surfaces riemanniennes

Dans cette section, on se base sur I’énoncés des deux théorémes (Gauss-Bonnet,
I’'uniformisation de Poincaré-Koebe) pour accéder a décrire notre probléme de dé-

formation d’une métrique sur une surface riemannienne.

1.2.1 Courbure gaussienne

En géométrie différentielle, la courbure gaussienne ou courbure de Gauss k d’une
surface en un point est le produit des courbures principales ki et ko en un point donné.
On peut définir une telle notion aisément dans le cas d’une surface plongée dans R3 |
car localement une surface plongée dans R? est isométrique au graphe d'une fonction
de R? — R, dans ce cas la courdure gaussienne est définie comme le déterminant de la
matrice hessienne d’une telle fonction au point donné. On rappelle maintenant le théoréme

suivant :
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Théoréme 1.2.1 (Théoréme de Gauss Bonnet)
On note par dpug, la forme volume de la métrique gy et x(M) la caractéristique d’EulerE]

de la surface M. Alors l’égalité suivante est vraie :

1
2 _ ,
o | kodpig, = x (M)

Le théoréme affirme simultanément que l'intégrale ne dépend pas de la métrique rieman-

nienne choisie.

1.2.2 Conséquences d’un changement conforme de métrique sur
la courbure de Gauss

On commence par quelques résultats fondamentales :

Définition 1.2.1 Sur une surface riemannienne compacte sans bord M, on dit qu’une
métrique g est conforme a go s'il existe une fonction u € C®(M) vérifie la relation
suvante :

g = e*gj.

Théoréme 1.2.2 (Théoréme d’uniformisation :Poincaré-Koebe)

Toute surface riemannienne simplement connexe est conforme a R? ou B? ou S2.

Remarque 1.2.1 Ce théoréme affirme qu’a équivalence conforme prés (c’est-a-dire quitte

a multiplier la métrique gy par une fonction positive).

Proposition 1.2.1 Soit g une métrique conforme a gy au sens de la définition et
K

90 = ko sa courbure de Gauss. Du théoreme d’uniformisation la courbure K, est donnée

par l’équation suivante :

Ky = e (ko — Agyu). (1.1)

ot Ay, est lopérateur de Laplace-Beltrami associé a go.

Pour la démonstration de cette proposition, on note le lemme suivants :

1. x(M) la caractéristique d’Euler de M égale a 2(1 — v(M)) si la surface M est orientable.
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Lemme 1.2.1 Soit p un point de M, alors A f = —(92 + 93,) .

Preuve : On note £ un champ de vecteurs et G sa matrice dans la base mobile (9, , 0., ),
telle que : G = (gij)ije1.2y = Matga, 0,19 et g” les coeffecients de G

Alors, on a I’égalité suivante :

§(f) =glgrad £.§) = (grad f)'-G-¢
(6100, +&00,)f = (grad f)'-G-¢€

(00 /)1 + (00, ))& = (grad f)'- G-
Ourf Onnf)- & = (grad f)"-

Alors
grad f =" g7(0u f) - 0,
4,J

Si on calcule la trace de I'endomorphisme (Vgrad f), de T,,M selon la base (0,,, 0y, ), on

trouve :

r(Vgrad f), Z g
Au point p € M, on sait que G = I, ce qui nous donne

tr(Vgrad ), = Z(@if) [ |

%

Preuve de la proposition

Soit X, Y, Z des champs de vecteurs arbitraires sur M. On sait que la connexion de Levi-

Civita vérifie cette relation :
200(VxY,Z) = X(9o(Y,Z2))+Y(90(X,Z)) — Z(90(Y. Z)) + g0([X, Y], Z)
+90([ZvX]7Y) —i—go([Z,Y],X).

Maintenant, on veut exprimer la différence VxY — VY, ou V est la connexion de Levi-

Civita défini pour la métrique g vérifie la formule suivante :

29(VxY,2) = X(g(Y.2)) +Y(9(X,2)) - Z(9(Y, Z2)) + ¢([X, Y], Z)
+9([2, X],Y) + ¢([Z,Y], X).
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Ceci permet de déduire que :
29(VxY,Z) = 2™g(VxY, Z) = X((¢™)g(Y,Z) +Y((*)g(X, Z) — Z((e™))g(X,Y)

= 22 (X(N)g(Y, 2) + Y ()g(X, 2) = Z())g(X.Y)).

Ce qui est valable VZ, on a alors

VY = VyY + X(f)Y + Y(H)X — g(X,Y)(grad f).

Soit p € M et (0,,, 0, ) le repére mobile géodésique défini précédemment (par rapport la
métrique g).

Vo,,00 = Vo, 00 — 200,f)0s, + (grad f)
Vo., 05, = Vo, 00, = (05, 1)0s — (02,£)0,.
On sait que Vp, d;; = 0 Vi, j. Par conséquent,

6%28@ - _2<8$2f)a$2 + (g’rad f)

va:cl aﬂf»‘z = _(amf)axz - (afo)awl
D’aprés ces relations, un calcul donne :
g(éazl7812 an? 81’1) - g(RamlyazanQ’ axl) = 8.51]0 + ang
Ky — ko= —Ay, f.
Ceci reste valable en tout point p € M, par conséquent,
K, = e (ko — Agyu). |

Le probléme de la courbure de Gauss prescrite consiste a trouver une métrique g conforme
a go de courbure de Gauss égale f, ce qui est équivalent a la résolution de I’équation

déffirentielle elliptique suivante :

(=Agu+ ko) = fe**. (1.2)
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1.3 Quelques notions d’analyse fonctionnelle

Dans cette section, on considére que (M, gg) est une variété riemannienne compacte
de dimension n, en rappellant les définitions et quelques propriétés des espaces de Holder
et de Sobolev, ainsi quelques résultats classiques sur les EDP elliptiques et paraboliques

du second ordre.

1.3.1 Espaces de Holder

Définition 1.3.1 Pour a € (0,1), on appelle espace de Hélder C*(M) d’ordre o l’en-

semble des fonctions u qui vérifient

sup ——————
rEyeM d(l‘, y>a

avec d(x,y) est la distance riemannienne entre x et y sur M. On définit sur C*(M) la

norme sutvante

Jullceqary = lulloogsny + sup F52—280
on = lenan ¥ 20 e gy

Alors C*(M) muni de cette norme est un espace de Banach.
Pour m € N, on définit 'espace C™T*(M) par
C™t (M) ={ue C™(M):V™ue C*(M)}.

C™ (M) muni de la norme suivante

|ul|cmtaar = l|ulleman + sup
(M) () r#YyeEM d(l'ay)a

est un espace de Banach.
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1.3.2 Espaces de Holder paraboliques

Définition 1.3.2 Soient I un intervalle de R et y; = (x1,t1), yo = (x2,t2) deux points

o

de € M x I. On appelle espace de Hélder parabolique C*2 (M x I) l’ensemble suivant

C“v%(M xI)={uecC'(MxI): sup [u(y1) — ulye)] - < +oo}
y17#y2EM <1 d(l‘l,xg) — |t1 — tg‘i

C%3 (M x I) muni de la norme

u Y1) — uly
HUHC‘*’%(MM) - HUHCO(MXI) +  sup [u(y1) (2)] < 400

y17Yy2EM X1 d(:(]l,l‘g) — |t1 — t2|%

est un espace de Banach.
Pour m € N, on définit I'espace C?™+™+5 (M x I) par
CPmremt S (M x I) = {u € C*™™ . 9IV'iu € C*% (M x I),Vi,j avec 0 < i+ 2j < 2m}

Cet espace muni de la norme

HuHc2m+a,m+%(MXI) = Z Hang”

i+2j<2m
est un espace de Banach.

Remarque 1.3.1 Pour tout I >0 et a € (0,1), on a

C*OITS (M x [0,T)) = C*15 (M x [0, T)).

1.3.3 Espaces de Sobolev sur une surface

En analyse mathématique, les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels parti-
culierement adaptés a la résolution des problémes des équations au dérivées partielles. Ils

doivent leur nom au mathématicien Russe Serguei Lvovitch Sobolev.
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Définition 1.3.3 Soient p > 1 et T' des nombres réels et a € (0, 1), k un entier naturel.

Sur une surface riemannienne orientable M de forme de volume dug,, Le k—éme espace

de Sobolev de M noté Hy (M) est le complété de C*(M) pour la norme suivante :

K
el pry = DIV ullfe.
i=0
Sip =2 on peut noter H(M) = H*(M).

Remarque 1.3.2 Siv € H*(M) alors

ol = [ 1ot + [ 190Pd + [
M M M

est équivalente a la norme ||| g2(ar).

1.3.4 Injections de Sobolev

I. Injection continue.

Supposons que (M, go) est de dimension n. Soit k, [, p et g des réels, alors

1.Sik>1>0,g>p>1et % = 1 _ =l alors HY est inclus dans H}' est cette

1
p

inclusion est continue.

2. SireNet & > % alors l'inclusion H}, dans C" (M) est continue.

n

3. Si kr—a >

- %, alors 'inclusion Hy dans C"** est continue avec o € (0, 1).

II. Injection compacte.

Soit p, ¢ deux réels et k un entier naturel tels que 1 > % > 110 — % > (, alors on a

1. HY(M) C L9(M) est cette inclusion est compacte.

2. Soit o € [0,1]. Si k —a > 7, alors I'inclusion de H} (M) dans C*(M) est compacte
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1.4 Opérateurs elliptiques et paraboliques

Définition 1.4.1 Soit k un entier positif. Sur une variété riemannienne M, un opérateur

défini par

L(z,Dyu= > a®(x)Da(x),

o] <2k

est dit elliptique si pour tout £ € R™ #£0, x© € M.

(=DF Y a%(@)é > 0.

|o|=2k

Si de plus L est d’ordre 2, et il existe A\ et A > 0 tels que pour toute carte locale
(U, 21, ...,x,) de M, on ait

AEP > ()68 > Mgl

1,J

lopérateur L est uniformément elliptique.
Remarque 1.4.1 En général une équation aux dérivées partielles du second degré sur M
peut s’écrire sous la forme
ot dans une carte locale (U, x1, ..., x,) de M, Uapplication ® prend la forme
& (u) = p(z,u, Du, ..., D),

ot Du = (Ou,...,0u) € R" et ¢ : Q@ — R est une application C* sur un ouvert
QCR* xR x R" x R™.

Définition 1.4.2 Soient I un intervalle de R et k un entier positif. Un opérateur défini
par

L(z,t,D)u = —u — Z a®(x,t)Dyu
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est parabolique sur M x I st pour tout x € M, te€ I et £ € R™, on a

(D" Y a(z, )& > 0.

|a|=2k

De plus, s’il existe une constante 0 telle que pour tout x € M, t € Il et £ € R, on a

(=DM Y at(a t)éa > B¢,

|a|=2k
alors lopérateur L est uniformémént parabolique.

Théoréme 1.4.1 (Théoréme d’existence locale)
Soit ® un opérateur élliptique. Alors pour tout ug € C*°(M), il existe un T et une unique

solution u € C°(M x [0,T*)) du probleme
Oty = P(u)

u(z,0) = ug(x).

1.5 Théorémes de régularité parabolique et élliptique

Les deux théoremes suivants sont trés utiles pour établir des bornes sur les solutions

des équations étudiées.

Théoréme 1.5.1 (Théoréme de régularité élliptique)
Soient L un opérateur uniformément élliptique d’ordre 2 défini par a € (0,1) et
f e CM). On suppose que
1. u € C?T™(M) soit une solution de l'équation Lu = f sur M.
2. Les coefficients de L vérifient :
lasjlloxany + 1 llcoan + llellowan < 0.

Alors il existe une constante C, telle que

[ulluecaraany < C(l|flleaon + [lullooon)
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Théoréme 1.5.2 (Théoréme de régularité parabolique)
Sotent L un opérateur uniformément élliptique d’ordre 2 défini par a € (0,1) et
f€C¥2(M x [0,T]). On suppose que

1. u € CHolF5 (M x [0,T)) soit une solution de I’équation
Ou — L(u) = f(z,t)
u(z,0) = ug(x),

2. Les coefficients de L vérifient :

||aij||ca,%(Mx[o,T]) + ||bk||ca,%(AIX[O,T]) + ||C||Ca,%(]\4><[0,T]) <0

3. ug € CEHAD)

Alors il existe une constante C' qui depend de 6, X et A sont comme dans ? ?, telle que

IIUHC<2+a,1+%>(M x 0, T1) < |lullceraran + [[ullcoarxor + Hf”oaﬂ%WX[O,T])

1.6 Principe du maximum
Pour les équations paraboliques on ale théoréme suivant

Théoréme 1.6.1 (Principe du mazximum pour l’équation de la chaleur)
SoientM une variété compacte, T un réel strictement positif, g(t) une famille de métriques
riemanniennes sur M, de classe C*, et u : M x [0,T] — R une famille de fonctions de

classe C*. On suppose qu’en tout point de M x [0,T], on a
8tu — Ag(t)u Z 0.
Alors pour tout (x,t) € M x x[0,T], on a

> mi .
U(Z‘, t) = gélj\% U()(l’, 0)
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1.7 Fonction de Green

Proposition 1.7.1 Sur une variété riemannienne sans bord, on définit la fonction de
Green du laplacien existe dans le sens suivant :

Pour toute fonction uw € C*(M), on a
ule) ~ 1= [ Gl AudV (),
M

ouG € C°(M x M \ diag(M x M)), définie par
G(z,y) = H(z,y) + K(z,y),
ou K est une fonction dans C*°(M x M) et

H(z,y) = %f(?") 10g%,

avec r est la distance géodésique de x ay et f(r) =1 sur un voisinage der =0 et f(r) =0

pour v > i(M). ou i(M) désigne le rayon d’injectivité de M.

1.8 Sur l'existence des solutions de I’équation de fac-
teur conforme

Etant donné une solution de , lors de l'intégration et ’application du théoreme de

Gauss Bonnet, on obtient immédiatement 1’égalité suivante :

/ fdlLLg = / kodugo = k‘o = ZWX(M),
M M

ou du, = e*“du,, est la forme volume de la métrique g = e*g.

e Si x(M) = 0, I'équation admet une solution seulement pour f = 0 ou f change de
signe.

e De plus, quand x(M) < 0, on multiplie I’équation par la fonction e=2* et par

intégration par partie, on trouve :

[t = [ gt ke, = [ (<29l R . (13
M M M



26 Rappels & Définitions

1.8.1 Etude de la fonctionnelle Ey

Nous allons nous concentrer sur le cas ot M a un genre > 1, est quand y (M) < 0 (et
donc ky < 0). Dans ce cas, les solutions de peuvent étre caractérisés comme des points

critiques de la fonctionnelle

1
E¢(u) = 5 /M(]Vu]go + 2kou — fe*)duy,, u € H'(M). (1.4)

convexité et coercivité

Ici on remarque que la fonctionnelle E; est strictement convexe et coercive sur H* (M)
quand f < 0 et n’est pas identiquement nulle. Par conséquant, pour cette f la fonctionnelle

E; admet un unique point critique uy € W*(M) qui est un strict minimum absolu de Ej.

Théoréme 1.8.1 Supposons que f < 0, Alors E; est coercive sur H'(M) i.e Si By < )\

alors ||ul| g1y < Ch.

Démonstration. On veut montrer que pour tout A € R et tout u € H'(M), il existe

C, € R telle que pour tout u € H'(M) telle que si
Er(u) < A, alors |ul|grny < Ch.

Notons a = — max f. Comme f < 0et M est compacte, alors —a < 0. On en déduit donc

que
1
Ey(u) > 5(/ |Vuldpig, +2/ Kgoudjig, +0‘/ BQUdUgo)- (1.5)
M M M

D’aprés 'inégalité de Jensen, on a

1 1
exp (—/ 2udys ) < —/ e dy, .
(M| ™7 T MLy “

11 suit donc de 3]

1 2
> — 2 — :
E¢(u) > 5 [/M |Vul|“dpg, + Q/MKgOudugo + a|M| exp <\M| /Mud,ugoﬂ (1.6)
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On peut écrire

2/MKgoUdﬂgo = / dugo—i—Qko/ udfig,

D’aprés I'inégalité de Young, on a pour tout € > 0,

2 [ Kpgudg, = == [ Ju=aldug, + 2k [ udig, — Mo o
M M M

On utilise I'inégalité de Poincaré en choisissant € = %, on trouve

1 2

Epu) = 5 [ [Vul’dug, +2ko | udpg,
2 )y M
saldtexp (o [ udng,) = M|
alM|exp|— | u - — oo
p ’M’ v Hgo )\1 go || Leo(M)

Considérons la fonction ¢ défini sur R par

2
(t) = 2kot + | M| exp <]M| >

Si E¢(u) < A, alors

2 2
2hy / udpigy + o) M| exp (- / udjtg, ) < A | M| Ky o
" M Ju M

Comme tlz;n ©(t) = +o0, alors il existe une constante Cy telle que
—+oc0

ot) <Cr =[] < Gy, ViER.
Grace a[L.7

/ \Vul?dug, < 4C + 2C.
M

Ainsi, d’aprés I'inégalité de Poincaré, on a

/quu <i/ |Vu|?dy —I—L</ udp >2
o go — )\1 o 90 ’M| I go

(1.7)

(1.8)

(1.9)
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Ce qui donne

10y +20, , G

. |
A M|

Notre premier résultat montre la non-dégénérescence de tout minimiseur relatif de Ey

pour arbitraire f.

Proposition 1.8.1 Supposons que f <0, alors Ey est strictement convexe au sens ol

P Er(u)(p, p) = 2/ IVeol*dpg, — 4/ fe fo*o%dug, > Cullel s
M M

pour tous u,p € HY(M), ot C, > 0 est une constante qui dépend seulement de u.

Démonstration. Pour tous u, ¢ € H'(M) et t € R, on a

d? d?
ﬁE(u + tgo) - ﬁ (|VU + thp|2 + 2I(go (u + t‘P) - fe2u+2w)d,ugo
M

= 2/ |Vg0\2dug0—4/ fe* T d .
M M

Sit =0, on aura

2

CEs(u)(p,9) = 5Bt t)

= 2/ \V<P!2dugo—4/ fe o dug,
M M

t=0

> 2/ |V¢|2dugo+4a/ e djug,.
M M

On veut montrer qu’il existe une constante C' > 0 qui dépend de u mais de ¢ telle que

2 / Vl2djig, + da / Py > Clllman.
M M
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Par absurde, on a pour tout n € N*, il existe une suite ¢, € H'(M) telle que

" 1
2/ [V on|?dig, +404/ e ordg, < = |l@nllm - (1.10)
M M n
Posons
1
Up = ————Pn.
H%HHl(M)

En divisant l'inégalité par ||¢nkE| g1 (ar), on obtient

1
2 [ Vvl 40 [ oty <o
M M n
Ce qu’il suit que

lim / IV, [*dug, =0 et lim e*v2dpg, = 0.
M

n—+o0o n—-+o0o M

Comme ||v,||g1(ary = 1, on en déduit que v, converge vers une fonction constante v = %1
dans H'(M).

Cela donnerait

lim > vidpg, = :I:/ e dyug, # 0.
M

n—-+o00 M

On arrive a une contradiction ainsi

lim e dyiy, - [

n—-+o0o M

1.9 Annexes

Proposition 1.9.1 Soit uw : M x [0,T] — R une fonction lisse telle que pour certaines
constantes 0 < a <1l et L >0,

sup [|0u(., t)|| 2 + sup ||u(.,t)||cery < L. (1.11)
t€[0,7) t€[0,7]
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Alors il existe une constante C' ne dépendant que de M stelle que

lull s arioizyy < CL- (1.12)

Preuve. Soit x € M et ty,ty € [0,T] tels que 0 < t5 — ¢; < 1. Alors On a pour tout
yeM,

u(e, tr) —u(z, ta)] < Julz, tr) = uly, t)] + [u(y, 1) = uly, t2)] + [uly, t2) — u(z, )]

intégrant sur B := B(x, \/|t; — t2|) par rapport a y on obtient

|u(z, t1) — u(z, ts)

/ |u(z, t1) — u(y, t1)|duo(y)

_Vol
V01<B /I u(y, t1) — u(y, t2)|dpo(y)

! /| ta) — u( 1) dpio(y). (1.13)
Vol(B u(y, ta) — u(z, ta)|duo(y .

D’autre part, par hypothése on a de pour tout y € B,

u(z, 1) —uly,tr)] < Ld(a,y)* < Llty —to|2
|U($,t2) - U(y,t2| S Ld(l'7y)a S L|t1 - t2|% (114)

et

/ u(y, t1) — uly, t2)|duo(y) / / Byuly, ©)|dpaoly)dt

/ \/\T(/ |0u(y, t)]*dpo(y ))th
< Lty — to]\/Vol(B). (1.15)

Ainsi en combinant [1.13] [1.14} [1.15] en utilisant le fait que Vol(B) < C|t; — ts|, en

utilisant le fait que
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lw(z,ty) — u(z, ta)| < 2L|t — |2 + CL|t, — to]2

< (C+2)LJt; —ty)? (1.16)

puisque 0 < o < 1 and |t; — £5] < 1. Le résultat recherché découle de et |1.16]

Proposition 1.9.2 Soit (M, go) une surface riemannienne compacte et soit A C M tel
que Vol(A) > 0. Alors il existe une constante Cx > 0 Alors il existe une constante Vol(A)
and M telle que pour tout u € H' (M) nous avons

2
Callll < [ (9ot ( [ uduo)
M A
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Sans perte de généralité on peut supposer que Vol(M) = 1, alors par l'inégalité de

1 2
/ urdpy < —/ \Vu|?dpg + (/ ud,uo) , (1.17)
M )\1 M M

ot A\; est la premiére valeur propre non nulle du Laplacien de (M, go). D’autre part, on a

Poincaré on a

pour tout € > 0,

Si on note 0 = Vol(A) et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient alors

(/Muduo)2 < (14e)(1—0) /M\Au2duo+(1+€1) (/Auduo)Q, 118)

1 découle donc de et en choisissant ¢ = 0,

1 2
52/ wldpy < —/ |Vul?dpg + (14 671) (/ ud,uo) :
M Ay A

La preuve du Lemme est compléte.



CHAPITRE 2
EXISTENCE DU FLOT

Ce chapitre est consacré a I’étude d’existence globale du flot. En continuant d’utiliser
les notations et les définitions du premier chapitre. Tout d’abord on démontre ’existence
locale d’une solution du flot et la décroissance de la fonctionnelle énergie le long de
ce flot. Dans la suite, on établira quelques estimations sur la solution locale wu(t) pour

démontrer I'existence globale du flot sur [0, 4+00).

2.1 Existence locale du flot

Proposition 2.1.1 Soit a € (0,1), alors pour tout vy € C**(M) il existe T > 0 et
v € CHlF3 (M % [0,T)) telle que

262“ = Av — kg + fe*,
ot (2.1)

v(z,0) = vo(x).

Démonstration. Soit 77 > 0 un réel quelconque fixé et considérons 'opérateur

L:CHo3 (M x [0,T1]) — C*3 (M x [0,T1]) x C*+*(M)
w(z,t) — Lw(z,t) = (Lw(m,t),w(x,O)).

33
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Ou

0
Lw = prihe Awe ™" + ke ™ — f.

Par le théoréme d’existence locale, il existe une unique fonction w; € C2+**2 (M x [0, T1]

qui est solution du probléme suivant

0
&wl = Awje 2" — kpe 20 + f,
wi(x,0) = vo(x).

Considérons la différentielle de I'opérateur L au point A

aL(wi)(h) = (dLws(h), (. 0)),

dLun(h) = a(L(w1+sh)>

ds 5=0
9 -2 -2 -2
ah + 2hAwe™t — Ahe™ "t — 2hkge "1, (2.2)

Nous remarquons que dL(w;)(w) est un operateur parabolique linéaire et que 'opera-
teur dZ(wl) est bijectif continue. D’aprés le théoreme d’inversion locale, il existe deux
voisinages Uy, de wy et Uy, ) de L(wy) = (Lwy,v) tels que L : Uy, — Ui 1,y €st un
difféeomorphisme.

De plus, pour tout 7" < T7, I'application L est encore un difféomorphisme si on considére
Uy, comme un voisinage de w; dans C***+2 (M x [0,T])) et U (uy) COmMMme un voisinage
de L(w;) dans C*% (M x [0,T]) x C2+e(M).

Maintenant, pour montrer l'existence d’une solution locale de 2.1, on va montrer qu’il

existe T assez petit tel que (0,vg) € UL (w)-

Par choix de
wy : L(wy) = (672 — e ) (Awy — ko) + f.
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On a

HL(/LUl) < ||€_2U0—€_2leca \Awl ko

Hca 3 (Mx[0,T]) 'S (M x[0,7)) | HC“’%(MX[O,T])+Hf”0a’%(MX[O,T])'

Comme w; € C*1+3 (M x [0,T]) et vérifie

0
—w; =€ “CAw oo,
P 1 +f
alors
[Aw, — Hca 8 (xo1]) = C.
D’autre part, on peut écrire
1 1 Sy dpg, — [y, €0dpy,

fM e?"0djig, - fM e dpu, B fM e djig, fM e dyig, 7

1
/ €2U0d,ugo _ / €2w1d’ugo — / / 62(sv0+(175)w1)(vo _ w1>d,U/g0dS
M M 0 M

1
62110 . 62w1 _ / 62(_8U0_(1_8)w1)(w1 . Uo)dS.
0

tel que

et

Comme w; € C*1F5 (M x [0,T]) et vy € C**(M), on a

< C’||w1

“e—2vo . e—2w1 Hca

S (Mx[0,T]) = UOHCO"%(MX[O,T])

et [ fll g $ (Mx[o.1]) = < C, on obtient

[ L(wy) < Cllwy = voll ge

”Ca’%(Mx[(LT]) 3 (Mx[0,T])"

Comme wq (1, 0) = vo(x) pour tout x € M, si T et assez petit alors ||’w1—U()||C2+a,1+%(MX[07T]
est trés petit. En choisissant T suffisament petit (0,vy) € U (1) Ce qui achéve la

preuve. [ |
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2.2 Décroissance de la fonctionnelle £y le long du flot

Proposition 2.2.1 Soit v une solution de[2.1], alors

d
=By (v() <0, vie[0,7]
dt
Démonstration. On a
1
Ej(v) = §/ ( | Vo |? +2k — fe%)dugo, v e HY(M).
M

Dérivons Ey (U(t)), on trouve

9 d1 , d1
S B(v) = o / (1900 P Yy + 55 /M Dhov (),

0
= /2 VU (t)d:ugo /kO gi)dﬂgo

2v(t)

- / w(t)-V(ag?))dugﬁ /M koag(f)dugo

/ 28 e (2.3)

On inteégre par partie, on aura

/M vv<t)v<ag(:))dugo _ /M AU@)agit)dugo (2.4)

Remplacons 24| dans |23, on arrive a

gt f( U) :/Maggf)(—ﬁv() — fe*t )dugo.
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Comme v est solution de on a

0
5621] = Av — kg + fe?.
D’ou
9 V(t)\? 200r)
— = — < .
atEf(U<t)) 2/M< ot ) ¢ dpigy <0 "

2.3 Existence globale du flot

Nous étudions I'existence globale du flot, c’est -a-dire s’il existe des solutions

v € C?Fl+5 (M x [0, +00)) de2.1] Nous obtenons le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.1 Si M une surface riemannienne compacte sans bord alors il existe une
solution globale v € C*T*3 (M x [0,+00)) de[2.1], pour tout vy € C***(M), 0<a <1
et tout ko € R.

Nous allons maintenant montrer 'existence globale de la solution v de 'equation2.1]
Soit v € C?+1+5 (M x [0, T]) la solution locale de I'équation [2.1] donnée par la proposition
211

Notons

J= {T >0 v e E (M x [o,T])}.

Posons T' = sup.J.

e Si T = +o00, alors v € C2F1+3 (M x [0, +o0]).

e Si T < 400, alors v € C?***5 (M x [0,7T)) et on va montrer qu’il existe une constante
Cr > 0 qui dépend de T', M et de vy telle que pour tout t € [0,T), [[v(t)||m2() < Cr. On

va faire la démonstration en quelques étapes.

Proposition 2.3.1 ] existe une constante Cr telle que

v(z,t) < Cp, Vo € M,Vt €[0,T)



38 Existence du flot

Afin de démontrer la proposition [2.3.1] on va énoncer le lemme suivant :

Lemme 2.3.1 (Gronwall)
Soient f,g et y trois fonctions continues sur un segment |a,b], & valeurs positives et
vérifiant 'inégalité

y(t) < e(t) + F(t) (2.5)

¢
avec F(t) = / W(s)y(s)ds, Alors pour tout t € [a,b], on a

o) <o)+ [ et o [ vwan) 26)

a

Preuve du lemme.

On prend 'inégalité du lemme en multipliant les deux membres par (), on aura
FI(t) = () F(t) < (t)o(t). (2.7)
Posons
G(t) = F(t)exp ( - / t U(s)ds)
Ce qui permet d’écrire 'inégalité comme suit

¢'0) < et (- [ visds).

Par intégration, on obtient

G(t) < /at@b(s)exp ( - /:w(u)du>ds. (2.8)

D’aprés I’hypothése on remarque que

o0) < olt) + G0 o ([ w(o)s) 29)
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En utilisant I'inégalité [2.8] on obtient

o)< ot0) + [ el ([ vriu)as. .

Corollaire 2.3.1 Soit y : [a,b] — R™ une fonction de classe C* vérifiant
30> 0, 38> 0,9 € [a,8], /) < 8+ ally(®)] (2.10)

Alors

a(t—a) é a(t—a)
vt € o8], Iyl < Jy(@)let=) + = (e — 1).

Preuve.

Pour tout ¢ € [a, b], on peut écrire

ly@OI < Nyl + ly(t) = y(a)ll

< @)l + / I/ (s)llds

De l'inégalité de 'hypothése, on trouve

ly(@)ll + / @O < ly(@)] + Bt - a) + / I/ (s)llds. (2.11)

Il s’agit du lemme de Gronwall en intégrant par parties, d’ou le résultat voulu. [ |

Remarque 2.3.1 Si on a
Ja >0, 38> 0,Vt € [a,b], |y'#)|| > B+ ally®)]. (2.12)

Alors,

vt e fat], Ju(O)] > fy(@fle = + 2 (1 - o).

«
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Preuve

Iy = B+aly®)ll
ly' Ol —aly®l = B (2.13)

Multiplions les deux membres de l'inégalité par e~ et intégrons entre a et ¢, on

trouve
t ’ ﬁ
[ (I le=)ds = y@et=2 4 2 (ext- 1) (2.14)
Q@
a
Maintenant multiplions par la fonction e~®, d’ou le résultat. [ |

Preuve de la proposition 2.3.1

Notons v,q.(t) = m%lw(a:, t) = v(xy,t) o &y € M. D’aprés le principe du maximum, on
S
a Av(z1) <0 et comme v est solution de 2.1 on obtient
Ope*ome=) < kg + f(ap)e> ) (2.15)

Or f est une fontion continue sur M, il existe une constante Cy telle que f(x1) < Cy, ce

qui rend I'inégalité 2.15 équivalente a
dyetoma=t) < o 4 Che?v@nt) (2.16)
Posons maintenant y(t) = ¢2*®, on obtient
y(t) < —ko+ Coy(t).

On applique le corollaire [2.3.1} on arrive a

y(t) < y(O)ecﬁ—l—%[l—eCﬁ]. (2.17)

2

e Si f >0, le résultat de la proposition [2.3.1] est immédiatement vérifi.

e Supposons maintenant que f < 0 sur M, il suit que

f(z) <max f(z) <0, Vxe M.

zeM
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Ceci implique
flz) < Cy <.

Or ko < 0, alors est équivlente a

k
y(t) < y(0)e™ + 2. (2.18)

Co

Ceci est valable Vt € [0,T), alors
k
e2vmax S eroeCzT + 5(;
En posant
Cr = oI (20T 41 (@) n
Cy

Proposition 2.3.2 [] existe une constante C' telle que
v(z,t) > C, vt €[0,T).

Démonstration. Notons vy, (t) = mlj‘I} v(z,t) = v(xg,t), ot z2 € M. D’aprés le principe
Tre

du maximum et minimum, on a Av(zz) > 0 et comme v est solution de 2.1 on obtient
Ope2vmin() > o4 f(xQ)eQU(“’t). (2.19)

Comme f est une fonction continue sur M il existe une contante C telle que f(xy) > C}.

Alors I'inégalité devienne
at€2vmi“(t) > —ko+ C1€2U(x2’t). (220)
Posons maintenant y(t) = ¢?*® et en remplacant dans [2.20, on aura

y'(t) > —ko+ Ciy(t)
y'(t) = Ciy(t) = —ko (2.21)
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D’aprés la remarque [2.3.1}, on aura

ko Cit Cit
> — |1 —e™t 1
y(t) > c, [1 e ] +y(0)e
Notons
g(z)=a+(b—a)z
avec
k
a= Ei’ b=1y(0), z=-e"

Alors [2.29] s’écrit aussi

e Si () <0alorsa>0et0< 2z <1 Par identification avec [2.22], on trouve

AV

min(g(0), ¢(1))
> min(a,b).

9(2)

Ce qu’il veut dire

y(t) > min (y(O), é—?)

(2.22)

(2.23)

e Si C; > 0 alors z > 1, ce qui implique que g sera croissante et de plus y(t) > y(0).

On déduit qu’il existe une constante § dépendante de M et de Crp telle que

o(z,t)| <6, Y(x,t) € (M x[0,1))

Proposition 2.3.3 [l existe une contante Cp vérifie
lellnn = [ 19uPdug,+ [ odisy < Cr.
M M

Preuve.

(2.24)

(2.25)
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a) On prend le premier terme de I'inégalité m D’aprés la proposition??, on a pour tout

ve HY(M).
Ef(v) < Ep(w)
1
Ef(U) < 5/(|Vfuo]2—|—k0v0—fe2“0)dugo.
M

Comme f est continue sur M, il existe une constante Cy > 0 vérifie

Alors est équivalente a
b) Soit v une solution locale de 2.1} alors

Av = 8ie® — ko + fe2.

On prend le deuxiéme terme de I'inégalité 2.25 on obtient

/AUQdﬂgo < /|8tv|264“d,ugo
M M

< /lﬁtv\ze%dugo-C
M

Posons

Alors I’équation 2.1 donne

Nous avons

10 9 ov
55/}\/{@@ dpg, = /MAUAEngo

N / (we™? + ko — fe™) A(we™? )dpug,
M

= /we_gA(we_g)d,ugo—/ feP A(we™2)dpg,.
M M

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)
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En intégrant par parties les termes de droite de I'équation [2.30, on obtient

10

2o [ (0P = [ Ve Ve Dy — [ V)T we b,
20t J,, o

M

= —/ (e%Vw—i-ge%Vfu)(e’%Vw—Ee’%VU)dugo
o 2 2
4 [ (@914 9T e i,
M
|
= [ (Vg + 5 [ (V0P
M 4 M

+2/ fVUe%V(weg)d,ugo—l—/ V fe*'V(we™ 2)dpug,. (2.31)
M M

ov
Or w = —e2, on trouve
ot

10 9 9 1 9 9 ov
- < - oy
550 | AP < [ (Vwldug + 5 [ 0¥V, + CIG o
—i—C’(/ e%(|VwHVU\—i—\VU]Q\w\dugo). (2.32)
M

Maintenant, on s’intéresse au termes positifs de droite de l'inégalité 2.32] en utilisant

I'inégalité de Cauchy-Shwartz, on aura

[ wworan, < ([ whdn, ) / Voltdy, )

= lwlZson I VUllLsa-

D’aprés I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg, Vo € H'(M),on a I'inégalité suivante
el Zagary < el Zzan ol any;
Il suit que
/ w(Vo)dug, < [wllzzanlwllmanllollm an [Vollzon Vol m an
M

< Nwlizzanllwllaanllvll g an Vol aran-
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Comme |[v]| g1y < Cr, et |Vl gy < C||Vol], on arrive a
/MIUQ(VU)QdMgo < Crllwllzzn llwll mran l[v]l- (2.33)
De maniére anallogue a I'inégalité [2.33], on trouve
/ e’ vdug, < Cp, Vp >1,
M
On arrive a
1 1 1
[ etoran, < (e (fo) ()
M M M M
< Crl[VollZsan llwllzacn
1 1
< Crllvllllvllzanllwl i Il F2 o
1 1
< Crllvllllwllzan 1wl Z2 - (2.34)
Ainsi, on a
3 I I
[ vttt < ([ Vuldu) ([ 9otdn,) ([ @)
M M M M
1
< Crllwllmpllvllz. (2.35)

D’autre part, on a pour tout ¢ € [0,7)

t
[ 1wonds = [ [ widugas
du(s)
= // < 8i’ () dpigyds

_ / s))ds = E;(vo) — Ep(v(t))

IN

(2.36)
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En utilisant I'inégalité de Cauchy-Shwartz, on a

/J\/I )%‘d“go = (/M (%)2621)6%0)% </M 62“dugo>§- (2.37)

En utilisant que [, e’ < Cr avec p = —1, on aura

/ 6_2v S CT)
M

grace a I'inégalité 2.37 on obtient

/M ‘%‘d“% = (/M (%)26%@%)% ~ (2.38)

Maintenant, remplacons [2.33, [2.36] [2.34}, [2.38| dans [2.32, on trouve

10
355 | (O0Pdusy < [ [Vuldug + Crllwliag,
1
+Cr (Il ol sz vl + el anllwllzan vl ).
D’aprés 'inégalité de Young, on trouve
lollanlwllzzanlvl < el + e lwlEapnllol?

< 6/ Vwldpg, + ellwllZzan + e Wl Z2n V]
M

et

IN

1 _
[wlle @ llwl 2 l[0]]2 ellwliz oy + e HlwllZaan IVl

IN

6/ [VwlPdpg, + ellwllZ2an + e Wl Z2n V1%
M

On choisit € assez petit,

a1 (00 1. (f (007 ) 1 (RO s)
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On intégre par rapport a t en utilisant

/Ot Hw(S)H%?(M)dS < Cr,
Alors
/ (Av(t)dug, +1 < / (Avg)2dpg, + J3 I0(5)]12 5, ds+Crt
M M
< / (Avg)?dpug, + €7
M

< Cp, Vte|0,T). |

On a démontré que ||v(t)| g2y < Cr et grace au injections de Sobolev, il existe une

constante Cr telle que, pour tout t € [0,7") on a

lo@) ey < Cr.

Proposition 2.3.4 Pour tout x1,x9 € M et ty,ty € [0,T) tel que 0 < to—t; < 1, il existe

une constante Cp telle que
|’U(I‘1,t1) - U(xg,t2>| S CT(’tl - t2|% + |$1 — lea).

Démonstration. On a |[v(t)|| g2y < Cr, VE € [0,T) et ||u(t)| o < Cr, alors

lv(z,t) —v(y,t)| < Crlz —y|* (2.39)

Il suit que

ov |2
< 2 :
‘81& < Cr|Av|* + Cr

Intégrons sur M, on trouve

do(t) 2
/ | gi)] digy < Crllv(t)|%an + Cir (2.40)
M
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On peut écrire

et~ oot = g [ PN UCAR RS
< L/ vz, t1) — v(y, t1)|dpg,
C2m(ty — t1) BB (2)
L, / [(y, 1) — v(y, t2)ldpig,
C2n(ta —t1) Jpym=i(2)

C

+e— v(y,to) —v(x, to)|du,,. (2.41
ST / ) vl ) A1)

On prend le second terme de droite de [2.41] en utilisant 'inégalité de Holder et [2.40, on

aura

C

S v(y, t1) — vy, ta)|d
el A AN AR )

ov
<o o | 1| 52 @ )duty)
to>7>t1 J B\/la—t1 (%) 5
1
ovu(t) |2 2
< sup (/ 8<) (y,T)du(y))
t2>7>t1 \J By/Ta—t1 () 5

< Crvita —t (2.42)

Supposons que

xr=r%cosal, y=r"sinald
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Maintenant, on prend le premier terme de droite de I'inégalité [2.41| en utilisant

On aura

C /
C2n(ta —t1) Jpym—hi(x)
C /
<
C2n(ty — ) Jpym=iit)

C Vita—1
r / ritedr
0

[v(z,t1) — vy, ta)|dp(y)

[v(@,t1) — v(y, ta)|du(y)

T la—t
T 1+2
to —t 2
< )
< Cr(ta—t)? (2.43)

On déduit

C

Val Y t1) — t1)|d < to —11)2. 9 44
027T(t2 —tl) /Bm(z) |’U(,I’ 1) U(y7 1)| M(y) ~ CT( 2 1) ( )

On remarque que pour tout 0 <t —t; < 1, on a
Vs =t < (t2—1)?,
on remplace [2.42] 2.43] 2.44) dans [2.41], on trouve

lo(z,t1) — v(x,ty)| < Cp(ty —t1)2. (2.45)

De[2.39] on arrive au résultat voulu. [

Remarque 2.3.2 D’aprés la proposition [2.5.4), on déduit qu’il existe une constante Crp
vérifie

le”ll e aso.y) < O

On sait que v satisfait [’équation

av —2U — 20U
ik AU — kge”® + f,
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alors il existe une constante Cr qui depend de ||vg||c2+e(ar), telle que

y < Cr, Vte [0,7).

”UHC”‘“”%[Mx[O,T
Maintenant, on va démontrer le théoréme [2.3.11

Proposition 2.3.5 Pour tout vy € C***(M), il existe une solution globale

v € CTFF5 (M, [0, +00)) de[2.1

Démonstration. De la proposition et la remarque [2.3.2] on a

[Vl carents (arxpory < Cr-
Comme
Ol 5 (M x [0,T)) = C*HM2 (M x [0,T)).
Il suit que
||U||C2+a’l+%(M><[O,T}) < Cr.
Ce qui contredit avec la définition de 7. [ |

Maintenant, on va démontrer la continuité de la solution du flot par rapport a la donnée
initiale
Proposition 2.3.6 Siug, vy € C***(M), alors il existe une constante Cy > 0 dépendant
de ||uol|c2+aany, ||vollc2reqary et de T qui vérifie

|lu(t) — U(t)HCzw,u%(MX[O,T)) < Collug — vollc2+aqar), YVt €[0,T),

avec u, v sont des solutions de et

u(z,0) = up(x)
Ve e M,
v(z,0) = vo(x)
Remarque 2.3.3 Le résultat obtenu de la proposition [2.3.6] est l'unicité du flot, i.e si
vo(x) = up(x), Yr € M,

alors
v(z,t) = u(z,t), Yo € Met Vt > 0.
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Démonstration

Posons F' = u — v, avec

OF 1 1
E _ 5(672u + 672U)AF + <§(Au + A'U) — ko) (672” + 6721}) + f

On peut réécrire cette équation sous la forme

%_f — a(z, )AF + b(z,)F + f,

ou

1 1 1
a(xz,t) = 5(6_2” + e ), bz, t) = —<§(Au + Av) — k’o) / p2(=su—(1=5)v)
0

et d’aprés la remarque [2.3.4] il existe deux constantes C' dépendant de ||[vg||c2tacn et de

T vérifiant

<C.

Ha”CO"%(Mx[O,T)) =

<C.

HbHCO"%(MX[O,T)) =

f<C. Ve



CHAPITRE 3

FTUDE DU COMPORTEMENT
ASSYMPTOTIQUE DU FLOT

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons une approche par écoulement au probléme de courbure
gaussienne prescrite sur des surfaces riemanniennes compactes avec une caractéristique
uler négative. us identifions une nouvelle condition explicite sur la fonction pres-
d’Eul t Nous identifi ouvelle condit licit la fonctio
crite f qui garantit la convergence du flot vers une métrique conforme dont la courbure
gaussienne est f. Faire exploser I’écoulement a I'infini est également étudié, En continuant
utiliser les définitions des deux premier itres.
d’util les définitions des d s chapitres

Rappelons que I'équation ([1.2)) est le gradient négatif du flot associé a la fonctionnelle :

Ei(u) = E |Vul? duo + kO/ wdpgy — L fe* duy. (3.1)
2 Ju M 2 Ju

L’étude du comportement asymptotique du flot lorsque ¢ — +00 nécessite des hypo-

theses supplémentaires sur la fonction f. une condition nécessaire sur f pour la résolution

de I’équation est que f doit étre négative quelque part sur M. En effet, si f > 0 sur
M, alors en utilisant le principe du maximum que ’on obtient

mj\}n 2l > H]lblfn "0 + |ko|t — +oo quand t — +o0.

02
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Ce qui montre que le flot explose a I'infini. Pour énoncer une hypothése supplémentaire
sur f on pose fT =max (f,0) et f~ = max (—f,0) de sorte que f = fT — f~. Alors notre
hypothése sur f sera

1 . 1 Y
- d C _ d .
||f||Loo<M)/Mf Ho < M(nfnm(M)/Mf “°)’ (3:2)

ou (') est une constante positive dépendant uniquement de M et

) m(1—2x(M)) + 1.

T—1

Puisque la résolution de (|1.2)) est invariante par dilatations positives de f, alors en

normalisant f tel que || f||zs) = 1, la condition (3.2)) prend la forme équivalente plus

/M frdpo < Cur ( /M f‘du0>9. (3.3)

Notre résultat pricipal est le théoréeme suivant :

simple :

Théoréme 3.1.1 Soit M wune surface riemannienne compacte de cratéristique d’Fuler
X(M) < 0. Pour toute f € C®(M) il existe vérifie [’hypothese , il existe une fonction
u € C™(M), tel que pour toute donnée initiale uy < u, la solution de l’éuation converge
dans C*(M) quand t — 400 vers une fonction us, satisfaisante l’équation de courbure

gaussienne prescrite
2
—Auy + ko = fe=.

Comme une conséquance direct de ce théoréme, on a le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.1 Pour toute fonction f € C*°(M) satisfait Uhpothése (3.9), il existe une

métrique conforme g dont courbure Gussienne est f.

On remaque que 'hypothése (3.2]) est invariante sous les dilatations positives de f,

mais ce n’est pas le cas sous 'action du groupe des difféomorphismes de M. C’est un
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fait trés important puisqu’il implique que, & un difféomorphisme prés, ’hypothése ((3.2)
est satisfaite par toute fonction f négative quelque part sur M. On obtient le deuxiéme

corollaire suivant :

Corollaire 3.1.2 [13] Pour toute fonction f € C*°(M) telle que mj\}nf < 0, il existe
un difféomorphisme o de M et une métrique conforme g dont la courbure gaussienne est
foe.

Le théoréme suivant donne une étude compléte de la convergence du flot quand f < 0,
Théoréme 3.1.2 Supposons que £ 0f < 0, alors pour toute donnée initiale ug € C°(M).

La solution de l’équation converges dans C*°(M) quand t — 400 vers une fonction

Uso Satisfaisant I'équation de courbure de Gauss :
At + ko = fe?=.

Comme nous le verrons dans le théoréme ci-dessous, si le flot explose a l'infinité,

alors 'explosion se produit sur le support de T, on considére

My ={zeM: f>0} et My-={xeM: f<O0}

Théoréme 3.1.3 Soit K C M- un ensemble compacte. Alors pour toute fonction #

0f € C®(M), il existe une constante C positive sachant que la solution u de ’équation

de la chaleur 2.1 satisfait

|l oo (5 x[0,400)) < Ck-

De plus, si pour une suite (t,)nen, 0N @

lim sup u(z,t,) = +oo,
N—>400 pc A

alors

lim sup u(x,t,) = +o0. (3.4)
n_H_OOxEM}"
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3.2 Comportement du flot a 'infini

Dans cette section nous étudions le comportement asymptotique du flot u(.,¢) donné
par le théoreme lorsque t — +00. On démontre d’abord la proposition suivante qui
donne une sur-solution de 'équation (1.2]) lorsque la condition est satisfaite.

Proposition 3.2.1 Supposons que f est une fonction lisse satisfaisant la condition [3.9
Alors il existe une fonction U tel que U* € C*(M)

— AU* + ko — fe*U* > 0. (3.5)
Preuve.
En normalisant f si nécessaire, on peut supposer que || f||r=(s = 1, donc la condition
[3.2] devient

/M frduo < Cy ( /M f‘duO>0. (3.6)

On distingue deux cas : fT Z0et fT = 0.

Premier cas : f* # 0.

Nous fixons

1 — ko 1
h = ko + Jm = fr (3.7)
1~z [ 2y
et notez ici que nous avons
/ h d:ugﬂ = 07
M

puisqu’on suppose que dugg = 1.
Cela permet donc de considérer ¢ une solution de 1’équation de Poisson :
Ay = h. (3.8)
Puis on expose notre sur-solution u en posant

U'=p+ A,
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avec A € IR une constante a choisir ultérieurement.

Nous donnerons d’abord des bornes supérieures et inférieures sur la solution ¢ de
I’équation de poisson

Si on choisit ¢ tel que

/ pdpy = 0,
M

alors on a

/ G, ) () dpuoly), (3.9)

ou G est la fonction de Green de (M, go). On rappelle la formule asymptotique suivante

pour G :

G(z,y) = % logd(z,y) + H(z,vy), (3.10)

ot d est la fonction de distance sur M et H € C°(M x M).

Dans ce qui suit, C' désigne une constante positive dépendant uniquement de M et sa va-

leur peut changer de ligne en ligne. Puisque log d(z,y) < C'sur M x M et / log d(z,y)due(y)| <
M

C et ko <0, alors on a de[3.7] (3.9) et (3.10) :

1
p(r) < W/ [T (y)log iz, )d,uo( y) + C. (3.11)

De la méme facon on a la borne inférieure,

1— ko
P@) 2 ~5r / ) os )dﬂo() c. (3.12)

1
Borner l'intégrale, / [T (y)log —— 7 ———dug(y), ou 0 < R < 1 une constante a choisir plus

(z,y)

tard. Alors on a, puisque || f{|zn = 1,
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1
| s g —dm() < [ tog o du) = (og B) [ P (13
d(x,y) B(z,R) d(x,y) M
Un calcul direct donne

1
/ log —dpuo(y) < —CR*log R+ CR?.
(z,R) d(l’, y)

On peut supposer que C' > 1. Donc si on choisit R tel que CR? = || f*||11(u), alors il
résulte de que

1
s | ST @)os ———duoly) < —5-loglflan + €. (314
27T||f+HL1 / A gd( y) Holv) 27 gl e (3.14)

De la méme maniére nous avons

1 1
2 2oy y)lo dpo(y) > —5=log | f |l rar) + C. 315
2] f- |rL1 / £~ W)1og gr—sduoly) = —3-log I/ "l (3.15)

Ainsi si nous combinons [3.11], [3.12, [3.14] et [3.15] nous obtenons

— ko
2

1
log [f~[lzrn) = € < () < = —log | llscan) + C.
Ce qui est équivalent a

1-kg C
CHF N piany < €29 < ———. (3.16)

Hf*HLl

Maintenant, si on pose U, = ¢ + A, on a de[3.7] et

. 11— 1
— AU* + ko — f2V" = (62“"“’\ - Ko > = ((22‘”2’\ ST T ) . (3.17)
1f ||L1(M) I.f ||L1(M)
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Si on choisit A € R tel que

_ i1
e = CTU Ny

ot C est la constante de alors en utilisant [3.16], on a

(e2go+2/\ _ 1 ) f'+ <0.

f* ] any

Ce qui donne en utilisant

* U* — 1—7rk0 + %—1 1—]{30 _
— AU + ko — fe = [ Cllf Ml il f ||L1(M)_m I (3.18)

Par notre choix de \ il découle de que

— AU* + ko — fe¥" > (ezw+2A — —0) . (3.19)
[WAIPAEYS

il est clair que la positivité du second membre de [3.19|est équivalente a la condition (3.3,
(on rappelons ici que ky = 2mx(M)). Ceci prouve la proposition dans le cas fT # 0.

Deuxiéme Cas : f* = 0. Nous fixons

ko
1/~ 122 an)

M

h = ko — o (3.20)

de sorte que

puisqu’on suppose que Vol(M) = 1.
On considére alors ¢ la solution de ’équation de Poisson :

Ap = h. (3.21)
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tel que

M

Comme dans le premier cas (f* # 0), en utilisant la formule asymptotique de la
La fonction de Green nous avons

1 —ko

p 2 ——log|[f [l — C.

Ce qui est équivalent a

1—ko
2 > O 7 - (3.22)
Soit maintenant A € R tel que

1—k,

1-kg
€2>\ = CHf7||L1”(M)7

ou C est la constante dans [3.22] et posons U* = ¢ + A. Alors en utilisant [3.20], and
3.22, il est facile de voir que U™ satisfait

—AU* 4+ ko — fe*U" > 0.
Ceci permet d’obtenir la preuve de la proposition |3.2.1].

La proposition [3.2.1] nous permet de prouver la borne supérieure uniforme suivante

sur le flot.

Proposition 3.2.2 Soitug € C®(M) tel que ug < U* ou U* est donnée par la proposition
3.2.1. Alors la solution u de satisfait pour tout (z,t) € M x [0, +00)

u(z,t) < U*(x). (3.23)
Soit v = U* — u. Comme u satisfait (2.1]) et U* satisfait (3.5)), alors on a

O (27 =€) > Av+ f (e —e*). (3.24)
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D’autre part, on a

.
eV — e = aw,

ou a € C*(M x [0,T*)) est donnée par

1
a(x,t) = N/ esU*(I,t)+(175)u(x,t)dS’
0
il découle donc de ([3.24])
Oi(av) > Av + fae' (3.25)

Depuis v(z,0) = U*(x) —ug(x) > 0 et a > 0, puis on applique le principe du maximum

a (3.25]), on obtient v(z,t) > 0 pour tout ¢ > 0, c’est
u(z,t) < U*(x).

Proposition est prouvée.

Nous pouvons maintenant prouver des C'“-estimations uniformes de sur la solution.

Proposition 3.2.3 Soit ug € C*°(M) tel que ug < U* ou U* est donnée par la Proposi-
tion|3.2.1. Alors la solution u de satisfait pour certains o € (0, 1)

||u||C°"%(M><[O,+oo)) <G,

ou C' est une constante positive depend seulement de ug, f et M.

Preuve. Dans cette démonstration, C' est une constante positive depend seulement
de ug, f et M, dont les valeurs peuvent changer d’une ligne a I'autre. Par les propositions
et la solution u est uniformément bornée par le bas par une constante ne
dépendant que de ug, f et M. Puisque ug < U*, Alors par la proposition [3.2.2] nous avons

que u est uniformément bornée comme ci-dessus par ||U*||ze(as). Donc on a

|| oo (A x[0,400) < C. (3.26)

Ce qui implique que
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inf Er(u(t,.)) > —C.

t€[0,+00)

Il résulte que

sup ||Opu(., )| 2y < C. (3.27)
t€[0,4-00)

Si on applique le théoréme de régularité elliptique L? sur I'equation en utilisant
0.20[ et I5.2( on a

sup [Jule )l < C,
te[0,400)

ce qui donne en utilisant le théoréme de plongement de Sobolev

sup |Ju(.,t)|lcery < C, (3.28)
t€[0,400)

pour une constante 0 < a < 1. Il résulte de la proposition A.1 avec et que

<C.

||u||C’°"%(M><[O,+oo)) =

La preuve de la proposition3.2.3| est alors compléte.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréeme B.1.1]

Preuve du Théoréme 3.1.1]
Soit u la solution de (2.1)) donnée par le théoréme [2.3.1] Par la proposition |3.2.2, on

a u est uniformément bornée sur C*2 (M x [0, 4+00)). On applique alors le théoréme de

régularité classique pour obtenir la borne uniforme C* pour tout k£ € IN, on a

sup [|[u(., )| orary < C, (3.29)
>0
pour certains constantes C. D’autre part, en utilisant on a

+oo
/ / e*|Opul*dpodt < C. (3.30)
0 M
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I1 résulte de (3.30)) qu’il existe une suite t,, —> +oo telle que

lim 2G| D, ) [Pdjg = 0. (3.31)

n—>-+00 M

En passant a une sous-suite si nécessaire, on a par |3.29, puisque M est compacte, que
u(.,t,) converges dans C*(M) pour tout k € N, a une fonction u., € C*°(M). Maintenant,

si nous remplagons ¢ par t,, dans I'équation [2.1] et passons a la limite ot n — 400, nous
obtenons en utilisant

At + ko = fe?=.

D’aprés le résultat général de Simon [15] sur les équations d’évolution, u., est la limite
unique de u(.,t) lorsque t — +00. Ceci permet d’obtenir la preuve du théorém

Preuve du Corollaire 11 suffit de considérer la limite u,, du flot donnée par
le théoréme en prenant tout uy € C°(M) tel que uy < U™

Preuve du Corollaire [3.1.2] En normalisant f si nécessaire, on peut supposer sans
perte de généralité que || f||z~m = 1. Puisque mj\}n f < 0, alors il existent g € M et

r >0 tels que f < 0 sur B := B(xg,r). Soit
)
5:cy(qyfj >0,
ou C)s et 8 sont les constantes comme dans [3.2] et soit

Q=M\B.

Soit ¢ un difféomorphisme de M tel que Vol (¢! (©2)) < 4. Alors il est facile de vérifier

que la fonction fo satisfait la condition [3.2] et alors il suffit d’appliquer le corollaire|3.1.1]
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Pour démontrer le théoréme [3.1.21 on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2.1 Soit u lasolution de[2.1], défini sur un intervalle mazimal [0, T*), alors on
a

1 1
sup / Nl )Pdpo < 7 / (o) = £)Pdppo + 1| ar) (€ (o) = E(ul.,1)))
tel0,7*) J M M

(3.32)

Preuve du lemme|3.2.1] On considére la métrique conforme g = e* g, et K, sa courbure

Gaussienne. Alors un simple calcul donne

d

G = 1Py == [ [, = NP+ [, = 5P,

ol dp, est la forme volume de (M, g) et V, est le gradient par rapport a g, Il s’ensuit

alors

d

G [ = 1Py < Wflmon [ (0= PP,

Ce quiimplique par intégration sur [0, ¢] que
[ =5 < [ o= Do+ 15w [ [ o= 5o, 339
M
D’autre part on observe que K, — f = —20,u. De on obtient

/M(Kg(t) — [)2dpg < /M(ng) — f)?dpo + 2| fll oy (E(uo) — E(u(.t)))

et en utilisant a nouveau que K, — f = —20,u, on aura

/ e*0|0pu., ) [Pdpo < i/ (Kg0) = f)*dpo + %Hf\lLoo(M) (&(uo) — E(u( 1))
M M

D’ou le résultat souhaité.
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Preuve du théoréme Dans ce qui suit, C' désigne une constante positive
dépendant uniquement de ug, f et M.

Puisque f # 0, il existe xg € M et r > 0 tel que f < 0 sur B(xg,7). Si on pose
A = B(zg,r) et appliquons 'inégalité de Poincaré modifiée de la proposition en

annexe, alors nous avons

2
Cllulen < [ |w2duo+( / uduo) | (3.3)
M A

D’autre part, nous savons par la propostion que la fonctionnelle E; est décrois-

sante le long de u, donc nous avons pour tout £ > 0 :

Ey(u(.,1)) < Ef(uo),

ce qui implique, car f <0,

/ |Vul?dug + 2k0/ udpy + m/ e*dpy < 2F(up) (3.35)
M M A

oﬁm:mjnf_>0.
Par le théoréme [2.3.1] u est bornée inférieurement par une constante ne dépendant

que de g, f et M. Ceci implique que u? < e?“+ C, et par intégration sur A et application

de 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

( /A ud/m)z < Vol(A) /A X dpg + C (3.36)

En combinant [3.34], [3.35] et [3.36] on obtient

Jull3 ) < QC\k’o\/M!U\duo%-C. (3.37)

On a pour tout € > 0,

2(]|k;0|/ lu|dpo < 5/ w?dpg + Ce™!
M M
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donc en choisissant € = %, il résulte de w que

1
§||u||§p(M) <C. (3.38)

En utilisant I'inégalité de Moser-Trudinger, il résulte de que pour tout p € [1,4+00)

/ ePduy < C,, (3.39)
M

ot U}, est une constante positive depend uniquement de wy, f,p et M. En particulier on

obtient la borne inférieure de la fonctionnelle E; le long du flot :

inf  Ey(u(.,t) > —C. (3.40)

t€[0,4-00)

Maintenant par le Lemme [3.2.1] et [3.40] nous avons que

sup / 62u(.,t)
te0,+00) J M

nous avons que et permettent d’appliquer le théoréme de régularité élliptique
sur L? a I'équation , on obtient donc

opu(., 1) Pduy < C. (3.41)

sup  |lu(, t|| g2y < C (3.42)
t€[0,+00)

et en utilisant le théoréme de plongement de Sobolev on obtient pour certains a € (0, 1) :

sup Ju(., tl|copn < C. (3.43)
te[0,4-00)

I1 découle de la proposition avec (3.41] et que

[l ot (rrxpoooy < €

Maintenant, il reste & prouver C*-borne ( sur la solution indépendante de t) et passe
a la limite quand ¢ tend vers l'infini. Le reste de la preuve est exactement le méme que
dans la preuve du théoréme [3.1.1 nous I'omettons donc.
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Preuve du Theorem 3.1.3, Soit K C M un ensemble compact et soit ¢ € C5°(M;)

telle que 0 < ¢ <1, ¢ =1 de K. Dans le reste de la preuve , C désigne une constante
positive depend uniquement de ug, f et M. Quand C' depends également de K, on écrit
Ck. on veut prouver que la fonction v := ¢?e?* est bornée sur M x [0, +00). Fixons T' > 0

et soit (xg,tg) € M x [0,T] such that v(z,t) = Mm:[eLXT] v(x,t). Sity =0, alors on a
x [0,

2u(m,t) < 2 2u < <
Kril[ao?%]e < MIE%},(T](SO ) < m]\%x(go es0) < C.

Maintenant on suppose que to > 0. Alors on a d(xg,tg) > 0, Vou(zg,ty) = 0 et

Av(zg,tg) < 0. Notons ici que ¢(xg) > 0 puisque v(xg,tg) = Mm%xﬂv(x,t) > (. D’autre
X190,

part, puisque

Vo = 2pe* (Vi + oVu)
et
Av = 2" (P2 Au + pAp + 4pVu - Vo + 4% | Vul* + |Ve|?),
On obtient a (xg, to)
Vo =—-20pVu

et
©*Au < —pAgp. (3.44)

Si on multiplie I'équation [2.1| par p?(x, to) et remplace dans ’équation résultante
nous aurons (g, o),

20%e® 0 < —pAp — kop® + fp2e?™.

et puisque 0;(xg,ty) > 0, il suit que

— f(xo)ga(xo)262“(z°’t°) < —pAp — kop? < Ck. (3.45)
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)2 eZu(azo ,to) —

Rappelons que ¢(xg max v(z,t), et puisque ¢ = 1 on K, on en déduit

Mx[0,T]
de que

. 2u<C¢ )
Flom) B = O

Ce qui donne, comme zq € M,

Ck

2u
max e < —
K x[0,T] MiNges,, ()

o S, C M est le support de ¢. Ceci prouve la premiere partie du théoréme m

Maintenant, démontrons . Supposons que pour une suite (¢,), N on ait

lim sup u(x,t,) = +0o0 (3.46)

n——o0 zeM

et montrons que lim sup u(x,t,) = +o00. Observons d’abord que d’aprés le théoréme
n—-ao0 SCEM;r

mj\z}xf > 0. (3.47)

Supposons par contradiction que pour une sous- suite, que 'on note encore (t,) cIN» on
ait

sup u(z,t,) < C, (3.48)

+
:EEMf

pour une somme constante C' > 0 indépendante de n.

D’apreés il existe zg € M et r > 0 tel que B(x,r) C M. Posons A = B(o,)

et appliquon de I'inégalité de Poincaré modifiée de la proposition1.9.2] en annexe. Ensuite

nous avons
2
CllutetaBpn < [ 19utt)Pdoc+ ( [ ut)dna)

En utilisant [3.48], on trouve
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ey to) |21 amy < c/M Vul., t,)Pdpo + C. (3.49)

D’autre part, on sait que du théoréme [3.1.1] que la fonctionnelle Ey est décroissante le

long de u, donc on a

Ce qui implique en utilisant [3.4§]
/ (. 1) 2o + 2ko /M w( t)dpio < C. (3.50)
En combinant [3.49 et [3.50] on obtient
st oy < 2C kol / (., )| dpio + C. (3.51)

On a pour tout € > 0,

2C|k0|/ tn)dpg < 5/ u?(., tn)dpg + Ce™?
M

donc en choisissant € = 3, il résulte de que

1
sl t)lian < € (3.52)

En utilisant I'inégalité de Moser-Trudinger, il résulte de que pour tout p € [1, +00)

/ e’ duy < Cp, (3.53)
M

ou C), est une constante positive dépendant uniquement de uo, f, p et M. En particulier

on obtient le minorant sur la fonctionnelle F; :

inf Er(u(.,t,)) > —C. (3.54)

nelN
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Maintenant par Lemme et on aura
sup / 2t 9., 1) Pdp < C. (3.55)
nelN JM

Les bornes et permettent d’appliquer la théorie de la régularité elliptique a

'équation 2.1 permettent d’appliquer la théorie de la régularité elliptique a 1’équation

sup ||u(., tn)||m2(n < C (3.56)

ne

et en utilisant le théoréme de plongement de Sobolev, on obtient pour tout o € (0,1) :

sup |Ju(.,t)||zeeary < C (3.57)

te[0,+00)

Cela donne une contradiction avec [3.46] La preuve du théoréme est terminée.
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Deuxiéme partie

(Généralisation des applications
biharmoniques

72



CHAPITRE 4

APLICATIONS TRI-HARMONIQUES
CONFORMES

Dans cette partie, nous prouvons qu’une application conforme ® : (R, go) — (N™, h),
avec (n > 3) est triharmonique si et seulement si le gradient de sa dilatation est solution
d’une équation différentielle elliptique d’ordre 4 et nous construisons quelques exemples
des applications tri-harmoniques non biharmoniques. Dans ce cas, on calcule également

la trace du tenseur énergie impulsion associé aux applications triharmoniques.

4.1 Rappels et définitions

Les applications harmoniques et biharmoniques, les applications polyharmoniques sont
définies dans ce qui suit.
Notation :M = (M, g) et N = (N, h) sont deux variétés riemanniennes de dimension

m, n respectivement.

Définitions 4.1.1 Soit ® : M — N wune application de classe C>.
x ¢ est dite harmonique si et seulement si elle est un point critique de la fonctionnelle

énergie sutvante

1
B(6) = [ 1oPdu,
73
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ot |d¢| est la norme de Hilbert-Schmidt de ¢. Autrement dit ¢ est harmonique si l’équation

d’Fuler-Lagrange est satisfaite
7(¢) =Tr,Vde = 0.

ot 7(¢) est le champs de tension de 'application ¢.
x ¢ est dite biharmonique si et seulement si elle est un point critique de la fonctionnelle

bi-énergie suivante
1 2
Ey(¢) = ) 7()[dpg-
M

Autrement dit ¢ est dite biharmonique si et seulement si [’équation d’Euler-Lagrange est

satisfaite
79(p) = —Try (V)27 (¢) — TryRN (1(¢), dp)de = 0,

ou RN et la courbure riemannienne sur N et (V?) est la connezion dans le fibré pull-back

6~1(TN).

Définition 4.1.1 Les applications poly-harmoniques sont connues comme les points cri-
tiques des fonctionnelles énergétiques suivantes, pour définir ce type des applications on
distingue deux cas (ordre pair et ordre impair). Soit ® : (M, g) — (N, h) une application

de classe C'*°, dans le cas pair on pose

s 2

B (¢) = / |A* T (9)|” duy, (4.1)

M

et pour le cas impair on a
s 2

Baer (6) = [ Va7 (0) o, (42)

M
ous =1,2,... est un nombre naturel. La premiére variation de et est développée

dans [10]. ses points critiques sont appelés applications (d’ordre k) ou applications k-

harmoniques. Deux cas peuvent étre rencontrés :
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1. Sik=2s,s=1,2,...., les points critiques de sont donnés par
Tos (¢) = A7 (¢) — RY (A% 721 (¢) , do (e4)) dob (e:)

s—1

+ S RY (A (9), Ve AT () do (e))

=1

(4.3)

s—1
— ZRN (Ve A0 (6), A 727 (¢)) dop (e5) = 0.
=1

2. Sik=2s+1,s=0,1,2,...., les points critiques de
Tost1 (9) = A7 (¢) — RY (A® 717 (¢) ,do (e:)) do (e:)

s—1
+ ZRN (VeiAs—H—lT (¢> ,AS_Z_IT (¢)) do (62)
=1

_ iRN (As+l_17' (¢) ,V&.AS‘HT ((b)) d¢ (ez)
=1
= RY (Ve A7 (9) , A7 (9)) dob (e7) = 0.

0t (€;),<i<,, st une base orthonormée sur M,

A7 (6) = =Try (V)7 (9) = = (VEVET (6) = VE_.7(9))

et
AFT(¢) = A (A1 (9), AT'=0.

(on somme sur des indices répétés).
Suivant la notion de Jiang (voir|6]) nous définissons le tenseur énergie impulsion associé

aux fonctionnelles énergétiques (4. 1)) et (4.2)) en faisant varier les fonctionnelles par rapport

a la métrique sur le domaine (voir [3]).
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4.1.1 Tenseur énergie impulsion

Soit ¢ : (M™, g) — (N™, h) une fonction de classe C*° sur M.

Définition 4.1.2 Pour tout X,Y € I'(T'M) deux champs de vecteurs, on a

1. Le tenseur énergie impulsion pour les applications polyharmoniques d’ordre pair est

défini par
1 -1 2 25—2 252
52 (0)(4Y) = (18 (@) = 0 (A%72r (0),7(9) ~ Trgh (VA7 (6) o)
9(X.)Y)
* (Z_: {Trgh (VA7 (9), VA™ 21 (¢)) — b (A7 (9) , A 721 (9)) }>
=1
g(X.)Y)
. i {h (VxAS_l_lT (¢) ’ VYAS-H—QT (¢)) +h (VyAs_l_lT (¢) ’ VxA8+l_27‘ (¢))}

+h (VXA 27 (¢),do (Y)) + h (VyA* 7?1 (¢),do (X)) .
(4.5)
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2. Le tenseur énergie impulsion pour les applications poly-harmoniques d’ordre impair

est défini par

20 0) (1Y) = (177 (O = (6277 (6).7(0) = Trgh (VA7 (0).do)

9(X,Y)

+ (Z {TTgh (VAS_I_lT (¢) ,VAS+I_1T (¢)) —h (As—lT (¢) ’As-i-l—l,]_ (qb)) })

=1

g9(X,Y)
_ z_: {h (VxAS_l_lT (gb) ’ VYAS-I—I—IT (¢>) + h (VyAS_l_lT <¢) 7 VXAS-H—IT ((b))}

+ b (VxA®77 (), do (V) + b (Vy A% 717 (6), do (X))

— h (VXA (), Vy A7 (9)) .
(4.6)
Notons que dans les deux cas, le tenseur énergie impulsion vérifie la loi de conservation

suvante :
divSy (¢) = —h (1 (¢) ,do), k=1,2,3,....

L’harmonicité et la biharmonicité de ’application conforme ont été étudiées par plu-
sieurs auteurs, voir [2], [7] et [12] pour plus de détails. Rappelons qu'une application
¢ (M", g) = (N", h) est dite conforme s'il existe une fonction A : M — IR" telle que
pour tout X, Y € I'(TM), on a :

h(de (X),do (V) = Ng (X,Y).

La fonction X\ est appelée la dilatation de I'application ¢.
Le champ de tension pour une application conforme ¢ : (M", g) — (N™, h) de dilatation

A est donné par (voir [1]) :

7 () = (2 —n)do (gradln N).
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Dans [12], les auteurs ont calculé le champ bi-tension et le tenseur de bi-énergie impulsion

pour une application conforme, ot ils ont obtenu le résultat suivant :

Théoréme 4.1.1 ([12]) Soit ¢ : (M",g) — (N™,h) (n > 3)une application conforme de
dilatation A. Le champ bi-tension et le tenseur bi-énergie impulsion de ¢ sont donnés par

¢
72 (¢) = (n—2)do(H),

o
n

H = gradAln \ — ; 6gmd (lgradIn )\\2) —2(Aln\)gradln A

— (n—2) |gradIn A]” gradIn X + 2Ricci™ (gradln \)

et

Sy (¢) = (2—n) )\2{<Aln)\+ nT—2 \gmdln)f) g—Zlen)\}.

Dans cette partie, nous nous intéressons aux applications tri-harmoniques, qui sont les

solutions de I’équation suivante

73 (0) = A1 (¢) — TryRY (A7 (9) ,d¢) dp — TryR™ (V7 (9),7(¢))ddp = 0. (47)

Pour les applications tri-harmoniques, le tenseur énergie impulsion du troisiéme ordre

est donné par

52(0) (X.7) = (317 (@ = h(A7(6).7(6) - Trh (VAT (6).d0) ) 9 (X.Y)

+h(VxAT(9),do (Y)) + h (VyAT (9) ,do (X)) = h(VxT(¢), VyT(9)).
(4.8)

Dans un premier résultat, nous avons calculé 'expression de 73 (¢) ot ¢ : (IR",g) —
(N™, h) (n > 3) est une application conforme de dilatation A.

Ce résultat nous a permis de donner une condition nécessaire et suffisante pour la trihar-
monicité de I'application conforme ¢ et de construire quelques exemples. Nous concluons
notre travail en calculant la trace du tenseur énergie impulsion pour toute application
conforme ¢ : (IR", g) — (N", h) (n > 3) de dilatation A, en conséquence, nous présentons

quelques cas particuliers.
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4.2 Applications tri-harmoniques conformes
Comme propriétés des applications conformes, nous avons les résultats suivants :

Proposition 4.2.1 ([1]) Soit ¢ : (M™,g9) — (N™, h), (n > 3)une application conforme
de dilatation A\, Pour tout XY € T'(TM), on a

Vydp(X) =X (InA)do(Y)+Y (InA)do (X)—g(X,Y)do (gradln N)+de (Vy X) . (4.9)
En particulier, pour tout f € C* (M), on obtient

Vydo (gradf) = dln A (gradf)de (Y) + Y (InX) do (gradf)

(4.10)
=Y (f)do (gradln \) + do (Vygradf) ,
et si f=1In\, l’équation devient
Vyd (gradln \) = |gradln N dé (V) + dp (Vygradln \) . (4.11)

Les équations (4.10]) et (4.11)) nous ameénent a la remarque suivante :

Remarque 4.2.1 Soit ¢ : (M"™,g) — (N",h), (n > 3) une application conforme de
dilatation \, Pour tout X,Y € I'(T'M) et pour tout f € C* (M), on a

h(Vxdg (gradf),de (Y)) = NdIn X\ (gradf) g (X,Y) + N\g (Vxgradf,Y) (12
FAZX (INN)Y (f) = A2X (£)Y (In \) '

et

h(Vxdo (gradlnX),d¢ (Y)) = h (Vyde (gradln X),d¢ (X))
4.13
= N gradn > g (X,Y) + X2g (Vxgradln\,Y). 19

Pour étudier la triharmonicité d’une application conforme, nous avons besoin du théo-

réme suivant :
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Théoréme 4.2.1 Soit ¢ : (M",g) — (N™, h), (n > 3)une application conforme de dila-
tation X, alors pour tout X € T' (T'M) et pour toute fonction f € C>® (M), on a
Try (V9)* dé (X) = dé (TryV?X) + (2 —n) X (In \) dé (gradIn \) + (AlnX) de (X)
+2d¢ (grad (X (In)))) — 2 (divX) d¢ (gradln X)

+2d¢ (V gradinxX) — 2d¢ (Vxgradln \),
(4.14)

Tr, (V?)° fdo (X) = fd¢ (TryV2X) + (2 = n) fX (InX) dg (gradln X) + f (Aln\) dg (X)
+ (Af)de (X) + 2fd (grad (X (In X)) — 2f (divX) do (gradin \)
+ 2£de (V graainaX) — 2fde (Vxgradln \) + 2X (In\) do (gradf)
+2dIn X (gradf) do (X) — 2X (f) dé (gradln X) + 2d¢ (V graas X ) -

(4.15)
et
Ric™ (d¢ (X),d¢(Y))do (Z) = (n—2)X (In\)Y (InX)de (2)
—(n—2)|gradln X\ g (X,Y) do (2)
—(n—2)g(Vxgradln\,Y)d¢ (Z)
—(AInA\)g(X,Y)do (2)
+Ric™ (X,Y)do (Z). (4.16)
Preuve.
Par définition, pour tout X € I' (T M), on a
Try (V9) dg (X) = V., Ve,dé (X) — Vi, dé (X). (4.17)

Par (£.9), on obtient
Ve, do (X) = X (InX)do (e;) + €; (InA) do (X) — g (X, ;) dg (gradIn A) + d¢ (V, X)),
ensuite
Ve, Vedd(X) = VX (In))do(e;)+ Vee; (InX)do (X)
—Ve,g(X,e;)dé (gradln \) + V. dé (V. X) .
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La forme explicite de la derniére équation est rapportée ci- dessous terme a terme, on a
Ve, X (InX)do(e;) = X (InX) Vi, do (e;) +e; (X (In X)) do (e;)
=X (InA\) V., do (e;) +ei (g (X, gradln X)) de (e;)
=X (In\) V,do (e;) + g (Ve,gradln X, X) do (e;)

=X (In\)V.,do (e
( l
dg (grad (X (InA))),

)

)

)
+g(gradin )\, V., X) do (e;

)

+g(gradln\, V., X)d

i)

)

+ d¢p (Vxgradln \)
)

+

— X (In\) V.,dé (e

Veei (InX) de (X) = e; (In ) Ve, do (X) + ¢; (e; (In \)) dop (X)
= Vradimrdd (X) + e; (e; (In X)) d (X)
= |gradn \|* dp (X) + do (V gragimnaX) + €; (e; (In X)) dop (X)
Ve.g (X, e)do (gradin ) = Vxdo (gradin \) + ¢; (g (X, e;)) dp (gradIn \)
= |gradIn \|* d¢ (X) 4 dé (Vxgradln \)
+9(Ve, X, e)dp (gradin \) + g (X, V,,e;) do (gradIn \)

et
Ve, do (VeiX) =g (gradln X, Ve,-X) do (e;) + d¢ (vgmdln A X)

— 9 (Ve, X, e;)do (gradin \) + do (V,, Ve, X)
= d¢ (grad (X (In\))) — dp (VxgradIn A) + dé (V gragmrX)
— g (Ve X, ;) do (gradln ) + dp (V,, Ve X)
qui nous donne
Ve, Vedd (X) = do (Ve, Ve, X) + X (InX) VO do (e;) + 2d6 (grad (X (In X))
+2d¢) (V graamaX) — 2d¢ (Vxgradln \) + e; (e; (In X)) do (X)  (4.18)
— 2(divX) de (gradln \) — g (X, Ve,e;) do (gradIn \) .
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Enfin, il est clair que

Ve.,edd (X) = X (InA)do (Vee:) + (Ve,e:) (In)) dop (X)
4.19
— g(X,Ve,e)do (gradln\) + do (VveieiX) . ( )

En remplacant (4.18]) et (4.19) dans (4.17)), on trouve que

Try (V?)* dp (X) = d¢ (TryV2X) + (2 —n) X (In\) do (gradIn \) + (Aln X) de (X)
+2d¢ (grad (X (In X)) — 2 (divX) do (gradIn \)
+ 2d¢ (Vgradln )\X) — 2d¢ (ngrad In )\) .

Pour le terme T'r, (V¢)2 fd¢ (X), un calcul simple nous donne
Try (V9)" fdo (X) = fTry (V*)"do (X) +2V540d6 (X) + (Af) dé (X) .

En utilisant I’équation (4.14)) et le fait que

Vf;mdquﬁ (X) =X (InX)do (gradf)+dIn X (gradf) d¢ (X)—X (f) dé (gradIn N)+do (V graar X) ,

nous concluons que

Tr, (W)2 fdo (X) = fdo (TryV?X) + (2—n) fX (InX)d¢ (gradln X) + f (AlnX) do (X)
+ (Af)do (X) +2fde (grad (X (In X)) — 2f (divX) dp (gradln N)
+2fdo (VgraamrX) — 2fde (Vxgradln N) +2X (InX) do (gradf)

+2dIn A (gradf) de (X) —2X (f) do (gradln X) + 2dp (V gragr X) -

Enfin, la preuve de 'équation (4.16]) est basée sur le résultat suivant (voir [1])

Ric™ (dg (X),do (V) = (n—2) X InA\) Y (InX) — (n — 2) [gradIn A2 g (X,Y) — (Aln\) g (X,Y)

—(n—2)g(Vxgradln\,Y) + Ric” (X,Y).
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Théoréme 4.2.2 Soit ¢ : (IR",g9) — (N, h), (n > 3)une application conforme de dila-
tation X\, le champ de tri-tension de ¢ est donné
73 (¢) = — (n—2)do (H (A)),
ot
H ()\) = grad (A*In\) + 2grad (A (JgradIn /\|2)) — (Aln \) gradAln A

—2(n—1)|gradin A]” gradAln A — 2 (Aln \) grad (Jgradin )\|2)
— 6 (n—2) |gradIn A|* grad (|gradIn A|*) — 3 (A%In\) gradln A
2(n —2) (Aln\) |gradln A]” gradIn X + (n — 2)* |gradIn \|* gradln A

(A

+
+2(Aln N\’ gradln A — (n +2) (A (JgradIn )\|2)) gradln

(n—2)(n+6)v

— nvgradA m,\g'r’ad In\ — 9 gmd(|gmd1n>\\2)

gradln A

+ 4V graamagradAIn A + 8V pqmagrad (|g7“ad In )\|2)

Preuve. Nous allons prouver ce théoréme en trois étapes. Par définition, nous avons
73 (¢) = A7 (¢) — TryRY (AT (¢) ,d¢) dp — TryRY (V7 (6),7 () do. (4.20)

Etape 1 : Dans la premiére étape, nous examinerons le premier terme de 1’équation

(4.20)). Depuis

AT (¢) = =Try (V?)

2

7(¢) = (n—2) Try (V)" d¢ (gradn X)
= (n—2)d¢ (gradAln)) + 2 (n — 2) d¢ (grad (|gradn A[*))
—(n—2)(Aln\) do (gradIn X) — (n — 2)* |gradIn A\|* do (gradln \)
ensuite
A7 (¢) = A(AT(9))
= (n —2) A(d¢ (gradAln \)) + 2 (n — 2) A (d¢ (grad (|gradn \|*)))
— (n—2)A((AlnA)dé (gradIn \)) — (n — 2)* A (|gradln A]* do (gradIn X)) .
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Pour les deux termes A (d¢ (gradAln X)) et A (d¢ (grad (|gradIn )\]2))) et en utilisant
'équation (4.14)), nous obtenons

A (d¢ (gradAln \)) = —Try (V?)* dé (gradAln X)
— —d¢ (gradA®In \) + (n — 2) dIn A (gradA In X) de (gradIn \)
— (Aln))dg (gradATn X) + 2 (A2In \) dé (gradIn )
—4d¢ (V gradin rgradAln \)

et

A (d¢ (grad (lgradin \?))) = —Try (V?)*do (grad (Jgradin AP))
= —d¢ (gradA (Jgradln )|*))
+(n—2)dIn ) (grad (|gradln A]*)) d¢ (gradIn \)
— (Aln)) do (grad (|gradln \)*))
+2 (A (lgradin A*)) d¢ (gradIn \)

—4de (ngdhl)\gmd (|gmd In )\|2)) )

Pour le terme A ((Aln\) d¢ (gradln X)), on a

A ((AIn A dg (gradin \)) = =Try (V9)* (Aln \) dé (gradIn \)
— — (Al ) Try (V) d¢ (gradin \) — (A%In X d¢ (gradIn A)
- 2v§mdA ¢ (gradIn X)
= — (Aln\)dé (gradAln\) — 2 |gradIn > do (gradAln \)
—2(Aln ) d¢ (grad (|gradIn )x\2)) + (Aln\)?do (gradln )
— (A%In ) dé (gradln )
+ (n—2) (Aln\)|gradin \* dé (gradIn \)
—2d¢ (Vgradamagradln X) .
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Enfin, pour le terme A (|gradIn A? do (gradln A)), un rendement de calcul similaire

A (|gradIn A2 do (gradln N) =-Tr, (V¢)2 \gradIn A|* do (gradln \)
= —|gradIn >\!2 Tr, (V¢)2 do (gradln \)
— (A (|gradIn )\\2)) do (gradln \)

VAL d¢ (gradln \)

grad(|gradin A|*)
= — |gradln \|* do (gradAln \)
— 4 |gradln | do (grad (|gradIn /\|2))
+ (AIn ) |gradln \|* dé (gradln \)
+ (n —2)|gradIn A|* d¢ (gradln \)

— (A (|Jgradn )x\2)) do (gradln \)

=206 (Y g tgradina?) 9700 I )
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On en déduit que le résultat final de cette premiére étape est donné par 1’équation

suivante
A7 (¢) = — (n —2)d¢ (gradA*In \) +n (n — 2) |gradIn \|* d¢ (gradAIn \)
2 (n — 2) do (gradA (|gradin A]*))
4(n —2)* |gradln \[* d¢ (grad (|gradln A]*))
—2) (A%In)\) do (gradIn \)
— (n—2) (AIn\)? d¢ (gradln \)
+(n—2) (n+2) (A (|]gradIn A[*)) d¢ (gradn )
—2(n—2)*(Aln)\) |gradin A]” d¢ (gradIn \)
— (n—2)*|gradIn \|* d¢ (gradIn ) (4.21)
+ (n—2)°dIn\ (gradAln \) d¢ (gradin )
n—2)*din\ (grad (|gradIn \]*)) d¢ (gradln \)

—8(n—2

)*

—4(n—2)do (VgradamargradAln \)
) dé (V graamrgrad (|gradin A%))
)d

2(
(
(
(

+2(n—2)do (VgragamagradInX)

+2(n—2)de ( gmd(lgmdln/\‘z)gradln A) .

Etape 2 : Dans cette étape, nous allons simplifier le terme Tr,RY (A7 (¢),d¢) d¢. En
utilisant I'expression de AT (¢), nous avons
Tr,RY (AT (¢),dp) dé = (n — 2) Tr,RY (d¢ (gradAln \), do) de
+2(n—2)TryRY (dqb (gmd (]gmdln )\]2)) ,d¢) do
— (n—2) (AIn \) Tr,RY (d¢ (gradIn \) , d¢) do

— (n—2)*|gradIin \* TryRY (d¢ (gradIn \) , d¢) d¢.
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De I'équation (|4.16]), nous obtenons

TryRN (d (gradAln\),d)dp = — (AlnX) de (gradAln \) —
(n — 2)|gradIn A]> d¢ (gradA In \)
+(n—2)dIn X (gradAln \) d¢ (gradln \) —
(n —2)dé (Vgrasamrgradln ),

Ainsi

TryRY (d¢ (grad (|gradin \*)) , d¢) d¢
= — (Aln\)d¢ (grad (|gradIn )\|2)) — (n—2) |gradln | d¢ (grad (|gradIn /\|2))

+ (n—2)dIn X (grad (JgradIn A?)) d¢ (gradln )

—(n—2)do <ngd(|gmdln/\|z)gmd In A)

et de plus

TryRY (d¢ (gradln \) ,d¢) dp = — (AIn\) d¢ (gradIn \)— d¢ (grad (|gradIn )\|2)) :

(n—2)
2
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Il s’ensuit que

TryRY (AT (¢),d¢) dp = — (n — 2) (AIn\) d¢ (gradAIn \) —
(n —2)* |gradIn \|” d¢ (gradAln \)
(n—2)(n—06)
* 2

(n—2)*(n —6)
2

+ (n—2)*dIn A (gradAln ) do (gradin )

(AlnA) do (grad (|gradIn A]%))

\gradIn A d¢ (grad (|gradIn )\|2))

+2(n—2)%dln X (grad (|gradIn )\|2)) d¢ (gradln \)
+ (n—2)* (Aln\) |gradln A" d¢ (gradin \)
+(n—2) (AlnX\)?dé (gradin )

—(n— 2)2 do (Vgraanmagradln )

= 2(n = 2" (i graainn?)97ad 10 A

Etape 3 : Pour compléter la preuve, nous allons développer le terme Tr,RY (V7 (¢) , 7 (¢)) d¢,
on a

TrgRY (V7 () ,7(8))do = RN (Ve,7(9),7(9)) dob (e:)
= (n—2)° RN (V. d¢ (gradln \) ,d¢ (gradln X)) do (e;) .

Utilisant le fait que
V., dé (gradln \) = |gradIn A]” do (e;) + d¢ (Ve,gradln \)

on obtient

Tr,RN (V7 (6),7(4)) dp = (n — 2)* |gradIn \|> RN (d¢ (e;) , dg (gradln N)) dé (e;)
+ (n—2)> RN (dp (Ve gradin \) ,do (gradln X)) do (e;) .
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L’équation (4.16) nous amene a

RN (do (e;),d¢ (gradIn \)) d¢ (e;) = — (Aln\) d¢ (gradln \)— (n ; 2)dgz§ (grad (JgradIn )x\2))

et

(n—2)

RN (d¢ (Ve,gradIn \) ,dé (gradIn \)) do (e;) = — 5

d¢ <Vgrad(|gradln )\|2)grad In A)
- % (Aln\)d¢ (grad (|gradIn )\|2)) :
ensuite

TryRN (V71 (¢),7(¢)) dp = — (n _2 2) (AlnX)de (grad (|gradIn )\\2))

3
_(n _2 2) \gradIn A|* do (grad (|gradIn /\|2))

—(n—2)*(Aln\) |gradin A]> dé (gradin \)

(n—2)°
2 d (vgmd(\gradlnw)gmd In /\> ,

Les résultats des trois étapes et I’équation ((4.20])) nous permettent de conclure que
75 (6) = — (n—2)do (H (V).
ou
H (X\) = grad (A*In\) + 2grad (A (JgradIn /\|2)) — (Aln\) gradAln A

—2(n—1)|gradin A]” gradAIn A — 2 (Aln \) grad (lgradin )\|2)

—6(n —2) [gradln A|? grad (JgradIn A|*) — 3 (A%In \) gradln A

+2(n—2)(Aln\) |gradn A gradln X + (n — 2)* |gradIn \|* gradIn A

+2(Aln))? gradln A — (n +2) (A (JgradIn A*)) gradIn A

(n—2)(n+6)

—nVgradgamagradln A — 5 ngd(|gmd1n,\\2)9md In A

+ 4V gradin 2gradAIn A + 8V y.qam agrad (|g’r’ad In )\|2)
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Une condition nécessaire et suffisante de la triharmonicité d’une application conforme

est donnée dans le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.3 Soit ¢ : (IR",g) — (N",h) (n > 3) une application conforme de dila-

tation X\, ¢ est tri-harmonique si et seulement si

grad (A*In\) + 2grad (A (|gradIn )\|2)) — (Aln ) gradAln A
—2(n— 1) |gradln A\|* gradAIn X — 2 (Aln\) grad (|gradIn A)?)
— 6 (n —2) |gradIn A]” grad (lgradIn )\|2) —3(A%In ) gradln A
+2(n—2)(Aln)\) |gradln A gradln A
+ (n—2)%|gradin A" gradIn X + 2 (AIn \)* gradIn A

—(n+2) (A (]gmd In )\]2)) gradIn A + 4V gaqmagradAln X — nV gqaamrgradIn A

(n—2)(n+6)
2

+ 8V gradmrgrad (|gradIn A[%) — Vgrad(lgradina?)9radn A = 0.

En particulier, nous prouvons que la tri-harmonicité de 'application conforme ¢ :
(IR",g) — (N™, h), (n > 3) ou ladilatation A est radiale (In A = «a(r) ,r = |z|and a € C*> (IR, IR))
est équivalente a une équation différentielle ordinaire du quatriéme ordre. Plus précisé-

ment, nous avons

Corollaire 4.2.1 Soit ¢ : (IR",g) — (N",h) (n > 3) une application conforme de di-
latation \ quand on suppose que In X est radial (In X = « (r),r = |z| et « € C* (IR, IR)).

Alors ¢ est tri-harmonique si et seulement si 5 = o vérifie I’équation différentielle ordi-
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naire suvante :

(n_ 1i§n_ 5)ﬁ// _ (n_ 11) 5/5//+ (n_ 1)66”

r

(n—1)

2
BW + B3 + 5333 +

-y -2z =3)y =IO e 00,9 g

73 r

_2(n- 11(2n + 1)525, ~ (3n+ 1:2(n - 1)55, — (n?+ 6n — 22) B (B)’ (4.22)

3(n—1)(n—3)

+(n—-2)7p"=0.

(n—1) (4n — 2) 4(n—1)°

r r

Preuve du Corollaire [4.2.1] Soit ¢ : (IR",g) — (N™,h), (n > 3) une application
conforme de dilatation A quand on suppose que In A est radiale. D’aprés le corollaire
4.2.2 ¢ est triharmonique si et seulement si

grad (A*In\) + 2grad (A (|gradIn )\|2)) — (Aln\) gradAln A

2 1) [gradIn A|* gradAIn XA — 2 (Aln\) grad (lgradin )\|2)

n

6 (n — 2) [gradln A grad (|gradn A|*) — 3 (A%In \) gradln A

—2(
— 6
+2(n—2)(Aln\)|gradn A]> gradln X + (n — 2)* [grad In \|* gradIn A
+2(Aln N gradln A

— (n+2) (A (Jgradin A]*)) gradIn A

+ 4V graamagradAIn A — nV g iaamagradln A

(n=2)(n+6)_

+ 8Vgradln)\grad (]grad In )\’2> - 2 grad(|gradln)\\2)

gradln A = 0.
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Un calcul rigoureux nous donne

0 9
grada =o' |gradaf = (), grad (lgradal®) = 20/’ <.

et

2(n—1
grad (A (lgradal®)) = <2a’a(4) + 60" a® + Ma’a(?’))

2(%—1) 12 2(71—1) ’on 0
— (") = ——a'd" | —.
<+ r (o) r? or
Ainsi, ¢ est triharmonique si et seulement si la fonction « satisfait ’équation différentielle
suivante
(n—1)(n—=5) @

2(n—1)
4 a4 5a/a® 4 5 a® — (n—11)a"a® +
r r r

3(n—-1)(n-3) , (-3)(n-1)

(Sn + 1>2<n B 1)0/0/1 -

(n—1) , @

(X( a o

— (4n —14) (a/)* a® — (a")* =10 (n — 2) (/) o

_ 2 (n — 1) (2n + 1) (O/)2 o —

r T

2

(n® +6n — 22) o' (o)

2(n—2)(n—1)

4(n—1)°

3 =D(n=3) , (n=D@n=2) o

- L @)+ (@)’




4.2 Applications tri-harmoniques conformes 93

Soit 8 = o/, la derniére équation est équivalente & ’équation différentielle du quatriéme

ordre
BY + Mﬁ(” +5880 + 112(” — g (- 11) 56" + (”%)55"
~(n gy g 20T VO A g DD gy (- g) g
2(n— 1)71(211—1—1)525,_ (3n+1r)2(n— Dy (a1 6n 22) (9
L 3= 1r)4(n—3)ﬁ+ (n — 1)r(5”4n_2)62+ 4(n7; s 2(n—22(n— 1) g

+(n—2)7p=0.

Comme conséquence du corollaire nous allons présenter quelques remarques qui
nous donnent une solution particuliére de 1’équation (4.22)) qui nous permet de construire

des applications triharmoniques.

Remarque 4.2.2 Recherche de solutions particulieres de type = 4 (a € IR*). Par
r

, on déduit que ¢ : (IR"\{0},g9) — (N™, h), (n > 3) est triharmonique si et seule-

ment st a est une solution de [’équation algébrique
(n —2)*a*+2(n —2) (n +4) a®+(Tn® — 24n + 52) a®+(6n% — 56) a+8 (n — 2) (n — 4) = 0.

Cette équation admet des solutions réelles si et seulement sin € {3,4,5,6}.

1. Sin = 3, on trouve a = ’S%E,a: ’E”T\m,a: #ﬁ et a = ’9’2‘/@.

Notons que pour tout a = #ﬁ ou a = %ﬁ toute application conforme

¢ : (R*\{0},9) — (N3 h) de dilatation \ = T5f’;m ou A = ﬁ (C > 0)

est btharmonique et triharmonique. Pour X = Tg_czm or A\ = Tgf;m, lapplication

conforme ¢ : (IR*\ {0}, g) — (N3, h) de dilatation \ = Cr=5" ou ) = L est
ro3

tri-harmonique non-biharmonique.
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2. Sin =4, les solutions sont a = =5, a = =2 et a = —1. Fora = =2 et a = —1,

Uapplication conforme ¢ : (IR*\{0},g) — (N h) de dilatation A = § ou A = €
(C' > 0) est biharmonique et triharmonique. Pour a = —5, l'application conforme

¢ : (R"\ {0}, 9) — (N* h) de dilatation \ = & is triharmonique non-biharmonigue.

S _ —114V73 _ -11-V73 __cC __cC
- Sin =35, On trowve a = =52 el a = =52 alors N = =7 0u N\ = v
T 6 s 6

(C > 0), il en résulte que pour toute application conforme ¢ : (IR°\ {0},g) —

(N>, h) de dilatation A\ = rn+Lm ou N = rlfm est tri-harmonique non-btharmonique.
. Le cas on =6 nous donnea= -2 eta=—1,s0 \=5 et A=< (C >0). Alors,

dans ce cas toute application conforme ¢ : (IR°\ {0},g) — (N h) de dilatation

A= % ou \ = % est tri-harmonique non-biharmonique.

Exemple 4.2.1 A partir de la 'remarque nous donnerons deux exemples

1. Pour a = —2, on peut citer 'exemple de l'inversion ¢ : IR™\ {0} — IR"\ {0}

definie par ¢ (r) = ‘x%, est une application conforme de dilatation \ = %2 on en
déduit que linversion est

— harmonique st et seulement si n = 2.

— tri-harmonique, btharmonique et non-harmonique si et seulement si n = 4.

— tri-harmonique non-btharmonique si et seulement si n = 6.

2. Le cas a = —1 donne la dilatation N = %, dans ce cas on considere [’application

conforme ¢ : IR™\ {0} — IR x S", donné en coordonnées polaires par ¢ (r,0) =
(Inr,0), pourr >0, 6 € S""! C IR". Cette application est

— harmonique st et seulement sin = 2.

— tri-harmonique, btharmonique et non-harmonique si et seulement si n = 4.

— tri-harmonique non-biharmonique si et seulement si n = 6.

On considére ¢ : (IR",g) — (N, h), (n > 3) une application conforme de dilatation A,

pour calculer la trace du tenseur énergie- impulsion S3 (¢), nous avons besoin de quelques

lemmes. Dans le premier lemme, on considére une variété riemannienne ((M",g) et on

donne une relation entre A [gradf|* pour toute fonction f € C° (M).
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Lemme 4.2.1 Soit (M™, g) une variété riemannienne, pour toute fonction f € C* (M),
on a

A |gradf)® = 2df (gradAf) + 2 |Vgradf|” + 2df (Ricci (gradf)) . (4.23)

Preuve du lemme . Soit (e;),<;<, une base orthonormée sur M, par définition on

a

A |g7"adf|2 =¢ (ei (|g7‘adf|2)) — (Ve,€i) (|gradf|2) )

Puis
Algradf|* = e; (e; (g (gradf, gradf))) — (Ve,e;) (g (gradf, gradf))
— 2¢; (g (Veugradf, gradf)) — 2 (9 (Vy,,e.gradf, gradf))
=29 (Ve, Ve gradf, gradf) + 2g (Ve,gradf, Ve,gradf)
—2 (g (Vv.,e,gradf, gradf))

= 2g (TTQVngdf, gmdf) +2|Vgradf|?,

qui nous donne

A |gradf)® = 2df (gradAf) + 2 |Vgradf|” + 2df (Ricci (gradf)) .

Lemme 4.2.2 Soit ¢ : (M™,g) — (N™,h), (n > 3) une application conforme de dilata-

tion \, on obtient

VT (9)]> =n(n—2)° A2 |gradin A|* + 2 (n — 2)> A2 (AIn \) |grad In A|”

(n—2)*
2

— (n—2)* \%dIn X (Ricci (gradln X))

+ XA (Jgradin A*) — (n — 2)° X2dIn A (gradA Tn \) (4.24)
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et

(dp, VAT (¢)) = (n —2) (n — 1) A2dIn X (gradAIn \)
+ (n —2) (n+2) AN*dIn A (grad (|gradIn A|*))
—2(n—2)(n—1)A*(Aln ) [gradln A|* + 2 (n — 2) \2A (JgradIn A%
+(n—=2) A2 (A%InA) — (n —2) M2 (Aln\)* — n(n —2)* N? |gradIn A|*

+n(n—2) \2dIn X (Ricci (gradIn \)) + (n — 2) Ndiv (Ricci (gradIn \)) .
(4.25)

Preuve du lemme. Pour le terme |V7 (¢)[%, on a
V(@) = h(Ver (9), Ve (9)) = (0= 2 h(Ve,do (gradin\) , Ve, dg (gradIn \))
Utilisant le fait que
Ve.do (gradln \) = |gradln \|” d¢ (&) + d¢ (Ve gradln \)
on en déduit que

V7 (9)* = (n—2)" h (lgradln A" do (e;) , |grad I A" do (e;)
+2(n—2)%h(lgradIin \[* d¢ (e;) ,dp (V,gradln \))
+(n—2)*h(d¢ (Ve.,gradin ) ,dp (V. gradln X))
=n(n—22X|gradln \|* + (n — 2)* A2 |Vgradln \|?

+2(n—2)°X2(Aln\) [gradln A .

D’aprés le lemme 4.2.1], on a

1
\Vgradln \|” = §A (lgradIn )\|2) —dIn A (gradAln \) — dIn X (Ricci (gradln N)) ,
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il s’ensuit que
V7 (0))> = n(n—2)? A2 |gradln A|* + 2 (n — 2)> A2 (AIn \) [gradln A

(n —2)”
2

— (n—2)* \%d1n X (Ricci (gradin \)) .

+ XA (lgradin A*) — (n — 2)* A*dIn A (gradAln \)

Regardons maintenant le terme (d¢, VAT (¢)), nous avons
(dp, VAT (¢)) = h(d¢ (e:), Ve, AT (9)).
D’aprés le théoreme {2.1], on obtient
AT () = (n —2)d¢ (gradAln ) + 2 (n — 2) d¢ (grad (|gradIn \[*))
— (n—2) (Aln\)d¢ (gradln \)
— (n—2)%|gradln N d¢ (gradIn \) 4+ (n — 2) d¢ (Ricci (gradIn \))

ensuite
(dp, VAT (¢)) = (n —2) h(do (e;) , Ve,dg (gradAln A))

+2(n—2)h(d¢(e;), Ve, do (grad (|gradIn )\|2)))
—(n—2)h(dp(e;),Ve, (AlnA)do (gradln X)) —

(n — 2)2 h (d¢ (€i), Ve, |gradln M? do (gradin )\))

+ (n—2)h(do(e;), Ve, do (Ricci (gradln X)) .
Le développement de chaque terme de cette derniére équation donne
h(d¢ (e;),Ve,do (gradAln X)) = nA*dIn A (gradAlnX) + A\* (A*In))
h (dgb (€i),Ve,do (grad (|gmd In )\\2))) =n\3dIn \ (grad (|gmd In )\|2))+)\2A (|g7"ad In /\|2) ,
h(dg(e;), Ve, (AlnA)dé (gradln X)) = (Aln ) h(do (e;), Ve, do (gradln X))
+ h(do(e;),e; (AlnX)do (gradlnN))
=nA2 (Aln ) [gradin A? + X2 (Aln )2
+ A2dIn A (gradAln \),
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h (d¢ (e;), Ve, |gradin M? do (gradin A)) = |gradin A h(do (e;), Ve, dp (gradln \))

+ h (do (e;) , e; (|gradin )\]2) d¢ (gradln X))
= A2 |gradln \|* + A2 (Aln \) |gradln \)?
+ A*dIn A (grad (|gradIn /\|2))

et
h(de (e;), Ve,dé (Ricci (gradln \))) = nA\*dIn X (Ricci (gradIn \))

+ A% (div (Ricci (gradIn \))) .

Nous concluons que

(dp, VAT (¢)) = (n—2) (n — 1) N2dIn A (gradAln \)
+(n—2) (n+2) \2dIn A (grad (|gradin \]*))
—2(n—2)(n—1)A*(Aln ) [gradln A|> + 2 (n — 2) \2A (JgradIn A%
+(n—=2) 22 (A%InA) — (n —2) M2 (AlnA)* — n (n —2)* N? |gradIn A|*
+n(n—2) \2dIn X (Ricci (gradIn \)) + (n — 2) N div (Ricci (gradIn \)) .

Théoréme 4.2.4 Soit ¢ : (R",g9) — (N™ h), (n > 3) une application conforme de

dilatation A, alors

(n—2)* (n—4)
2

+(n—2)° \2dIn X (grad (|gradIn )\|2))

TrySs (¢) = — NdIn A (gradAln \)

(n —2)* (n — 10)
4

+(n—22X(AIn)N)’ +2(n—2)° A2 (Aln\)|gradln \?

—(n—2)" 22 (A%In)) + AA (|gradin A%

—92)?
%v lgradln A|*.
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Preuve du théoréme Par définition, pour tout champs de vecteurs X,Y on a

50(0) (0Y) = (JIVr O)F - (7 (6). A7 (6) - (40, VAT (6) ) 9 (X.7)
4R (d9 (X), Vy Ar (6)) + h (d6 (Y) . TxAr () — h (Vi (6) . T (6).
ensuite
1 2
Try50(0) = (5197 (O)F = h(7 (0). A7 (6)) = (05, VA7 (0) )
+2Tryph (do, VAT (9)) — [V ()",
qui nous donne

n—2
2

TrySs(¢) = VT (9)]* = nh (1 (9), A7 (9)) = (n—2) (do, VAT (9)) . (4.26)

Les termes |V7 (¢)]” et (d¢, VAT (¢)) sont calculés dans le Lemmem pour le terme
h(7(¢),AT(¢)), on a

7(¢) = (2—n)d¢ (gradin X)
et
AT () = (n —2)dp (gradAln ) + 2 (n — 2) d¢ (grad (|gradIn A[*))

—(n—2)(Aln\) do (gradIn X) — (n — 2)* |gradIn \|* d (gradIn \)

il s’ensuit que

h(T(8),A7(8) = — (n—2)? N’dIn A (gradAln \) — 2 (n — 2)* \*dIn A (grad (|gradIn \|*))

+(n =22 (AlnN) [gradIn A + (n — 2)° \? |gradIn \|* .
(4.27)
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Par les équations (4.24)), (4.25)) et (4.27)), on en déduit que

(n—2)*(n—4)
2

+(n—2)° \2dIn X (grad (|gradIn )\|2))

TrySs (¢) = — MdIn A (gradAln \)

n —2)* (n — 10)
4

+(n =22 (AInN)?+2(n—2)° A2 (Aln ) [gradln A|”

— (n—2)* )2 (A%In M) + ( NA (|gradn )\]2)

n(n—2)°

5 A2 gradln A" .

+

Corollaire 4.2.2 Soit ¢ : (IR",g) — (N™ h), (n > 3) une application conforme de

dilatation X, alors T'rySs (¢) = 0 si et seulement si

—1
A’ln )\ — WA (lgradin A*) — 2 (n —2) (Aln\) |gradln A]”

(n—4)
2

2_”(”_2)

— (AlnX) lgradIn A|* +

dIn A (gradAln \)

— (n—2)dIn X (grad (JgradIn )\\2)) = 0.

De plus, si on suppose que In X est radiale (In\ = a(r),r = |z| et « € C* (IR, IR)), on
en déduit que TrySs (¢) = 0 si et seulement si B = o satisfait I’équation différentielle

ordinaire sutvante :

5(3)+2(n_1)5(2)+355(2)+ (”—1)2(”—3)ﬁ/+(”—1)55/
S g a g g - D 429
3(n—2)(n—1)ﬁ2 2(n—1)(n—2)53_n(n—2)54:0
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Remarque 4.2.3 Cherchons des solutions particuliéres de l’équation qui s’écrivent

sous la forme = % (a € IR"), on trouve l’équation algébrique suivante
a®n? — 2a’n + 4a*n* — 20a*n + 24a® + 3an® — 6an — 16a + 4n* — 24n + 32 = 0.

Exemple 4.2.2 A partir de la remarque nous donnerons deux exemples
1. Pour a = —2, on peut citer 'exemple de l'inversion ¢ : IR™\ {0} — IR"\ {0}

définie par ¢ (x) = # c’est une application conforme de dilatation \ = T% Nous

concluons que T'rySs (¢) = 0 si et seulement si n = 10.
2. Le cas a = —1 donne la dilatation N = %, dans ce cas on considere [’application
conforme ¢ : R™\ {0} — IR x S"7!, donné en coordonnées polaires par ¢ (rf) =

(Inr,0), pourr > 0,0 € S*™* C IR", en déduisons que Tr,S3 (¢) = 0 si et seulement

stn=3 oun=~0.
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