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Résumé 
 

 
 
 

 

" الرتابة وصيغ  ثنائية  تطبيقات    p- تطبيقات التوافقية،  p- التوافقية ثنائية " 
 :الملخص 

 للتطبيق الثنائي التوافق توصيف في نجحنا حيث الثنائية التوافقية التطبيقات درسنا ، الأطروحة هذه من الأول  الجزء في

 .الإقليدي الفضاء في الخصوص وجه على التوافقية. الثنائية -p- للتطبيقات جديدة أمثلة ببناء لنا سمحت النتيجة هذه ، المطابقة

 

 

  . الصيغة هذه تطبيقات نتائج بعض إعطاء خلال من ، الرتابة معادلة بإثبات مهتمون  نحن ، الثاني الجزء في

  ، التوافقية. الثنائية -p- للتطبيقات ، مطابق تطبيق ،التوافقية ثنائية التطبيقات  ,توافقية تطبيقات :مفتاحية كلمات

 
 

« Applications  p-biharmoniques,  bi-p-harmoniques et les formules de monotonie  » 

Résumé : 

 

Dans la première partie de cette thèse, nous avons étudié les applications bi-p-harmoniques où nous 

avons réussi à caractériser la bi-p-harmonicité d’une application conforme, ce résultat nous a permis de 

construire de nouveaux exemples d'applications bi-p-harmoniques en particulier sur l'espace euclidien. 

 

Dans la deuxième partie, nous nous intéressons à la démonstration de la formule de monotonie, en 

donnant quelques résultats d’applications de cette formule.  

 

Mots clés : Applications harmoniques, applications biharmoniques, applications conformes et 

applications bi-p-harmonique. 

 

« p-biharmonic maps  , bi-p-harmonic maps and monotonicity formula » 
Abstract : 

In the first part of this thesis, we studied the bi-p-harmonic maps where we succeeded in 

characterizing the bi-p-harmonicity of a conformal map, this result allowed us to construct new 

examples of bi-p-harmonic maps  in particular on Euclidean space. 

In the second part, we are interested in the proof of the monotonicity formula, by giving 

some results of applications of this formula. 

Key words : Harmonic maps , biharmonic maps, conformal maps, bi-p-harmonic maps. 

 



Table des matières

1 Applications harmoniques et bi-harmoniques 10

1.1 Rappels de géométrie riemannienne . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1.1 Dé�nitions et notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1.2 Théorème de divergence . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.1.3 Fibré inverse (Pull-back) . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.1.4 Seconde forme fondamentale . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.1.5 Troisième forme fondamentale . . . . . . . . . . . . . 16

1.2 Equations d'Euler-Lagrange . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.3 Applications harmoniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3.2 Tenseur énergie-impulsion . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.3.3 Champ de tension et tenseur énergie-impulsion d'une

application conforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.3.4 Formule de monotonie pour les applications harmo-

niques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.4 Applications biharmoniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.4.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.4.2 Tenseur bi-énergie impulsion . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.4.3 Tenseur bi-énergie-impulsion d'une application conforme 25

1.4.4 Champ de bi-tension d'une application conforme . . . . 25

1.4.5 Formule de monotonie pour les applications biharmo-

niques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2 Applications p-harmoniques et bi-p-harmoniques 27

2.1 Applications p-harmoniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1



TABLE DES MATIÈRES 2

2.1.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.1.2 Première variation de de la p-énergie . . . . . . . . . . 28

2.1.3 Deuxième variation de la fonctionnelle p-énergie . . . . 30

2.1.4 Applications p-harmoniques stables . . . . . . . . . . . 33

2.1.5 Tenseur p-énergie impulsion . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.2 Applications bi-p-harmoniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.2.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.2.2 Première variation de la bi-p-énergie . . . . . . . . . . 38

2.2.3 Tenseur bi-p-énergie impulsion . . . . . . . . . . . . . . 43

2.3 Bi-p-harmonicité des applications conformes . . . . . . . . . . 44

2.3.1 Champ de bi-p-tension d'une application conforme . . . 44

2.3.2 Tenseur bi-p-énergie-impulsion d'une application conforme 57

2.3.3 Le cas d'un di�éomorphisme conforme . . . . . . . . . 60

3 Quelques résultats sur les applications p-biharmoniques. 64

3.1 Généralités sur les applications f -harmoniques et f -biharmoniques 64

3.1.1 Applications f -harmoniques . . . . . . . . . . . . . . . 64

3.1.2 Applications f -biharmoniques . . . . . . . . . . . . . . 65

3.2 Applications p-biharmoniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3.3 La p-biharmonicité des applications conformes . . . . . . . . . 67

3.3.1 Le cas d'un di�éomorphisme conforme . . . . . . . . . 72

3.3.2 Le tenseur p-bi-énérgie impulsion . . . . . . . . . . . . 76

3.4 Formule de monotonie pour les applications p-harmoniques . . 81

3.5 La formule de monotonie pour les applications p-biharmoniques 84



Remerciements

Je ne peut �naliser ce modeste travail sans remercier les personnes ayant

contribué à sa réalisation. Je commence par le personne sans qui cette thèse

n'aurait pas vue le jour, j'ai nommé mon directeur de thèse le professeur

Ouakkas Seddik. J'ai eu le plaisir de beaucoup apprendre auprès de lui, je

le remercie pour sa patience et son investissement lors de la rédaction de ce

manuscrit.

Je remercie les membres du jury, à commencer par Dr. Benziadi Fatima

qui a accepter de le présider. Ma gratitude va également aux examinateurs :

Prof. Belarbi Lakehal et Dr. Elhendi Hichem qui ont eu la gentillesse et la

patience d'évaluer ce travail.

Ma reconnaissance va également à toute personne ayant participer d'une

quelque façon, à la réalisation de cette thèse, en particulier Mr. Zaglaoui

Ahmed pour son soutient et son aide concrète.

Je termine par un vif hommage à mes très chers parents, qui ont toujours

été la pour moi, au même titre que ma femme, et mes frères.

3



Introduction.

Les applications harmoniques et biharmoniques ont fait l'objet de plu-

sieurs papiers ces dernières années, notamment la construction de telles ap-

plications.

Etant donné φ : M −→ N une application lisse, entre deux variétés rieman-

niennes (M, g) et (M, g). Les applications harmoniques et biharmoniques

sont respectivement dé�nies comme étant les points critiques des fonction-

nelles énergie et bi-énergie. Ces fonctionnelles dé�nies comme suit :

E(φ) =
1

2

∫
D

|dφ|2dvg,

et

E2(φ) =
1

2

∫
D

|τ (φ) |2dvg,

où dvg la mesure de M associée à la métrique g et |dφ| est la norme de

Hilbert-Schmidt de la di�érentielle dφ.

Les équations d'Euler-Lagrange, nous permettent de dé�nir respectivement

l'équation d'harmonicité et de biharmonicité par :

τ (φ) = Trg (∇dφ) = 0,

τ2 (φ) = −Trg(∇φ)2τ (φ)− TrgRN (τ (φ) , dφ) dφ = 0,

où τ (φ) et τ2 (φ) sont le champ de tension et de bitension de φ respectivement.

Soient p ∈ M , (U, xi) un système de coordonnées locales au-dessus de p et

(V, yα) un système de coordonnées locales au-dessus de φ(p). La restriction

de τ(φ) à U s'écrit alors :

τ (φ)α = ∆φα + gijΓαβγ
∂φβ

∂xi

∂φγ

∂xj
, 1 ≤ α ≤ n.

4
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et la restriction de τ2(φ) à V s'écrit :

τ2 (φ) =gij
( ∂2τσ

∂xi∂xj
+ 2

∂τα

∂xj

∂τβ

∂xj
NΓσαβ + τα

∂2φβ

∂xi∂xj
NΓσαβ

+ τα
∂φβ

∂xi

∂ NΓσαβ
∂xj

+ τα
∂φβ

∂xi

∂φυ

∂xj
NΓραβ

NΓσυρ

− Γkij

(
∂τσ

∂xk
+ τα

∂φβ

∂xk
NΓσαβ

)
− τυ ∂φ

α

∂xi

∂φβ

∂xj
NRσ

βαυ

) ∂

∂yσ
◦ φ.

Ces deux dernières équations montrent que les applications harmoniques

(resp. biharmoniques) sont les solutions d'un système elliptique non linéaire

du second (resp. quatrième) ordre.

Pour les applications harmoniques, on cite une généralisation donnée par

les applications p-harmoniques, qui sont les points critiques de la fonctionnelle

p-énergie :

Ep(φ) =
1

p

∫
D

|dφ|pvg.

Ces applications satisfont l'équation d'Euler-Lagrange associée à Ep, qui est

équivalente à la nulleté du champ de p-tension de φ suivant

τp (φ) = divM(|dφ|p−2 dφ) = |dφ|p−2 {τ (φ) + (p− 2) dφ (grad ln |dφ|)} .

Le but principal de cette thèse est de présenter deux généralisations des

applications biharmoniques. La première généralisation concerne les appli-

cations bi-p-harmoniques, qui sont les points critiques de la fonctionnelle

bi-p-énergie associée à φ, donnée par :

E2,p(φ) =
1

2

∫
D

|τp(φ)|2vg,

et qui sont les solutions de l'équation suivante :

τ2,p (φ) =− |dφ|p−2 TrgRN (τp (φ) , dφ) dφ− Trg∇φ |dφ|p−2∇φτp (φ)

− (p− 2)Trg∇φ
(
|dφ|p−4 dφ

〈
∇φτp (φ) , dφ

〉)
= 0,

où τ2,p(φ) est appelé le champ de bi-p-tension de φ.

La deuxième généralisation est celle des applications p-biharmoniques qui

sont les points critiques de la fonctionnelle p-bi-énergie :

Ep,2(φ) =
1

p

∫
M

|τ (φ) |pdvg,
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ces applications sont les solutions de l'équation suivante :

τp,2 =
−2

p
∆
(
|τ (φ) |p−2τ (φ)

)
− 2

p
|τ (φ) |p−2TrgR(τ (φ) , dφ)dφ

= 0

Cette thèse se décompose en trois chapitres. Dans le premier chapitre on

donne un rappel géométrique de quelques notions de variétés riemanniennes,

en particulier la géométrie associée à l'espace �bré tangent inverse et la

connexion induite, et on rappelle quelques concepts concernant les appli-

cations harmoniques et biharmoniques.

Dans le deuxième chapitre, on s'intéresse à la première généralisation

donnée les applications bi-p-harmoniques, on rappelle les principaux résul-

tats des applications p-harmoniques, les tenseurs p-énergie impulsion et le

tenseur bi-p-énergie impulsion, ainsi que la relation entre ces tenseurs et les

applications p-harmoniques et bi-p-harmoniques. Comme premier résultat,

nous avons établit une relation entre τ2,p (φ) et τp (φ), donnée par la propo-

sition suivante :

Proposition 1. Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞,

alors la relation entre τ2,p (φ) et τp (φ) est donnée par l'équation suivante :

τ2,p (φ) =− |dφ|p−2
(
Trg

(
∇φ
)2
τp (φ) + TrgR

N (τp (φ) , dφ) dφ
)

+ (p− 2) |dφ|p−4 〈∇τp (φ) , dφ〉 dφ
(
grad

(
ln |dφ|2

))
− (p− 2) |dφ|p−4 dφ (grad 〈∇τp (φ) , dφ〉)
− (p− 2) |dφ|−2 〈∇τp (φ) , dφ〉 τp (φ)

− (p− 2)

2
|dφ|p−2∇φ

grad(ln|dφ|2)
τp (φ) .

Le but principal de ce chapitre est l'étude de la bi-p-harmonicité des

applications conformes, on a obtenu un résultat qui la caractérise en fonction

uniquement de la dilatation. Nous calculons le champ de bi-p-tension d'une

application conforme, nous obtenons :

Théorème 1.

Soit φ : (Mn, g) −→ (Nn, h) (n ≥ 3) une application conforme de dilata-

tion λ, alors la bi-p-tension de φ est donnée par :

τ2,p (φ) = (n− p)np−3λ2p−4dφ (H (λ, n, p)) ,
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où

H (λ, n, p) = (n+ p− 2) grad (∆ lnλ)

− (n2 − 5np+ 4n− 2p2 + 8p− 8)

2
grad

(
|grad lnλ|2

)
− (p− 1)

(
n2 − 3np+ 4n− 2p2 + 8p− 8

)
|grad lnλ|2 grad lnλ

− 2
(
n− p2 + 3p− 2

)
(∆ lnλ) grad lnλ+ 2nRicci (grad lnλ) .

Puis, nous calculons le tenseur bi-p-énergie impulsion d'une application conforme,

nous montrons que sa trace ne dépend que de la dilatation λ, nous avons le

théorème suivant :

Théorème 2. Soit φ : (Mn, g) −→ (Nn, h) une application conforme de

dilatation λ, alors on a

S2,p (φ) (X, Y ) = (p− n) (n− p+ 2)np−3λ2p−2 (∆ lnλ) g (X, Y )

+
p− n

2
np−3λ2p−2

(
n (n+ p− 4)− 2 (p− 2)2

)
|grad lnλ|2 g (X, Y )

− 2 (p− n)np−2λ2p−2 (∇d lnλ (X, Y )− (p− 2)X (lnλ)Y (lnλ)) ,

Il suit que

TrgS2,p (φ) = − (p− n)2 np−2λ2p−2T (λ) ,

où

T (λ) = ∆ lnλ+
n (n+ p− 4)− 2 (p− 2) (p− 4)

2 (n− p)
|grad lnλ|2 .

En�n, on a étudié la bi-p-harmonicité de l'application inverse ,en donnant

la condition nécessaire pour qu'un di�éomorphisme conforme et son inverse

soient bi-p-harmoniques. Ces résultats nous ont permis de construire quelques

exemples applications bi-p-harmoniques.

Le travail réalisé dans ce chapitre a fait l'objet d'un papier intitulé " on the

bi-p-harmonic maps and the conformal maps", publié dans la revue "Facta

Universitatis. Series : Mathematics and Informatics" (2021).

Le troisième chapitre est consacré à l'étude des applications p-biharmoniques,

on donne tout d'abord la relation entre τp,2 (φ) et τ2 (φ) par la formule sui-
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vante :

τp,2 (φ) =
2

p
|τ (φ)|p−2 τ2 (φ)− p− 2

p
|τ (φ)|p−4 ∆

(
|τ (φ)|2

)
τ (φ)

− (p− 2) (p− 4)

2p
|τ (φ)|p−6

∣∣grad (|τ (φ)|2
)∣∣2 τ (φ)

− 2 (p− 2)

p
|τ (φ)|p−4∇φ

grad(|τ(φ)|2)
τ (φ) .

Dans la première partie de ce chapitre, nous présentons une caractérisations

de la p-biharmonicité des applications conformes. Cette caractérisation est

donnée, par le théorème suivant :

Théorème 3. Soit φ : (Mn, g) −→ (Nn, h), (n ≥ 3) , une application conforme

de dilatation λ. Alors φ est p-biharmonique si et seulement si

|grad lnλ|4 grad (∆ lnλ)− (n− 4p+ 2)

2
|grad lnλ|4 grad

(
|grad lnλ|2

)
+ (p− 2)2 |grad lnλ|2 d lnλ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
grad lnλ

+ (p− 2) |grad lnλ|2∇grad
(
|grad lnλ|2

)grad lnλ

+
p− 2

2
|grad lnλ|2 ∆

(
|grad lnλ|2

)
grad lnλ

+
(p− 2) (p− 4)

4

∣∣grad (|grad lnλ|2
)∣∣2 grad lnλ

+
(
p2 − 2p− n+ 2

)
|grad lnλ|6 grad lnλ

+ (p− 4) |grad lnλ|4 (∆ lnλ) grad lnλ

+ 2 |grad lnλ|4Ricci (grad lnλ) = 0.

En calculant le tenseur p-bi-énérgie impulsion d'une application conforme,

nous obtenons :

Théorème 4. Soit φ : (Mn, g) −→ (Nn, h) une application conforme de

dilatation λ, alors on a

S2,p (φ) (X, Y )

=
p− n

2
np−3λ2p−2

(
n (n+ p− 4)− 2 (p− 2)2

)
|grad lnλ|2 g (X, Y )

+ (p− n) (n− p+ 2)np−3λ2p−2 (∆ lnλ) g (X, Y )

− 2 (p− n)np−2λ2p−2 (∇d lnλ (X, Y )− (p− 2)X (lnλ)Y (lnλ)) ,
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et la trace de S2,p (φ) est donnée par :

TrgS2,p (φ)

=
p− n

2
np−2λ2p−2 (n (n+ p− 4)− 2 (p− 2) (p− 4)) |grad lnλ|2

− (p− n)2 np−2λ2p−2 (∆ lnλ) .

En�n, nous donnons une condition nécessaire pour qu'un diféomorphisme

conforme et son inverse soient p-biharmoniques.

Dans la deuxième partie, on a réussi à démontrer des formules de mono-

tonie pour les applications p-harmoniques et p-biharmoniques, en se basant

sur le fait que :

divSp (φ) = −h (τp (φ) , dφ)

et

divSp,2(φ) = −h (τp,2(φ), dφ)− p− 2

2p
|τ (φ)|p−2 d

(
|τ (φ)|2

)
.

on a obtenu les résultats suivants :

Théorème 5. φ : Bm
R −→ (N, h) une application p-harmonique, alors :

m− p
p

∫
Bmr

|dφ|p dx =

∫
∂Bmr

r

(
1

p
|dφ|p − |dφ|p−2

∣∣∣∣dφ( ∂

∂r

)∣∣∣∣2
)
dσ, r < R.

Théorème 6. φ : Bm
R −→ (N, h) une application bi-p-harmonique, alors :

4−m
p

∫
BmR

|τ (φ)|p dx− p− 2

p2

∫
BmR

r
∂

∂r
(|τ (φ)|p) dx

= −r
p

∫
∂BmR

|τ (φ)|p dσ − 2 (m− 2)

p

∫
∂BmR

|τ (φ)|p−2 h
(
τ (φ) , dφ

(
∂

∂r

))
dσ

− 2r

p

∫
∂BmR

|τ (φ)|p−2 ∂

∂r

(
h

(
τ (φ) , dφ

(
∂

∂r

)))
dσ

+
4r

p

∫
∂BmR

|τ (φ)|p−2 h
(
τ (φ) ,∇ ∂

∂r
dφ

(
∂

∂r

))
dσ.

Notons que, si on remplace p = 2 dans les résultats trouvés, on obtient les

formules de monotonie connues pour les applications harmoniques et bihar-

moniques.



Chapitre 1

Applications harmoniques et

bi-harmoniques

Ce premier chapitre se veut comme un bref rappel des applications harmo-

niques. On commence par énumérer les résultats préliminaires de géométrie

riemannienne qui seront utiles par la suite. Plus précisément dans l'études

des applications harmoniques et bi-harmoniques.

Dans toute la suite de manuscrit, et sauf mention contraire, M ( resp.

N) designe une variété de classe C∞ de dimension m (resp. n). On note

également C∞(M) l'ensemble des fonctions de réelles de classe C∞ et Γ(TM)

le C∞(M)-module des champs de vecteurs sur M .

1.1 Rappels de géométrie riemannienne

1.1.1 Dé�nitions et notations

1. Une métrique riemannienne g sur M est champ de (0, 2)-tenseurs sur

M tel que ∀x ∈ M , gx est un produit scalaire sur TxM . On dit que

(M, g) est une variété riemannienne de classe C∞ et de dimension m.

Une métrique g peut être vu comme une application C∞(M)-bilinéaire

de Γ(TM)× Γ(TM) à valeurs dans C∞(M).

Si (U, x1, . . . , xm) est un système de coordonnées locales au-dessus

10



1.1.1 Dé�nitions et notations 11

d'un ouvert U , la restriction de g à U peut s'écrire :

g =
m∑

i,j=1

gijdx
i ⊗ dxj

où gij sont des fonctions C∞ sur U , telles que gij = gji, ∀i, j ∈ N, on
note gij l'élément qui se trouve à l'intersection de la i-ème ligne et de

j-ème colonne de la matrice inverse de (gij)1≤i,j≤m.

Soit (Mm, g) une variété riemannienne, la métrique g induit :

2. Une unique connexion a�ne ∇M sans torsion i.e

∇M
X Y −∇M

Y X = [X, Y ] ,∀X, Y, Z ∈ Γ(TM)

et parallèle relativement à g i.e

X(g(Y, Z)) = g(∇M
X Y, Z) + g(Y,∇M

X Z), ∀X, Y, Z ∈ Γ(TM),

appelée la connexion de Levi- Civita de g ou de (M, g).

Dans un système de coordonnées locales (U, xi), on appelle les les

symboles de Christo�el de ∇M relativement à ce système, les fonc-

tions C∞ sur U dé�nie par : Γkij = dxk(∇M
∂
∂xi

∂
∂xj

). Elles sont données

explicitement par les formules :

Γkij =
1

2

m∑
l=1

gkl
(
∂gjl
∂xi

+
∂gil
∂xj
− ∂gij
∂xl

)
, i, j, k = 1, . . . , m.

3. Le tenseur de courbure RM de (M, g), ou de ∇M est dé�ni par :

RM(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ∇[X,Y ]Z.

Il vérife, en particulier, les identités suivantes :

RM(X, Y )Z +RM(Y, Z)X +RM(Z,X)Y = 0.

(∇XR
M)(Y, Z) + (∇YR

M)(Z,X) + (∇ZR
M)(X, Y ) = 0.

4. La courbure de Ricci :

RicM(X, Y ) = trg(Z 7−→ g(Rm(X,Z)Z, Y ).

On appelle tenseur de Ricci de (M, g) le champ de (1, 1)-tenseurs dé�ni

par :

g(RiccMX, Y ) = RicM(X, Y )
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5. La courbure sectionnelle d'un plan engendré par une famille g-orthonormée

{X, Y } est dé�nie par :

SectM(X, Y ) = g(RM(X, Y )Y, X).

6. Un isomorphisme de C∞(M)-modules :

# : Γ(T ∗M) → Γ(TM)

ω 7−→ ω#

dé�ni par g(ω#, X) = ω(X), pour tout X ∈ Γ(TM).

À l'aide de la métrique, on peut dé�nir les applications suivantes :

1. L'application gradient est dé�nie par :

gradM : C∞(M) −→ Γ(TM)

f 7−→ df#,

c'est-à-dire :

df(X) = X(f) = g(gradMf,X), pour toutX ∈ Γ(TM).

2. La divergence d'un champ de vecteurs X ∈ Γ(TM) est dé�nie par :

divM : Γ(TM) −→ C∞(M)

X 7−→ divMX = trg(Y 7−→ g(∇M
Y X, Y )).

Cette application peut s'étendre aux 1-formes di�érentielles et au un

champ de (0, 2)-tenseurs comme suit :

divMω = div(ω#),

(divMT )(X) = trg(Y 7−→ ∇Y T (X, Y )).

3. Le Laplacien est dé�ni par :

4M : C∞(M) −→ C∞(M)

f 7−→ 4Mf = divM(gradMf).
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4. La hessienne d'une fonction f ∈ C∞(M) est dé�nie par :

(HessMf) : Γ(TM)× Γ(TM) −→ C∞(M)

(X, Y ) 7−→ (HessMf)(X, Y ) = g(∇M
X gradMf, Y ).

Remarque 1.1.1. Dans une base orthonormée locale au-dessus d'un ouvert

U , on a :

1. divMX =
∑m

i=1 g(∇M
ei
X, ei).

2. divMω =
∑m

i=1(ei(ω(ei))− ω(∇M
ei
ei)).

3. (divMT )(X) =
∑m

i=1(ei(T (ei, X))− T (∇M
ei
ei, X)− T (ei, ∇M

ei
X)).

4. 4Mf = divMgradMf =
∑m

i=1(ei(ei(f))− (∇M
ei
ei)(f)), f ∈ C∞(M).

1.1.2 Théorème de divergence

Dé�nition 1.1.1. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n. On

appelle mesure de volume riemannienne, noteé vM ou vg, la mesure dé�nie

localement dans un repère par

vM =
√
det(gij)dx

1 ∧ . . . ∧ dxn

Exemple 1.1.1. On considére la variété R2 muni des coordonnées carté-

siennes (x, y) on a

g0 = dx2 + dy2,

et,

vg0 =
√
det(gij)dx ∧ dy = dx ∧ dy

On Considère la sphère S2 muni de la métrique :

g = dθ2 + sin2θdϕ2

alors,

vg =
√
det(gij)dθ ∧ dϕ = |sinθ|dθ ∧ dϕ

Proposition 1.1.1. (Théorème de divergence ). Soient D un domaine com-

pact à bord dans une variété riemannienne (M, g), ω une 1-forme et X un

champ de vecteurs, dé�nies sur un voisinage inclue dans D. Alors :∫
D

(div ω)vM =

∫
∂D

ω(n)v∂D et

∫
D

(div X)vM =

∫
∂D

g(X, n) v∂D,

où ∂D est le bord de D et n = n(x) est le vecteur unitaire normale à ∂D.
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Corollaire 1.1.1. Pour tout ω une 1-forme et X un champ de vecteurs à

supports compact dans un domaine D, alors :∫
D

(div ω)vM = 0 et

∫
D

(divX)vM = 0

1.1.3 Fibré inverse (Pull-back)

Dé�nition 1.1.2. Soit φ : M → N une application de classe C∞ entre deux

variétés di�érentiables. Le �bré inverse (Pull-back) est dé�ni par :

φ−1TN = {(x, v)|x ∈M, v ∈ Tφ(x)N}

=
⋃
x∈M

{x} × Tφ(x)N,

Une section sur φ−1TN est une application de classe C∞, V : M → TN tel

que Vx ∈ Tφ(x)N, ∀x ∈M . Notons par Γ(φ−1TN) l'ensemble des sections sur

φ−1TN .

Dé�nition 1.1.3. Soient M , N deux variétés di�érentiables, φ : M → N

une application de classe C∞, et ∇N une connexion linéaire sur N . La

connexion de Pull-back est une application :

∇φ : Γ(TM)× Γ(φ−1TN) −→ Γ(φ−1TN),

dé�nie par :

∇φ
X(Y ◦ φ) =

(
∇N
dφ(X)Y

)
◦ φ, ∀X ∈ Γ(TM), ∀Y ∈ Γ(TN).

Soient (U, xi), (V, yβ) deux systèmes de coordonnées locales au-dessus

d'un ouvert U ⊂ M et V ⊂ N respectivement telsque φ(U) ⊂ V , alors pour

tout X = X i ∂

∂xi
∈ Γ(TM) et ϕβ = yβ ◦ ϕ, on a

dφ(X) = X i∂φ
β

∂xi
∂

∂yβ
◦ φ ∈ Γ(φ−1TN)

et

∇φ
∂
∂xi
dφ(

∂

∂xj
) =

{
∂2φγ

∂xi∂xj
+
∂φα

∂xi
∂φβ

∂xj
Γγαβ ◦ φ

}
∂

∂yγ
◦ φ
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En e�et

∇φ
∂
∂xi
dφ(

∂

∂xj
) = ∇φ

∂
∂xi

∂φβ

∂xj
∂

∂yβ
◦ φ

=
∂2φβ

∂xi∂xj
∂

∂yβ
◦ φ+

∂φβ

∂xj
∇φ

∂
∂xi

∂

∂yβ
◦ φ

=
∂2φβ

∂xi∂xj
∂

∂yβ
◦ φ+

∂φβ

∂xj
∂φα

∂xi
(∇N

∂
∂yα

∂

∂yβ
) ◦ φ

=
∂2φβ

∂xi∂xj
∂

∂yβ
◦ φ+

∂φβ

∂xj
∂φα

∂xi
Γγαβ ◦ φ

∂

∂yγ
◦ φ.

Remarque 1.1.3.1. Soient M , N deux variétés di�érentiables, X, Y ∈
Γ(TM), V, W ∈ Γ(TN) et φ : M → N une application di�érentiable ; Si X

et V (resp. Y et W ) sont φ-conjugué i.e. dφ(X) = V ◦ φ et dϕ(Y ) = W ◦ φ,
alors :

∇φ
Xdφ(Y ) = (∇N

VW ) ◦ φ.

Proposition 1.1.2. Soit φ : M → N une application di�érentiable. Si

∇N une connexion linéaire compatible avec une métrique h sur N , alors la

connexion linéaire ∇φ est compatible avec la métrique hϕ sur φ−1TN . C'est

à dire, pour tous X ∈ Γ(TM) et V, W ∈ Γ(φ−1TN) on a :

X(hφ(V,W )) = hφ(∇φ
XV, W ) + hϕ(V,∇φ

XW ).

Démonstration. Soient X ∈ Γ(TM), V,W ∈ Γ(φ−1TN) et X̃, Ṽ , W̃ ∈
Γ(TN), tels que

dφ(X) = X̃ ◦ φ , Ṽ ◦ φ = V et W̃ ◦ φ = W

alors,
X(hφ(V,W )) = X(h(Ṽ , W̃ ) ◦ φ)

= X̃(h(Ṽ , W̃ )) ◦ φ
= h(∇N

X Ṽ , W̃ ) ◦ φ+ h(Ṽ ,∇N
XW̃ ) ◦ φ

= hφ(∇φ
XV,W ) + hφ(V,∇φ

XW ).

2

Proposition 1.1.3. Si ∇N une connexion sans torsion sur N , alors

∇φ
Xdφ(Y ) = ∇φ

Y dφ(X) + dφ([X, Y ]),

pour tous X, Y ∈ Γ(TM).
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Démonstration. Soit V,W ∈ Γ(TN) deux champs de vecteurs φ-conjugués

avec X et Y respectivement. On a :

[V,W ] ◦ φ = dφ ◦ [X, Y ]

∇N
VW = ∇N

WV + [V,W ]

d'où
∇φ
Xdφ(Y ) = (∇N

VW ) ◦ φ
= (∇N

WV + [V,W ]) ◦ φ
= ∇φ

Y dϕ(X) + dφ([X, Y ]).

2

1.1.4 Seconde forme fondamentale

Dé�nition 1.1.4. Soient (M, g), (N, h) deux variétés riemannienne et

φ : (M, g)→ (N, h) une application de classe C∞. La seconde forme fonda-

mentale de l'application φ est la dévrivée covariante de la 1-forme vectorielle

dφ, dé�nie par :

∇dφ(X, Y ) = ∇φ
Xdφ(Y )− dφ(∇M

X Y ),

pour tous X, Y ∈ Γ(TM).

Propriété 1.1.1. Soit φ : (M, g) → (N, h) une application di�érentiable.

La seconde forme fondamentale de l'application φ est une forme vectorielle

C∞(M)-bilinéaire symétrique. C'est à dire :

(∇dφ)(α.X, β.Y ) = αβ(∇dφ)(X, Y )

(∇dφ)(X, Y ) = (∇dφ)(Y,X)

pour tous (α, β ∈ C∞(M) et X, Y ∈ Γ(TM).

1.1.5 Troisième forme fondamentale

Dé�nition 1.1.5. Soit φ : (Mn, g)→ (Nn, h) une application de classe C∞.

La troisième forme fondamentale de φ est la dévrivée covariante de ∇dφ, elle
est dé�nie par :
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∇2dφ(X, Y, Z) = ∇X(∇dφ(Y, Z))−∇dφ(∇XY, Z)−∇dφ(Y,∇XZ),

où X, Y ∈ Γ(TM).

Proposition 1.1.4. Contrairement à la seconde forme fondamentale, la troi-

sième forme fondamentale n'est pas symétrique, nous avons :

∇2dφ(X, Y, Z) =∇2dφ(Z, Y,X) + dφ(RM(Z,X)Y )

−RN(dφ(Z), dφ(X)), dφ(Y ).
(1.1)

1.2 Equations d'Euler-Lagrange

Soit U un ouvert de Rn. Un lagrangien sur U est une fonction de classe

C∞ :

L : U × Rn × [t1, t2] 3 (x, y, t) 7−→ L(x, y, t) ∈ R.

Etant donné deux points x1, x2 ∈ U , le problème variationnel associé à L

consiste à chercher les courbes φ : [t1, t2] → U tracées dans U , telles que

φ(t1) = x1 et φ(t2) = x2, qui minimisent la fonctionnelle énergie :

E(φ) =

∫ t2

t1

L(φ(t), φ′(t), t)dt. (1.2)

Pour caractériser les fonctions φ : [t1, t2] → U recherchées, on considère la

variation φs(t) = φ(t) + s v(t) où s ∈ (−ε, ε) et v(t) une fonction non nulle,

sauf aux bornes t1 et t2, on alors :

v(t1) = v(t2) = 0, φs(t1) = φ(t1) = x1 et φs(t2) = φ(t2) = x2.

Théorème 1.2.1.

d

ds
E(φs)|s=0 =

∫ t2

t1

〈
v(t),

∂L

∂x

(
φ(t),

dφ

dt
(t), t

)
− ∂

∂t

(∂L
∂y

(
φ(t),

dφ

dt
(t), t

))〉
Rndt.

où <,>Rn désigne le produit scalaire standard de Rn et

∂L

∂x
=

(
∂L

∂x1
, . . . ,

∂L

∂xn

)
,
∂L

∂y
=

(
∂L

∂y1
, . . . ,

∂L

∂yn

)
.
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Démonstration. Soit ϕ : (−ε, ε)× [t1, t2]→ Rn une application dé�nie

par :

ϕ(s, t) = φs(t) = φ(t) + sv(t) (1.3)

d'après (1.2) et (1.3), on a :

d

ds
E(φs)|s=0 =

∫ t2

t1

∂

∂s
L(φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t)|s=0dt. (1.4)

comme

∂

∂s
L (ϕ(s, t),

∂ϕ

∂t
(s, t), t) =

n∑
i=1

∂ϕi

∂s
(s, t)

∂L

∂xi
(ϕ(s, t),

∂ϕ

∂t
(s, t), t)

+
n∑
i=1

∂

∂s
(
∂φi

∂t
)(s, t)

∂L

∂yi
(φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t)

(1.5)

En intégrant par parties, on trouve :∫ t2

t1

n∑
i=1

∂

∂s
(
∂φi

∂t
)(s, t)

∂L

∂yi
(ϕ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t)dt

=
n∑
i=1

∫ t2

t1

∂

∂t
(
∂ϕi

∂s
)(s, t)

∂L

∂yi
(ϕ(s, t),

∂ϕ

∂t
(s, t), t)dt

=
n∑
i=1

∂ϕi

∂s
(s, t)

∂L

∂yi
(ϕ(s, t),

∂ϕ

∂t
(s, t), t)|t2t1

−
n∑
i=1

∫ t2

t1

∂φi

∂s
(s, t)

∂

∂t
(
∂L

∂yi
(ϕ(s, t),

∂ϕ

∂t
(s, t), t))dt.

(1.6)

D'après les formules (1.3), (1.4), (1.5) et (1.6), on obtient :

d

ds
E(φs)|s=0 =

∫ t2

t1

〈
v(t),

∂L

∂x
(ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t)

〉
Rndt

+ {v(t),
∂L

∂y
(φ(t),

dφ

dt
(t), t)〉Rn|t2t1

−
∫ t2

t1

〈
v(t),

∂

∂t
(
∂L

∂y
(ϕ(t),

dφ

dt
(t), t))

〉
Rndt.

(1.7)

comme v(t1) = v(t2) = 0, on a :

d

ds
E(φs)|s=0 =

∫ t2

t1

〈
v(t),

∂L

∂x
(φ(t),

dφ

dt
(t), t)

〉
Rndt

−
∫ t2

t1

〈
v(t),

∂

∂t
(
∂L

∂y
(φ(t),

dφ

dt
(t), t))〉Rndt.
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2

Théorème 1.2.2. La courbe φ : [t1, t2] → U est un point critique pour la

fonctionnelle énergie E si, et seulement si :

∂L

∂x
(φ(t),

dφ

dt
(t), t)− ∂

∂t
(
∂L

∂y
(φ(t),

dϕ

dt
(t), t)) = 0. (1.8)

Ce système de n équations di�érentielles du second ordre s'appelle système

d'équations d'Euler-Lagrange.

Exemple 1.2.1. Soient U un ouvert de Rn, L : U×Rn×[t1, t2]→ R dé�nie

par :

L(x, y, t) =
y2

2
,

ici le lagrangien représente l'énergie cinétique.

E(φ) =
1

2

∫ t2

t1

(
dφ

dt

)2

dt

le système (1.6) est réduit à l'équation :

d2φ

dt2
= 0

les solutions des équations d'Euler Lagrange sont les droites a�ne (géodé-

siques) :

φ(t) = α t+ b, α, b ∈ Rn

1.3 Applications harmoniques

1.3.1 Généralités

Dé�nition 1.3.1. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes,D

un domaine compact de M. L'énergie d'une application φ ∈ C1(M,N) est

dé�nie par :

E(φ) =
1

2

∫
D

|dφ|2dvg. (1.9)
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où dvg la mesure de M associée à la métrique g et |dφ| est la norme de

Hilbert-Schmidt de la di�érentielle dφ dé�nie par :

|dφ|2 =
m∑
i=1

h(dφ(ei), (dφ(ei)).

(
{ei}mi=1 étant une base orthonormée locale sur (Mm, g)

)
.

Une application φ ∈ C∞(M,N) est dite harmonique si elle est point

critique de la fonctionnelle énergie (1.9), c'est-à-dire si elle est solution de

l'équation d'Euler- Lagrange associée à (1.9) :

τ (φ) = Trg (∇dφ) = 0, (1.10)

τ (φ) est appelé le champ de tension de φ, voir [14].

Remarque 1.3.1.1. Si (U, (xi)1≤i≤m) et (V, yα)1≤α≤n) sont deux systèmes

de coordonnées locales sur M et N respectivement, alors, la restriction de

τ (φ) à U s'écrit :

τ (φ)α = ∆φα + gijΓαβγ
∂φβ

∂xi

∂φγ

∂xj
, 1 ≤ α ≤ n (1.11)

où ∆ = 1√
|g|

∂
∂xi

(
√
|g|gij ∂

∂xj
) est le Laplacien sur (M, g) et Γαβγ sont les sym-

boles de Christo�el de ∇N dans (V, (yα).

Exemples 1.3.1. 1. Toute application constante φ : (Mm, g) −→ (Nn, h),

x 7−→ y0 est harmonique (dxφ = 0,∀x ∈M).

2. L'application identité IdM : (Mm, g) −→ (Mm, g), x 7−→ x est totale-

ment géodésique (c'est-à-dire ∇IdM = 0). Donc IdM est harmonique.

3. Soient (Mn, g) une variété riemannienne, f : (Mn, g) −→ R, une

fonction di�érentiable. Alors τ (f) = ∆(f), c'est-à-dire le champ de

tension est la généralisation du Laplacien pour les fonctions réelles.

4. L'application de Hopf φ : (R4, gR4) −→ (R3, gR3) dé�nie par

φ(z, w) = (|z|2 − |w|2, 2zw)

est harmonique. (gRn est la métrique euclidienne standard de Rn)
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1.3.2 Tenseur énergie-impulsion

Dé�nition 1.3.2. Soit φ : (Mn, g) −→ (Nn, h) une application de classe

C∞. Le tenseur énergie-impulsion de φ est le champ de tenseur symétrique

de type (0, 2) sur M dé�ni par :

S (φ) = e (φ) g − φ∗h,

où e (φ) = 1
2
|dφ|2 est la densité d'énergie de φ.

La relation de base entre le tenseur énérgie-impulsion et les applications

harmoniques est donnée par la formule suivante (voir [20]).

Théorème 1.3.1. Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe

C∞, alors :

[div S (φ)] (X) = −h (τ (φ) , dφ(X)) , ∀X ∈ Γ(TM).

Corollaire 1.3.1. Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe

C∞.

1. Si φ est harmonique, alors [divM S (φ)] = 0.

2. Si φ est une submersion et [divM S (φ)] = 0, alors φ est harmonique.

1.3.3 Champ de tension et tenseur énergie-impulsion

d'une application conforme

Dé�nition 1.3.3. Soient (Mn, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes,

une application φ ∈ C∞(Mn, Nn) est dite conforme s'il existe une fonction

λ : M −→ R+ de classe C∞ telle que pour tous X, Y ∈ Γ(TM) :

h(dφ(X), dφ(Y )) = λ2g(X, Y ).

La fonction λ est appelée la dilatation de l'application φ. Le champ de tension

et le tenseur énergie-impulsion d'une application conforme est donné par :

Remarque 1.3.1. Il est immédiat que l'énergie d'une application conforme

est égale à :

e(φ) =
1

2
|dφ |2 =

1

2
nλ2
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Proposition 1.3.1. Si φ : Mn → Nn est une application conforme, alors :

S(φ) =
(n− 2)λ2

2
g

Preuve : Soit (ei) une base locale orthonormale, on a :

S(φ)(ei, ej) = e(φ)g(ei, ej)− h(dφ(ei), dφ(ej))

=
1

2
nλ2g(ei, ej)− λ2g(ei, ej))

= (
1

2
nλ2 − λ2)g(ei, ej)).

2

Proposition 1.3.2. Si φ : Mn → Nn est une application conforme, alors le

champ de tension est donné par :

τ(φ) = (2− n)dφ(grad lnλ)

Preuve : Soit {e1, . . . , en} une base orthonormée sur M dé�nie dans

un voisinage d'un point x ∈ M telle que ∇M
ei
ej = 0 au point x, pour tous

i, j ∈ {1, . . . , n}. Au point x, on a :

h(τ(φ), dφ(ej)) =
n∑
i=1

h(∇φ
ei
dφ(ei), dφ(ej))

=
n∑
i=1

{ei(h(dφ(ei), dφ(ej)))− h(dφ(ei),∇φ
ei
dφ(ej))}.

Puisque φ est conforme de dilatation λ et ∇φ
ei
dφ(ej) = ∇φ

ej
dφ(ei), alors :

h(τ(φ), dφ(ej)) =
n∑
i=1

{ei(λ2)(g(ei, ej))− h(dφ(ei),∇φ
ej
dφ(ei))}

=
n∑
i=1

{2λ2(g(ei(lnλ)ei, ej))−
1

2
ej(h(dφ(ei), dφ(ei)))}

= 2λ2g(gradM lnλ), ej)− nλ2ej(lnλ)

= 2λ2g(gradM lnλ), ej)− nλ2g(gradM lnλ), ej)

= (2− n)λ2g(gradM lnλ), ej)

= (2− n)h(dφ(gradM lnλ), dφ(ej)).

2

Corollaire 1.3.2. Soit φ : Mm → Nn une application conforme, alors φ est

harmonique si, et seulement si n = 2 ou la dilatation λ est constante.
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1.3.4 Formule de monotonie pour les applications har-

moniques

Théorème 1.3.2. ([7]) φ : (Mm, g) −→ (N, h) une application harmonique.

Soit x0 ∈ M , alors pour toute boule Bm
r de centre x0 et de rayon r incluse

dans M , nous avons

m− 2

2

∫
Bmr

|dφ|2 dx = r

∫
∂Bmr

(
1

2
|dφ|2 −

∣∣∣∣dφ( ∂

∂r

)∣∣∣∣2
)
dσ, r < R.

1.4 Applications biharmoniques

1.4.1 Généralités

Dé�nition 1.4.1. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes et

D un domaine compact de M . La bi-énergie d'une application φ ∈ C2(M,N)

est dé�nie par :

E2(φ) =
1

2

∫
D

|τ (φ) |2dvg. (1.12)

Une application φ ∈ C2(M,N) est dite biharmonique si elle est point critique

de la fonctionnelle bi-énergie, c'est-à-dire si elle est solution de l'équation

d'Euler-Lagrange associée à (1.12), cette équation est équivalente à :

τ2 (φ) = −Trg(∇φ)2τ (φ)− TrgRN (τ (φ) , dφ) dφ = 0, (1.13)

où Trg(∇φ)2 = traceg
(
(X, Y ) 7−→ ∇φ

X∇
φ
Y − ∇

φ

∇MX Y

)
est le Laplacien sur les

sections du �bré φ−1TN et RN désigne le tenseur de courbure de (Nn, h).

Il est clair que toute application harmonique est biharmonique. G.Y. Jiang

[23] a montré le théorème suivant :

Théorème 1.4.1. Soient (Mn, g) une variété Riemannienne compacte sans

bord, et (Nn, h) une variété Riemannienne avec h(RN(X, Y )Y,X) ≤ 0, pour

tout X, Y ∈ Γ(TN). Alors, toute application biharmonique

φ : (Mn, g) −→ (Nn, h) est harmonique.

Exemples 1.4.1. 1. Soit φ : Rn −→ R une fonction harmonique (c'est-

à-dire ∆f = 0), alors la fonction φ(x) = r2(x)f(x) est une fonction
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biharmonique non-harmonique, où r(x) =
√
x21 + x22 + . . .+ x2n pour

tout x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn est la fonction distance.

2. Soit la transformation de Kelvin :

f : Rn�{0} −→ Rn�{0}, x 7−→ x
‖x‖l , alors le champ tension et

bitension de cette application sont donnés par :

τ(φ)(x) = ∆(φ) = l(l − n)‖x‖−2−lx;

et

τ2(φ)(x) = −∆(∆(φ)) = −l(l − n)(−2− l)(−2 + n− l)‖x‖−4−lx.

3. L'inverse de la projection stéréographique :

φ : Rn −→ Sn, x 7−→ φ(x) =
1

‖x‖2 + 1
(2x, ‖x‖2 − 1),

est biharmonique, non-harmonique si et seulement si, n = 4.

1.4.2 Tenseur bi-énergie impulsion

Dé�nition 1.4.2. Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe

C∞, le tenseur bi-énergie impulsion de φ noté S2(φ) est dé�ni par :

S2(φ) =
(−1

2
|τ(φ)|2 + divh(τ(φ), dφ

)
− 2sym h(∇τ(φ), dφ),

où

sym h(∇τ(φ), dφ)(X, Y ) =
1

2
{h(∇Xτ(φ), dφ(Y )) + h(∇Y τ(φ), dφ(X))}

pour tous X, Y ∈ Γ(TM).

Théorème 1.4.2. Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe

C∞, alors :

[div S2 (φ)] (X) = −h (τ2 (φ) , dφ(X)) , ∀X ∈ Γ(TM).

Corollaire 1.4.1. Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe

C∞.

1. Si φ est biharmonique, alors [divM S2 (φ)] = 0.

2. Si φ est une submersion et [divM S2 (φ)] = 0, alors φ est biharmonique.
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1.4.3 Tenseur bi-énergie-impulsion d'une application conforme

Théorème 1.4.3. ([32]) Soit φ : (Mn, g)→ (Nn, h) une application conforme

de dilatation λ, alors nous avons :

S2(φ) = (2− n)λ2
{(

n− 2

2
|grad lnλ|2 + ∆ lnλ

)
g − 2∇d lnλ

}
, (1.14)

et la trace de S2(φ) est donnée par :

TrS2(φ) = − (2− n)2 λ2
{n

2
|grad lnλ|2 + ∆ lnλ

}
. (1.15)

Corollaire 1.4.2. Soit φ : (Mn, g) → (Nn, h), (n 6= 2) une application

conforme de dilatation λ, alors la trace de S2(φ) est nulle si et seulement si

la fonction λ
n
2 est harmonique.

1.4.4 Champ de bi-tension d'une application conforme

Théorème 1.4.4. ([32]) Soit φ : (Mn, g)→ (Nn, h), (n ≥ 3) une application

conforme de dilatation λ, alors le champ de bitension de φ est donné par :

τ2(φ) = (n− 2) dφ (H)

où

H =grad∆ lnλ− (n− 6)

2
grad

(
|grad lnλ|2

)
+ 2RicciM (grad lnλ)

−
(
2 (∆ lnλ) + (n− 2) |grad lnλ|2

)
grad lnλ.

(1.16)

Le théorème suivant nous donne une condition nécessaire et su�sante sur

la dilatation pour qu'une application conforme soit biharmonique.

Théorème 1.4.5. ([32]) Soit φ : (Mn, g) → (Nn, h) (n ≥ 3) une applica-

tion conforme de dilatation λ, alors φ est biharmonique si et seulement si la

dilatation λ satisfait :

grad (∆ lnλ)−
(
2 (∆ lnλ) + (n− 2) |grad lnλ|2

)
grad lnλ

+
6− n

2
grad

(
|grad lnλ|2

)
+ 2RicciM(grad lnλ) = 0.
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Proposition 1.4.1. ([31]) Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) (n > 3) un di�éo-

morphisme conforme de dilatation λ. Alors l'application réciproque ψ = φ−1 :

(Nn, h)→ (Mn, g) est bi-p-harmonique si et seulement si

grad (∆ lnλ)− 2 (n− 4) |grad lnλ|2 grad lnλ− 6− n
2

grad
(
|grad lnλ|2

)
− 2 (∆ lnλ) grad lnλ+ 2Ricci (grad lnλ) = 0.

1.4.5 Formule de monotonie pour les applications bihar-

moniques

Théorème 1.4.6. ([7]) φ : (Mm, g) −→ (N, h) une application biharmo-

nique. Soit x0 ∈ M , alors pour toute boule Bm
r de centre x0 et de rayon r

incluse dans M , nous avons :

4−m
2

∫
BmR

|τ (φ)|2 dx =− r

2

∫
∂BmR

|τ (φ)|2 dσ − (m− 2)

∫
∂BmR

h

(
τ (φ) , dφ

(
∂

∂r

))
dσ

− r
∫
∂BmR

∂

∂r

(
h

(
τ (φ) , dφ

(
∂

∂r

)))
dσ

+ 2r

∫
∂BmR

h

(
τ (φ) ,∇ ∂

∂r
dφ

(
∂

∂r

))
dσ.



Chapitre 2

Applications p-harmoniques et

bi-p-harmoniques

Le deuxième chapitre de cette thèse se divise entre deux parties, dans la

première partie nous mettons un accent assez prononcé sur les applications p-

harmoniques (resp. bi-p-harmoniques), qui généralisent les applications har-

moniques (resp. biharmoniques) c'est-à-dire le cas particulier p = 2, et en

rappelant quelques-unes de leurs propriétés.

La deuxième partie est consacrée à l'étude de la bi-p-harmonicité des ap-

plications conformes. Nous établissons une condition nécessaire et su�sante

pour qu'une application conforme soit (bi-)p-harmonique. Nous donnons en-

�n quelques exemples de ce genre d'applications.

2.1 Applications p-harmoniques

2.1.1 Généralités

Dé�nition 2.1.1. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes,

D un domaine compact de M , φ ∈ C∞(M,N). Pour 2 ≤ p < ∞, on dé�nit

la p-énergie de φ sur D par :

Ep(φ;D) =
1

p

∫
D

|dφ|pvg, (2.1)

où |dφ| est la norme de Hilbert-Schmidt de la di�érentielle dφ et dvg est

l'élement de volume riemannien associé à la métrique g.

27
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Dé�nition 2.1.2. SoientM et N deux variétés di�érentiables. Une variation

à support dans un domaine compact D ⊂M d'une application φ ∈ C2(M,N)

est une famille d'applications {φt}t∈(ε,−ε) ⊂ C∞(M,N) telles que φ0 = φ et

φt = φ sur M \ int(D) (où int(D) est l'intérieur de D).

Dé�nition 2.1.3. Une application φ : (Mn, g) −→ (Nn, h) de classe C∞,entre

deux variétés Riemanniennes est dite p-harmonique si elle est un point cri-

tique de la fonctionnelle de la p-énergie (2.1), c'est-à-dire :

d

dt
Ep(φ;D) |t=0= 0 (2.2)

2.1.2 Première variation de de la p-énergie

Théorème 2.1.1. Soient φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe

C∞ entre deux variétés riemanniennes,{φt}t∈(ε,−ε) une variation de classe

C∞ à support dans D ⊂M , alors :

d

dt
Ep(φ;D) |t=0= −

∫
D

h (v, τp (φ)) vg, (2.3)

où v = d
dt
φt |t=0 dénote le champ de vecteurs de variation de {φt}t∈(ε,−ε), et

τp (φ) = divM(|dφ|p−2 dφ) = |dφ|p−2 {τ (φ) + (p− 2) dφ (grad ln |dφ|)} ,
(2.4)

est appelé le champ de p-tension de l'application φ.

Démonstration. Soient {ei}mi=1 une base orthonormée locale sur (Mm, g),

et { d
dt
} la base sur (ε,−ε), alors

{
(ei, 0), (0, d

dt
)
}m
i=1

est une base locale ortho-

normée pour la métrique diagonale g+dt2 sur la variété produitMm×(ε,−ε),
et on a le crochet de Lie [(ei, 0), (0, d

dt
)] = 0, pour tout i = 1, . . . ,m.

Soit {φt}t∈(ε,−ε) une variation à support dans un domaine compactD ⊂M

de l'application φ. On dé�nit l'application ϕ : Mm × (ε,−ε) −→ N par

ϕ(x, t) = φt(x). D'après la formule de Leibniz, on trouve que :

dϕ(ei, 0)(x, 0) = dxϕ0(ei|x) + d0ϕx(0)

= dxϕ0(ei|x)
= dxφ(ei|x);
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dϕ(0,
d

dt
)(x,0) = dxϕ0(0) + d0ϕx(

d

dt

∣∣
t=0

)

= dϕx(
d

dt
)|t=0

= v(x)

Par conséquent, dϕ(ei, 0) = dφ(ei) et dφ(0, d
dt

) = v en t = 0.

Soit ∇ϕ la connexion de Pull-back associée à l'application ϕ. On a :

d

dt
Ep(φt;D) |t=0 =

1

p

∫
D

∂

∂t
|dφt|p |t=0 vg

=
1

p

∫
D

∂

∂t
(|dφt|2)

p
2 |t=0 vg

=
1

2

∫
D

(|dφt|2)
p
2
−1 ∂

∂t
(|dφt|2 |t=0)vg

=
1

2

∫
D

(|dφt|2)
p
2
−1 ∂

∂t
h(dφt(ei, dφt(ei) |t=0 vg

=
1

2

∫
D

|dφt|)p−2
∂

∂t
h(dϕ(ei, 0), dϕ(ei, 0)) |t=0 vg

=

∫
D

|dφt|)p−2h(∇ϕ
∂
∂t

dϕ(ei, 0), dϕ(ei, 0)) |t=0 vg

=

∫
D

|dφt|)p−2h(∇ϕ
ei
dϕ(

∂

∂t
), dϕ(ei, 0)) |t=0 vg

=

∫
D

h(∇ϕ
ei
v, |dφt|)p−2dφ(ei))vg.

(2.5)

Soit ω la 1-forme di�érentielle à support dans D dé�nie par :

ω(X) = h(v, |dφ|)p−2dφ(X)), ∀X ∈ Γ(TM).

Donc, la divergence de ω dans (Mm, g) est donnée par :

divMω = ei[h(v, |dφ|)p−2dφ(X))] (2.6)

D'après les formules (2.5),(2.6) et le théorème de divergence, on obtient :

d

dt
Ep(φ;D) |t=0 =

∫
D

(divMω)vg −
∫
D

h(v,∇ϕ
ei
|dφt|)p−2dφ(ei))vg

= −
∫
D

h (v, τp (φ)) vg.

(2.7)

2
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Corollaire 2.1.1. Une application φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) entre deux va-

riétés riemanniennes est p-harmonique si, et seulement si :

τp (φ) = divM(|dφ|p−2 dφ) = |dφ|p−2 {τ (φ) + (p− 2) dφ (grad ln |dφ|)} = 0.

Ce qui est équivaut à l'équation suivante :

τ (φ) = (2− p) dφ (grad ln |dφ|) .

Exemple 2.1.1. Soit n ≥ 2, l'application

φ : Rn�{0} −→ Rn�{0},

x 7−→ x

‖x‖l
,

est p-harmonique si et seulement si, l = n+p−2
p−1

Remarques 2.1.1. 1. L'équation (2.3) est dite équation d'Euler-Lagrange

associée à la fonctionnelle p-énergie.

2. Si p = 2, on a τp (φ) = τ (φ) le champ de tension de φ.

3. Localement, si (xi)1≤i≤m et (yα)1≤α≤n désignent deux systèmes de co-

ordonnées locales au-dessus de deux ouverts U ∈M et V ∈ N respec-

tivement, alors, (2.4) s'écrit relativement à ces deux systèmes comme

suit :

τp (φ) =
1√
|g|
∂i(
√
|g|(gijhαβ∂iφα∂jφβ)

p−2
2 gij∂jφ

l)

+ (gijhαβ∂iφ
α∂jφ

β)
p−2
2 gijΓlαβ(φ)∂iφ

α∂jφ
β, 1 ≤ l ≤ m, ∂i = ∂/∂xi

où Γlαβ sont les symboles de Christo�el de ∇N relativement au système

(yα).

2.1.3 Deuxième variation de la fonctionnelle p-énergie

Théorème 2.1.2. Soient φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application p-harmonique

entre deux variétés riemanniennes et D un domaine compact de M . Si {φt,s}
est une variation à deux paramètres et à support dans D de l'application φ,

alors :
∂2

∂t∂s
Ep(φt,s;D) |t=s=0=

∫
D

h(Jφp (v),W )vg, (2.8)
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où v = φt,s
∂t
|t=s=0 et v = φt,s

∂s
|t=s=0 désignent les champs de vecteurs de

variation et Jφp l'opérateur de Jacobi généralisé de φ donné par :

Jφp (v) =− |dφ|p−2RN(v, dφ)dφ− traceg∇φ |dφ|p−2∇φv

− (p− 2)traceg∇ |dφ|p−4 〈∇φv, dφ〉dφ.
(2.9)

Ici 〈, 〉 désigne le produit scalaire sur T ∗M ⊗ φ−1TN .

Démonstration.Soit ϕ : M × (−ε, ε) × (−ε, ε) −→ N une application

de classe C∞ dé�nie par ϕ(x, t, s) = φt,s(x). On a ϕ(x, 0, 0) = φ(x), et les

champs de vecteurs de variation associés à la variation {φt,s}(t,s)∈(−ε,ε)×(−ε,ε)
sont donnés par :

v(x) = d(x,0,0)ϕ(
∂

∂t
), w(x) = d(x,0,0)ϕ(

∂

∂s
), ∀x ∈M.

Soit {ei}mi=1 une base orthonormée locale sur (Mm, g) telle que ∇M
ei
ej = 0 en

x ∈M pour tout i, j = 1, . . . ,m.

On calcule

∂2

∂t∂s
Ep(φt;D)

∣∣∣∣
t=s=0

=
∂2

∂t∂s

∫
D

|dφt,s|p

p

∣∣∣∣
t=s=0

vg

=
1

p

∫
D

∂2

∂t∂s
(|dφt,s|p)

∣∣∣∣
t=s=0

vg.

(2.10)

On a

1

p

∂2

∂t∂s
|dφt,s|p =

1

p

∂

∂t
(
∂

∂s
(|dφt,s|2)

p
2 )

=
1

2

∂

∂t

(
(|dφt,s|2)

p
2
−1 ∂

∂s
|dφt,s|2

)
=

m∑
i=1

∂

∂t

(
(|dφt,s|2)

p
2
−1h(∇ϕ

∂
∂s

dϕ(ei, 0, 0), dϕ(ei, 0, 0))

)
.

(2.11)

Ainsi

1

p

∂2

∂t∂s
(|dϕt,s|p) =

m∑
i=1

∂

∂t
(|dφt,s|2)

p
2
−1h(∇ϕ

∂
∂s

dϕ(ei, 0, 0), dφ(ei, 0, 0))

+
m∑
i=1

|dφt,s|p−2h(∇ϕ
∂
∂t

∇ϕ
∂
∂s

dϕ(ei, 0, 0), dϕ(ei, 0, 0))

+
m∑
i=1

|dφt,s|p−2h(∇ϕ
φ∂
∂s

dϕ(ei, 0, 0),∇ϕ
∂
∂t

dϕ(ei, 0, 0)).

(2.12)
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Donc

1

p

∂2

∂t∂s
|dφt,s|p =

m∑
i,j=1

(p− 2)|dφt,s|p−4h(∇ϕ
∂
∂t

dϕ(ej, 0, 0), dϕ(ej, 0, 0))

h(∇ϕ
∂
∂s

dϕ(ei, 0, 0), dϕ(ei, 0, 0))

+
m∑
i=1

|dφt,s|p−2h(∇ϕ
∂
∂t

∇ϕ
∂
∂s

dϕ(ei, 0, 0), dϕ(ei, 0, 0))

+
m∑
i=1

|dφt,s|p−2h(∇ϕ
∂
∂s

dϕ(ei, 0, 0),∇ϕ
∂
∂t

dϕ(ei, 0, 0)).

(2.13)

Par la dé�nition du tenseur de courbure de (N, h) et les propriétés :

∇ ∂
∂t
dϕ(ei, 0, 0) = ∇ϕ

(ei,0,0)
dϕ(

∂

∂t
), ∇ϕ

∂
∂s

dϕ(ei, 0, 0) = ∇ϕ
(ei,0,0)

dϕ(
∂

∂s
),

avec [
∂

∂t
, (ei, 0, 0)] = 0, on obtient l'équation suivante :

1

p

∂2

∂t∂s
|dφt,s|pt=s=0 =

m∑
i=1

h

(
∇φ
ei
w, (p− 2)|dφ|p−4〈∇φv, dφ〉dφ(ei)

)
− |dφ|p−2

m∑
i=1

h(RN(v, dφ(ei))dφ(ei), w)

+
m∑
i=1

h(∇φ
ei
∇φ

∂
∂t

dϕ(
∂

∂s
)|t=s=0, |dφ|p−2dφ(ei))

+
m∑
i=1

h

(
∇φ
ei
w, |dφ|p−2∇φ

ei
v

)
.

(2.14)

Soient ω1, ω2, ω3 ∈ Γ(T ∗M) dé�nies par :

ω1(X) = h(w, (p− 2)|dφ|p−4〈∇φv, dφ〉dφ(X));

ω2(X) = h(∇ϕ
∂
∂t

dϕ(
∂

∂s
)|t=s=0, |dφ|p−2dφ(X));

ω3(X) = h(w, |dφ|p−2∇φ
Xv), ∀X ∈ Γ(TM).
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La divergence de ω1, ω2 et ω3 est donnée par :

divMω1 =
m∑
i=1

eih(w, (p− 2)|dφ|p−4〈∇φv, dφ〉dφ(ei));

divMω2 =
m∑
i=1

eih(∇ϕ
∂
∂t

dϕ(
∂

∂s
)|t=s=0, |dφ|p−2dφ(ei));

divMω3 =
m∑
i=1

eih (w, |dφ|p−2∇φ
ei
v), ∀X ∈ Γ(TM).

Par les équations (2.10), (2.14), la condition de p-harmonicité de φ et le

théorème de divergence, on obtient :

∂2

∂t∂s
Ep(φt,s;D)t=s=0 =−

∫
D

m∑
i=1

h(w,∇φ
ei

(p− 2)|dφ|p−4〈∇φv, dφ〉dφ(ei))vg

−
∫
D

|dφ|p−2
m∑
i=1

h(w,RN(v, dφ(ei))dφ(ei))vg

−
∫
D

m∑
i=1

h

(
w,∇φ

ei
|dφ|p−2∇φ

ei
v

)
vg.

(2.15)

2

2.1.4 Applications p-harmoniques stables

Dé�nition 2.1.4. Soient (M, g) est une variété riemannienne compacte, φ

une application p-harmonique de (M, g) à valeurs dans une variété rieman-

nienne (N, h). On dit que φ est une application p-harmonique stable pour

tout champ vectoriel v le long de φ, si :

Iφp (v, v) =

∫
M

h(v, Jϕp (v))vg ≥ 0. (2.16)

Proposition 2.1.1. Toute application p-harmonique d'une variété rieman-

nienne compacte (M, g), à valeurs dans une variété riemannienne (N, h) de

courbure sectionnelle négative (SectN ≤ 0) est stable.
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Démonstration. Par dé�nition, on a :

Iφp (v, v) =

∫
M

h(v, Jϕp (v))vg

=

∫
M

[h(v, |dφ|p−2RN(v, dφ)dφ− traceg∇φ |dφ|p−2∇φv

− (p− 2)traceg∇ |dφ|p−4 〈∇φv, dφ〉dφ]vg,

(2.17)

En utilisant le théorème de Green [11], il est facile de prouver que :

Iφp (v, v) = −
∫
M

|dφ|p−2
m∑
i=1

h(v,RN(v, dφ(ei))dφ(ei))vg

+

∫
M

|dφ|p−2|∇φv|2vg +

∫
M

(p− 2)|dφ|p−4〈∇φv, dφ〉2vg.
(2.18)

2

Théorème 2.1.3. Soit (M, g) est une variété riemannienne compacte, alors

pour toute application p-harmonique stable φ : (M, g) → Sn est constante,

avec 2 ≤ p < n.

Démonstration. Soient {ei}mi=1 une base orthonormée locale sur (M, g).On

pose λ(y) = 〈α, y〉Rn+1 , pour tout y ∈ Sn, où α ∈ Rn+1. Soit v = gradS
n

λ.

Nous avons ∇SnX v = −λX pour tout X ∈ Γ(TSn), où ∇Sn est la connexion

Levi-Civita sur Sn par rapport à la métrique standard de la sphère. Nous

calculons

m∑
i=1

∇φ
ei
|dφ|p−2∇φ

ei
(v ◦ φ) = ∇φ

gradM |dφ|p−2(v ◦ φ)

+
m∑
i=1

|dφ|p−2∇φ
ei
∇φ
ei

(v ◦ φ).

(2.19)

En utilisant la propriété ∇SnX v = −λX, le premier terme de (2.19) est donné

par :

∇φ
gradM |dφ|p−2(v ◦ φ) = −(λ ◦ φ)dφ(gradM |dφ|p−2), (2.20)



2.1.4 Applications p-harmoniques stables 35

et le second terme de (2.19) est donné par :

m∑
i=1

|dφ|p−2∇φ
ei
∇φ
ei

(v ◦ φ) = −
m∑
i=1

|dφ|p−2∇φ
ei

(λ ◦ φ)dφ(ei)

= −
m∑
i=1

|dφ|p−2 < dφ(ei), v ◦ φ > dφ(ei)

− (λ ◦ φ)|dφ|p−2τ(φ).

(2.21)

La substitution des formules (2.20) et (2.21) dans (2.19) donne :

m∑
i=1

∇φ
ei
|dφ|p−2∇φ

ei
(v ◦ φ) =− (λ ◦ φ)dφ(gradM |dφ|p−2)

−
m∑
i=1

|dφ|p−2 < dφ(ei), v ◦ φ > dφ(ei)

− (λ ◦ φ)|dφ|p−2τ(φ)

(2.22)

Par la condition de p-harmonicité de φ

τp(φ) = |dφ|p−2τ(φ) + dφ(gradM |dφ|p−2) = 0,

et l'équation (2.22), on obtient :

m∑
i=1

〈∇φ
ei
|dφ|p−2∇φ

ei
(v ◦ φ), v ◦ φ〉 = −

m∑
i=1

|dφ|p−2〈dφ(ei), v ◦ φ〉2. (2.23)

Comme la sphère Sn a une courbure constante, on a :

m∑
i=1

〈|dφ|p−2RSn(v ◦ φ, dφ(ei))dφ(ei), v ◦ φ〉 = |dφ|p〈v ◦ φ, v ◦ φ〉

−
m∑
i=1

|dφ|p−2〈dφ(ei), v ◦ φ〉2.

(2.24)

Par la dé�nition de l'opérateur de Jacobi généralisé et (2.23), (2.24), on
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obtient :

〈Jφf (v ◦ φ), voφ〉 =2|dφ|p−2
m∑
i=1

〈dφ(ei), voφ〉2

− |dφ|p〈voφ, voφ〉

−
m∑
i=1

〈∇φ
ei

(p− 2)|dφ|p−4〈∇φvoφ, dφ〉dφ(ei), voφ〉,

(2.25)

En utilisant le fait que : 〈∇φv ◦ φ, dφ〉 = −(λ ◦ φ)|dφ|2 et l'équation (2.25),

nous trouvons que :

traceα〈Jφf (voφ), voφ〉 = (p− n)|dφ|p. (2.26)

D'où le théorème découle de (2.1.3) et de la condition de p-harmonicité stable

de φ, avec 2 ≤ p < n pour tout x ∈M. 2

2.1.5 Tenseur p-énergie impulsion

Dé�nition 2.1.5. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes,

φ : (Mn, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞. Le tenseur p-énergie

impulsion de φ avec p ≥ 2, est dé�ni par :

Sp (φ) =
1

p
|dφ|pg − |dφ|p−2φ∗h

où φ∗h l'image réciproque de la métrique h par φ donnée par

φ∗h(X, Y ) = h
(
dφ(X), dφ(Y )

)
.

Théorème 2.1.4. Soient φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe

C∞, p ≥ 2 alors :

divMSp (φ) = −h (τp (φ) , dφ) .

Démonstration. Soient {ei}mi=1 une base orthonormée locale sur (Mm, g)

dé�nie dans un voisinage d'un point x ∈ M telle que ∇eiej = 0 au point x,



2.2 Applications bi-p-harmoniques 37

pour tous i, j ∈ {1, . . . , n}. Au point x, on a :[
divMSp (φ)

]
(ej) = ei[

1

p
|dφ|pδij − |dφ|p−2h(dφ(ei), dφ(ej)]

=
1

p
ei(|dφ|p)δij − ei(|dφ|p−2)h(dφ(ei), dφ(ej))

− |dφ|p−2h(∇φ
ei
dφ(ei), dφ(ej))− |dφ|p−2h(dφ(ei),∇φ

ei
dφ(ej)).

(2.27)

Par dé�nition de τ(φ), et le fait que ∇φ
ei
dφ(ej) = ∇φ

ej
dφ(ei), on trouve :[

divMSp (φ)
]
(ej) =− (p− 2)|dφ|p−3h(grad|dφ|, dφ(ej))

− |dφ|p−2h(gradτ(φ), dφ(ej))

=− (p− 2)|dφ|p−2h(grad ln |dφ|, dφ(ej))

− |dφ|p−2h(gradτ(φ), dφ(ej))

=− h(τp(φ), dφ(ej)).

(2.28)

2

2.2 Applications bi-p-harmoniques

2.2.1 Généralités

Dé�nition 2.2.1. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes,

D un domaine compact deM . La fonctionnelle bi-p-énergie d'une application

φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) est défnie par :

E2,p(φ;D) =
1

2

∫
D

|τp(φ)|2vg. (2.29)

Dé�nition 2.2.2. Une application φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) entre deux va-

riétés riemanniennes est dite bi-p-harmonique si elle est un point critique de

la fonctionnelle bi-p-énergie E2,p(.;D) pour tout domaine compact D de M

c'est-à-dire :
d

dt
E2,p(φt;D) |t=0= 0,

où {φt} est une variation à support dans un domaine compact D ⊂M .
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2.2.2 Première variation de la bi-p-énergie

Théorème 2.2.1. Soient φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe

C∞ entre deux variétés riemanniennes, {φt}t∈(ε,−ε) une variation de classe

C∞ de (φ) à support dans D ⊂M , alors :

d

dt
Ep(φ;D) |t=0= −

∫
D

h (v, τ2,p (φ)) vg (2.30)

où v = d
dt
φt |t=0 désigne le champ de vecteurs de variation de {φt}t∈(ε,−ε), et

τ2,p est le champ bi-p-tension de φ dé�ni par :

τ2,p (φ) =− |dφ|p−2 TrgRN (τp (φ) , dφ) dφ− Trg∇φ |dφ|p−2∇φτp (φ)

− (p− 2)Trg∇φ
(
|dφ|p−4 dφ

〈
∇φτp (φ) , dφ

〉)
.

(2.31)

Démonstration. Soit ϕ : M × (−ε, ε) −→ N l'application de classe C∞

dé�nie par ϕ(x, t) = φt(x), on a :

d

dt
E2,p(φt;D) =

∫
D

h(∇ϕ
∂
∂t

τp(φt), τp(φt))vg. (2.32)

En calculant dans un repère orthonormé à x ∈M , on a :

∇ϕ
∂
∂t

τp(φt) =
m∑
i=1

∇ϕ
∂
∂t

∇ϕ
(ei,0)
|dφt|p−2dϕ(ei, 0). (2.33)

À partir de la dé�nition du tenseur de courbure de (N, h), on obtient :

m∑
i=1

∇ϕ
∂
∂t

∇ϕ
(ei,0)
|dφt|p−2dϕ(ei, 0) =|dφt|p−2

m∑
i=1

RN(dϕ(
∂

∂t
), dϕ(ei, 0))dϕ(ei, 0)

+
m∑
i=1

∇ϕ
(ei,0)
∇ϕ

∂
∂t

|dφt|p−2dϕ(ei, 0).

(2.34)

On utilise la compatibilité de ∇ϕ avec h, on trouve que :
m∑
i=1

h(∇ϕ
(ei,0)
∇ϕ

∂
∂t

|dφt|p−2dϕ(ei, 0), τp(φt))

=
m∑
i=1

(ei, 0)[h(∇ϕ
∂
∂t

|dφt|p−2dϕ(ei, 0), τp(φt))]

−
m∑
i=1

h(∇ϕ
∂
∂t

|dφt|p−2dϕ(ei, 0),∇ϕ
(ei,0)

τp (φt)).

(2.35)
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De la propriété ∇ϕ

X̃
dϕ(Ỹ ) = ∇ϕ

Ỹ
dϕ(X̃) + dϕ([X̃, Ỹ ]) , et en prenant X̃ =

∂

∂t
et Ỹ = |dφt|p−2(ei, 0), on trouve :

∇ϕ
∂
∂t

|dφt|p(x)−2dϕ(ei, 0)|t=0 = |dφ|p−2∇φ
ei
v

+
m∑
j=1

(p− 2)|dφ|p−4h(∇φ
ej
v, dφ(ej))dφ(ei),

(2.36)

pour tout i = 1, . . . , m. En remplaçant (2.36) dans (2.35), on obtient :

m∑
i=1

h(∇ϕ
(ei,0)
∇ϕ

∂
∂t

|dφt|p−2dϕ(ei, 0), τp(φt))|t=0

=
m∑
i=1

eih(|dφ|p−2∇φ
ei
v, τp(φ))

+
m∑
i=1

eih((p− 2)|dφ|p−4〈∇φv, dφ〉dφ(ei), τp(φ))

−
m∑
i=1

eih(v, |dφ|p−2∇φ
ei
τp(φ))

+
m∑
i=1

h(v,∇φ
ei
|dφ|p−2∇φ

ei
τp(φ))

−
m∑
j=1

ejh(v, (p− 2)|dφ|p−4〈∇φτp(φ), dφ〉dφ(ej))

+
m∑
j=1

h(v,∇φ
ej

(p− 2)|dφ|p−4〈∇φτp(φ), dφ〉dφ(ej)).

(2.37)

Soient η1, η2, η3, η4 ∈ Γ(T ∗M) dé�nies par :

η1(X) = h(|dφ|p−2∇φ
Xv, τp(φ));

η2(X) = h((p− 2)|dφ|p−4〈∇φv, dφ〉dφ(X), τp(φ));

η3(X) = h(v, |dφ|p−2∇φ
Xτp(φ));

η4(X) = h(v, (p− 2)|dφ|p−4〈∇ϕτp(φ), dφ〉dφ(X)).

Finalement, en calculant la divergence de ηi(i = 1, . . . , 4) et en remplaçant

dans (2.37) . les formules (2.32)-(2.34) , (2.37) et le théorème de divergence,
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on obtient :
d

dt
Ep(φ;D) |t=0= −

∫
D

h (v, τ2,p (φ)) vg.

Du théorème (2.2.1) on peut énnoncer le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.1. Une application φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) entre deux va-

riétés riemanniennes, est bi-p-harmonique si, et seulement si :

τ2,p (φ) =− Trg∇φ |dφ|p−2∇φτp (φ)− |dφ|p−2 TrgRN (τp (φ) , dφ) dφ

− (p− 2)Trg∇φ
(
〈∇τp (φ) , dφ〉 |dφ|p−4 dφ

)
= 0.

(2.38)

Remarques 2.2.1. 1. L'équation (2.29) est dite équation d'Euler-Lagrange

associée à la fonctionnelle bi-p-énergie.

2. Si p = 2 sur M alors τ2,p (φ) = τ2 (φ) (champ de bi-tension de φ ).

3. Pour p 6= 2, il existe des applications bi-p-harmoniques ne sont pas

p-harmoniques ni harmonique.

Maintenant, on donne une relation plus simple que (2.31) entre τ2,p (φ) et

τp (φ), que nous utiliserons dans la suite de ce chapitre.

Proposition 2.2.1. Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe

C∞, alors la relation entre τ2,p (φ) et τp (φ) est donné par l'équation suivante :

τ2,p (φ) =− |dφ|p−2
(
Trg

(
∇φ
)2
τp (φ) + TrgR

N (τp (φ) , dφ) dφ
)

+ (p− 2) |dφ|p−4 〈∇τp (φ) , dφ〉 dφ
(
grad

(
ln |dφ|2

))
− (p− 2) |dφ|p−4 dφ (grad 〈∇τp (φ) , dφ〉)
− (p− 2) |dφ|−2 〈∇τp (φ) , dφ〉 τp (φ)

− (p− 2)

2
|dφ|p−2∇φ

grad(ln|dφ|2)
τp (φ) .

(2.39)

Démonstration. Choisissons {ei}1≤i≤m une base orthonormée sur (M, g).

Par dé�nition, nous avons :

τ2,p (φ) =− Trg∇φ |dφ|p−2∇φτp (φ)− |dφ|p−2 TrgRN (τp (φ) , dφ) dφ

− (p− 2)Trg∇φ
(
〈∇τp (φ) , dφ〉 |dφ|p−4 dφ

)
.

(2.40)

Pour le terme Trg∇φ |dφ|p−2∇φτp (φ), on obtient :

Trg∇φ |dφ|p−2∇φτp (φ) = ∇φ
ei
|dφ|p−2∇φ

ei
τp (φ)− |dφ|p−2∇φ

∇eiei
τp (φ) ,
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un calcul simple nous donne :

∇φ
ei
|dφ|p−2∇φ

ei
τp (φ) = |dφ|p−2∇φ

ei
∇φ
ei
τp (φ) + ei

(
|dφ|p−2

)
∇φ
ei
τp (φ)

= |dφ|p−2∇φ
ei
∇φ
ei
τp (φ) +

(p− 2)

2
|dφ|p−2∇grad(ln|dφ|2)τp (φ) ,

d'où

Trg∇φ |dφ|p−2∇φτp (φ) = |dφ|p−2 Trg
(
∇φ
)2
τp (φ)

+
(p− 2)

2
|dφ|p−2∇φ

grad(ln|dφ|2)
τp (φ) .

(2.41)

Nous allons développer le terme Trg∇φ
(
〈∇τp (φ) , dφ〉 |dφ|p−4 dφ

)
, nous avons :

Trg∇φ
(
〈∇τp (φ) , dφ〉 |dφ|p−4 dφ

)
=∇φ

ei
|dφ|p−4 〈∇τp (φ) , dφ〉 dφ (ei)− |dφ|p−4 〈∇τp (φ) , dφ〉 dφ (∇eiei)

= |dφ|p−4 〈∇τp (φ) , dφ〉∇φ
ei
dφ (ei) + ei

(
|dφ|p−4 〈∇τp (φ) , dφ〉

)
dφ (ei)

− |dφ|p−4 〈∇τp (φ) , dφ〉 dφ (∇eiei)

= |dφ|p−4 〈∇τp (φ) , dφ〉∇φ
ei
dφ (ei)− |dφ|p−4 〈∇τp (φ) , dφ〉 dφ (∇eiei)

+ |dφ|p−4 ei (〈∇τp (φ) , dφ〉) dφ (ei) + 〈∇τp (φ) , dφ〉 ei
(
|dφ|p−4

)
dφ (ei)

= |dφ|p−4 〈∇τp (φ) , dφ〉 τ (φ) + |dφ|p−4 dφ (grad 〈∇τp (φ) , dφ〉)

+
p− 4

2
|dφ|p−4 〈∇τp (φ) , dφ〉 dφ

(
grad

(
ln |dφ|2

))
.

En utilisant le fait que :

τ (φ) = |dφ|−p+2 τp (φ)− (p− 2)

2
dφ
(
grad

(
ln |dφ|2

))
,

on trouve :

Trg∇φ
(
〈∇τp (φ) , dφ〉 |dφ|p−4 dφ

)
= |dφ|−2 〈∇τp (φ) , dφ〉 τp (φ)

+ |dφ|p−4 dφ (grad 〈∇τp (φ) , dφ〉)
− |dφ|p−4 〈∇τp (φ) , dφ〉 dφ

(
grad

(
ln |dφ|2

))
.

(2.42)

En remplaçant (2.41) et (2.42) dans (2.40), on en déduit que :

τ2,p (φ) =− |dφ|p−2
(
Trg

(
∇φ
)2
τp (φ) + TrgR

N (τp (φ) , dφ) dφ
)

+ (p− 2) |dφ|p−4 〈∇τp (φ) , dφ〉 dφ
(
grad

(
ln |dφ|2

))
− (p− 2) |dφ|p−4 dφ (grad 〈∇τp (φ) , dφ〉)
− (p− 2) |dφ|−2 〈∇τp (φ) , dφ〉 τp (φ)

− (p− 2)

2
|dφ|p−2∇φ

grad(ln|dφ|2)
τp (φ) .
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2

Exemple 2.2.1. Soient M la variété (R2 \ {(0, 0)}) × R munie de la mé-

trique Riemannienne g = dx21 + dx22 + dx23, N la variété R2 muni de la

métrique riemannienne h = dy21 + dy22. L'application φ : (M, g) −→ (N, h),

(x1, x2, x3) 7−→ (
√
x21 + x22, x3) est bi-p-harmonique si, et seulement si p = 4.

En e�et, on pose φ1(x1, x2, x3) =
√
x21 + x22 et φ1(x1, x2, x3) = x3, on trouve :

|dφ|2 = gjj(hαβ ◦ φ)
∂φα
∂xi

∂φβ
∂xj

= 2,

alors, la densité d'énergie de φ est constante, et d'après (2.4) le champ de

p-tension τp(φ) est donné par :

τp(φ) = gij(
∂2φγ
∂xi∂xj

+
∂φβ
∂xj

∂φα
∂xi

Γ
γ

αβ ◦ φ− Γkij
∂φγ
∂xk

)
∂

∂yγ

=
2
p−2
2√

x21 + x22

∂

∂y1

où Γkij (resp. Γ
γ

αβ) sont les symboles de Christo�el de g (resp. h), dans ce

cas Γkij = 0 et ¬Γγαβ = 0. Donc, l'application φ est une application non

p-harmonique pour tout p ≥ 2. Maintenant, nous calculons le champ de bi-

tension τ2,p(φ). Nous avons :

−|dφ|p−2tracegR
N(τp(φ), dφ)dφ = 0,

car le tenseur de courbure de Riemann RN de la métrique h est nul. Le

deuxième terme de τ2,p(φ) est donné par :

−traceg∇φ|dφ|p−2∇φτp(φ) =− gij∇φ
∂
∂xi

2
p−2
2 ∇φ

∂
∂xj

2
p−2
2√

x21 + x22

∂

∂y1

+ 2
p−2
2 gij∇φ

∇M∂
∂xi

∂
∂xj

2
p−2
2 ∇φ

∂
∂xj

2
p−2
2√

x21 + x22

∂

∂y1

et par quelques calculs, on obtient :

−traceg∇φ|dφ|p−2∇φτp(φ) = − 2p−2

(x21 + x22)
3
2

∂

∂y1
.
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On peut véri�er par un calcul direct que :

< ∇φτp , dφ >= − 2p−2

(x21 + x22)
3
2

donc, le troisième terme dans la formule (2.31)de τ2,p(φ) est donné par :

−(p− 2)traceg∇ < ∇φτp(φ), dφ > |dφ|p−4dφ

= (p− 2)gij∇φ
∂
∂xi

2
p−2
2

x21 + x22
2
p−4
2 dφ(

∂

∂xj
)

−(p− 2)gij
2
p−2
2

x21 + x22
2
p−4
2 dφ(∇M

∂
∂xt

∂

∂xj
).

Par un calcul simple, on trouve que :

−(p− 2)traceg∇ < ∇φτp(φ), dφ > |dφ|p−4dφ =
(p− 2)2p−3

(x2 + x22)
3
2

∂

∂y1
,

nous concluons que :

τ2,p(φ) = (− 2p−2

(x21 + x22)
3
2

+
(p− 2)2p−3

(x21 + x22)
3
2

)
∂

∂y1
=

2p−3(p− 4)

(x21 + x22)
3
2

∂

∂y1
.

2.2.3 Tenseur bi-p-énergie impulsion

Dé�nition 2.2.3. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes,

φ : (Mn, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞. Pour p ≥ 2, le tenseur

bi-p-énergie impulsion de φ est dé�ni par :

S2,p (φ) (X, Y ) =− 1

2
|τp (φ)|2 g (X, Y )− |dφ|p−2

〈
dφ,∇φτp (φ)

〉
g (X, Y )

+ |dφ|p−2 h
(
dφ (X) ,∇φ

Y τp (φ)
)

+ |dφ|p−2 h
(
dφ (Y ) ,∇φ

Xτp (φ)
)

+ (p− 2) |dφ|p−4
〈
dφ,∇φτp (φ)

〉
h (dφ (X) , dφ (Y )) .

(2.43)

Où 〈, 〉 est la métrique riemannienne induite sur ⊗2T ∗M .

Dé�nition 2.2.4. Une variation de classe C∞ à un paramètre de la métrique

g, est une famille de classe C∞ de métriques (gt)(−ε < t < ε) telle que

g0 = g, si on écrit δ =
∂

∂t
|t=0, alors δg ∈ Γ(�2(T ∗M)) est un champ du

tenseur 2-covariant symétrique sur M .

Si (xi) les coordonnées locales sur M , la métrique gt sur M s'écrit sous

la forme gt = gij(t, x)dxidxj.
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Théorème 2.2.2. [28] Soient φ : (M, g) → (N, h) une application de

classe C∞ telle que |dφ|x 6= 0 pour tout x ∈ M , et {gt} une variation à un

paramètre de g. On a

d

dt
E2,p(φ;D)|t=0 =

1

2

∫
D

< S2,p(φ), δg > vg.

En utilisant la dé�nition de la divergence pour les (0, 2)-tenseurs symé-

triques (voir [9, 13]), nous avons le résultat suivant.

Théorème 2.2.3. [28] Soit φ : (M, g) → (N, h) une application de classe

C∞ telle que |dφ|x 6= 0 pour tout x ∈M , alors

divMS2,p (φ) (X) = −h(τ2,p(φ), dφ(X)), ∀X ∈ Γ(TM).

Remarque 2.2.1. Lorsque p = 2, on a S2,p (φ) = S2 (φ), où S2 (φ) est le

tenseur bi-énergie impulsion de φ.

2.3 Bi-p-harmonicité des applications conformes

2.3.1 Champ de bi-p-tension d'une application conforme

Nous calculons le champ de bi-p-tension d'une application conforme. Nous

obtenons le théorème suivant :

Théorème 2.3.1. Soit φ : (Mn, g) −→ (Nn, h) (n ≥ 3) une application

conforme de dilatation λ, alors la bi-p-tension de φ est donnée par :

τ2,p (φ) = (n− p)np−3λ2p−4dφ (H (λ, n, p)) , (2.44)

où

H (λ, n, p) = (n+ p− 2) grad (∆ lnλ)

− (n2 − 5np+ 4n− 2p2 + 8p− 8)

2
grad

(
|grad lnλ|2

)
− (p− 1)

(
n2 − 3np+ 4n− 2p2 + 8p− 8

)
|grad lnλ|2 grad lnλ

− 2
(
n− p2 + 3p− 2

)
(∆ lnλ) grad lnλ+ 2nRicci (grad lnλ) .

Pour la démonstration du théorème 2.3.1, nous allons utiliser trois lemmes.
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Lemme 2.3.1. Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application C∞. Pour tout

champ de vecteurs X et pour toute fonction positive f sur M , on a

Trg
(
∇φ
)2
fdφ (X) = fTrg

(
∇φ
)2
dφ (X) + 2∇φ

gradf
dφ (X) + (∆f) dφ (X)

et

∆fk = kfk
(
∆ ln f + k |grad ln f |2

)
.

Preuve. Par dé�nition on a :

Trg
(
∇φ
)2
fdφ (X) = ∇ei∇eifdφ (X)−∇∇eieifdφ (X) .

simpli�ons les deux termes du côte droit de cette égalité. Pour le premier

terme ∇ei∇eifdφ (X), nous avons :

∇eifdφ (X) = f∇eidφ (X) + ei(f)dφ (X)

= f∇eidφ (X) + fei(ln f)dφ (X) .

D'où :

∇ei∇eifdφ (X) = ∇eif∇eidφ (X) +∇eifei(ln f)dφ (X)

= f∇ei∇eidφ (X) + fei(ln f)∇eidφ (X)

+fei(ln f)∇eidφ (X) + fei(ei(ln f))dφ (X) + f |grad ln f |2 dφ (X)

= f∇ei∇eidφ (X) + 2f∇grad ln f
dφ (X)

fei(ei(ln f))dφ (X) + f |grad ln f |2 dφ (X) .

Pour le deuxième terme, on a :

∇∇eieifdφ (X) = f∇∇eieidφ (X) + f∇∇eiei(ln f)dφ (X) .

Ce qui nous donne :

Trg
(
∇φ
)2
fdφ (X) =fTrg

(
∇φ
)2
dφ (X) + 2f∇grad ln f

dφ (X)

+ f(4 ln f)dφ (X) + f |grad ln f |2 dφ (X)

= fTrg
(
∇φ
)2
dφ (X) + 2∇φ

gradfdφ (X) + (∆f) dφ (X) .

Et, par dé�nition on a :

4fk = ei(ei(f
k))− (∇eiei)(f

k),
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en utilisant le fait que pour tout X ∈ Γ(TM) on a

X(fk) = kfk(X(ln f),

d'où

ei(f
k) = kfkei(ln f)

ei(ei(f
k)) = kfkei(ei(ln f)) + k2fk |grad ln f |2

et

(∇eiei)(f
k) = kfk(∇eiei)(ln f)

Il suit que :

∆fk = kfk
(
∆ ln f + k |grad ln f |2

)
.

2

Le deuxième lemme nous donne une formule simple du terme Trg
(
∇φ
)2
dφ (gradγ)

pour une application conforme φ : (Mn, g) → (Nn, h) (n ≥ 3) de dilatation

λ et pour toute fonction γ ∈ C∞ (M).

Lemme 2.3.2. Soit φ : (Mn, g)→ (Nn, h) (n ≥ 3) une application conforme

de dilatation λ, alors pour toute fonction γ ∈ C∞ (M), nous avons :

Trg
(
∇φ
)2
dφ (gradγ) =dφ (grad∆γ) + 4dφ (∇grad lnλgradγ) + dφ

(
RicciM (gradγ)

)
+ (∆ lnλ) dφ (gradγ)− 2 (∆γ) dφ (grad lnλ)

− (n− 2) d lnλ (gradγ) dφ (grad lnλ) .

(2.45)

Preuve. Soit γ ∈ C∞ (M), par dé�nition, nous avons

Trg
(
∇φ
)2
dφ (gradγ) = ∇φ

ei
∇φ
ei
dφ (gradγ)−∇φ

∇eiei
dφ (gradγ) . (2.46)

En commençant par le calcul du terme ∇φ
ei
∇φ
ei
dφ (gradγ) , nous avons

∇φ
ei
dφ (gradγ) = ∇dφ (ei, gradγ) + dφ (∇eigradγ) .

On a

∇dφ (ei, gradγ) = ei (lnλ) dφ (gradγ)+d lnλ (gradγ) dφ (ei)−ei (γ) dφ (grad lnλ) ,
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alors

∇φ
ei
dφ (gradγ) =ei (lnλ) dφ (gradγ) + d lnλ (gradγ) dφ (ei)

− ei (γ) dφ (grad lnλ) + dφ (∇eigradγ) .
(2.47)

Il suit que :

∇φ
ei
∇φ
ei
dφ (gradγ) = ∇φ

ei
{ei (lnλ) dφ (gradγ)}+∇φ

ei
{d lnλ (gradγ) dφ (ei)}

− ∇φ
ei
{ei (γ) dφ (grad lnλ)}+∇φ

ei
dφ (∇eigradγ) .

(2.48)

Nous allons étudier terme par terme le côté droit de cette expression. Pour

le premier terme ∇φ
ei
{ei (lnλ) dφ (gradγ)}, nous avons

∇φ
ei
{ei (lnλ) dφ (gradγ)} = ei (lnλ)∇φ

ei
dφ (gradγ) + ei (ei (lnλ)) dφ (gradγ) .

En utilisant l'équation (2.47), on déduit que :

∇φ
ei
{ei (lnλ) dφ (gradγ)} = ei (lnλ) ei (lnλ) dφ (gradγ) + ei (lnλ) d lnλ (gradγ) dφ (ei)

− ei (lnλ) ei (γ) dφ (grad lnλ) + ei (lnλ) dφ (∇eigradγ)

+ ei (ei (lnλ)) dφ (gradγ) ,

alors, nous obtenons :

∇φ
ei
{ei (lnλ) dφ (gradγ)} = |grad lnλ|2 dφ (gradγ) + dφ

(
∇grad lnλ

gradγ
)

+ ei (ei (lnλ)) dφ (gradγ) .

(2.49)

Pour le deuxième terme∇φ
ei
{d lnλ (gradγ) dφ (ei)}, un calcul similaire donne :

∇φ
ei
{d lnλ (gradγ) dφ (ei)} = d lnλ (gradγ)∇φ

ei
dφ (ei) + ei {g (grad lnλ, gradγ)} dφ (ei)

= d lnλ (gradγ)∇φ
ei
dφ (ei) + g (∇eigrad lnλ, gradγ) dφ (ei)

+ g (grad lnλ,∇eigradγ) dφ (ei)

= d lnλ (gradγ)∇φ
ei
dφ (ei) + g

(
∇gradγgrad lnλ, ei

)
dφ (ei)

+ g
(
∇grad lnλ

gradγ, ei

)
dφ (ei) ,

il suit que :

∇φ
ei
{d lnλ (gradγ) dφ (ei)} = d lnλ (gradγ)∇φ

ei
dφ (ei) + dφ

(
∇gradγgrad lnλ

)
+ dφ

(
∇grad lnλ

gradγ
)
.

(2.50)
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Calculons le troisième terme ∇φ
ei
{ei (γ) dφ (grad lnλ)}, en utilisant la même

méthode de calcul et l'équation (2.47), nous avons :

∇φ
ei
{ei (γ) dφ (grad lnλ)} = ei (γ)∇φ

ei
dφ (grad lnλ) + ei (ei (γ)) dφ (grad lnλ)

= ei (γ) ei (lnλ) dφ (grad lnλ) + ei (γ) d lnλ (grad lnλ) dφ (ei)

− ei (γ) ei (lnλ) dφ (grad lnλ) + ei (γ) dφ (∇eigrad lnλ)

+ ei (ei (γ)) dφ (grad lnλ) ,

ce qui donne

∇φ
ei
{ei (γ) dφ (grad lnλ)} = |grad lnλ|2 dφ (gradγ) + dφ (∇gradγgrad lnλ)

+ ei (ei (γ)) dφ (grad lnλ) .

(2.51)

Regardons maintenant le dernier terme ∇φ
ei
dφ (∇eigradγ), un calcul simple

donne :

∇φ
ei
dφ (∇eigradγ) = ei (lnλ) dφ (∇eigradγ) + d lnλ (∇eigradγ) dφ (ei)

− g (ei,∇eigradγ) dφ (grad lnλ) + dφ (∇ei∇eigradγ)

= 2dφ (∇grad lnλgradγ)− (∆γ) dφ (grad lnλ)

+ dφ (∇ei∇eigradγ) ,

alors

∇φ
ei
dφ (∇eigradγ) = dφ (∇ei∇eigradγ) + 2dφ (∇grad lnλgradγ)

− (∆γ) dφ (grad lnλ) .
(2.52)

Si on remplace (2.49), (2.50), (2.51) et (2.52) dans (2.48), nous obtenons

∇φ
ei
∇φ
ei
dφ (gradγ) = 4dφ (∇grad lnλgradγ) + ei (ei (lnλ)) dφ (gradγ)

+ d lnλ (gradγ)∇φ
ei
dφ (ei)− ei (ei (γ)) dφ (grad lnλ)

+ dφ (∇ei∇eigradγ)− (∆γ) dφ (grad lnλ) .

(2.53)

Pour compléter la preuve, il reste à calculer le terme ∇φ
∇eiei

dφ (gradγ), nous

avons :

∇φ
∇eiei

dφ (gradγ) = ∇dφ (∇eiei, gradγ) + dφ
(
∇∇eieigradγ

)
.
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Grâce à l'équation (2.46), nous avons :

∇φ
∇eiei

dφ (gradγ) = ∇eiei (lnλ) dφ (gradγ) + d lnλ (gradγ) dφ (∇eiei)

−∇eiei (γ) dφ (grad lnλ) + dφ
(
∇∇eieigradγ

)
.

(2.54)

En substituant (2.53) et (2.54) dans (2.46), nous déduisons que :

Trg
(
∇φ
)2
dφ (gradγ) = ∇φ

ei
∇φ
ei
dφ (gradγ)−∇φ

∇eiei
dφ (gradγ)

= dφ
(
Trg∇2gradγ

)
+ 4dφ (∇grad lnλgradγ)

+ (∆ lnλ) dφ (gradγ) + d lnλ (gradγ) τ (φ)

− 2 (∆γ) dφ (grad lnλ) .

Finalement, en utilisant le fait que :

Trg∇2gradγ = grad∆γ +RicciM (gradγ)

et

τ (φ) = (2− n) dφ (grad lnλ) ,

nous concluons que :

Trg
(
∇φ
)2
dφ (gradγ) = dφ (grad∆γ) + 4dφ (∇grad lnλgradγ) + dφ

(
RicciM (gradγ)

)
+ (∆ lnλ) dφ (gradγ)− 2 (∆γ) dφ (grad lnλ)

− (n− 2) d lnλ (gradγ) dφ (grad lnλ) .

Maintenant, dans le deuxième lemme, nous allons calculer TrgRN (dφ (gradγ) , dφ) dφ

pour une application conforme φ : (Mn, g) → (Nn, h) (n ≥ 3) de dilatation

λ et pour toute fonction γ ∈ C∞ (M).

Lemme 2.3.3. Soit φ : (Mn, g)→ (Nn, h) (n ≥ 3) une application conforme

de dilatation λ, alors pour toute fonction γ ∈ C∞ (M), nous avons :

TrgR
N (dφ (gradγ) , dφ) dφ = dφ

(
RicciM (gradγ)

)
− (n− 2) dφ (∇gradγgrad lnλ)

−
(
∆ lnλ+ (n− 2) |grad lnλ|2

)
dφ (gradγ)

+ (n− 2) d lnλ (gradγ) dφ (grad lnλ) .

(2.55)



2.3.1 Champ de bi-p-tension d'une application conforme 50

Preuve. Soit γ ∈ C∞ (M). Par dé�nition, nous avons :

TrgR
N (dφ (gradγ) , dφ) dφ = RN (dφ (gradγ) , dφ (ei)) dφ (ei) (2.56)

or il est bien connu que (voir [6])

RicN (dφ (X) , dφ (Y )) = RicM (X, Y ) + (n− 2)X (lnλ)Y (lnλ)

− (n− 2) |grad lnλ|2 g (X, Y )

− (n− 2)∇d lnλ (X, Y )− (∆ lnλ) g (X, Y ) ,

alors

RicN (dφ (gradγ) , dφ (ei)) = RicM (gradγ, ei) + (n− 2) gradγ (lnλ) ei (lnλ)

− (n− 2) |grad lnλ|2 g (gradγ, ei)

− (n− 2)∇d lnλ (gradγ, ei)− (∆ lnλ) g (gradγ, ei)

il suit que

RicN (dφ (gradγ) , dφ (ei)) = RicM (gradγ, ei) + (m− 2) d lnλ (gradγ) ei (lnλ)

− (n− 2) |grad lnλ|2 ei (γ)− (n− 2)∇d lnλ (gradγ, ei)

− (∆ lnλ) ei (γ) .

(2.57)

En remplaçant (2.57) dans (2.56), nous déduisons que :

TrgR
N (dφ (gradγ) , dφ) dφ = RN (dφ (gradγ) , dφ (ei)) dφ (ei)

= dφ
(
RicciM (gradγ)

)
+ (n− 2) d lnλ (gradγ) dφ (grad lnλ)

− (n− 2) |grad lnλ|2 dφ (gradγ)

− (n− 2)∇d lnλ (gradγ, ei) dφ (ei)− (∆ lnλ) dφ (gradγ) .

Pour la suite de la démonstration, nous allons simpli�er le terme

∇d lnλ (gradγ, ei) dφ (ei) ,

nous obtenons :

∇d lnλ (gradγ, ei) dφ (ei) = {ei (g (grad lnλ, gradγ))− d lnλ (∇eigradγ)} dφ (ei)

= g (∇eigrad lnλ, gradγ) dφ (ei)

= g (∇gradγgrad lnλ, ei) dφ (ei)

= dφ (∇gradγgrad lnλ) ,
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ce qui nous donne �nalement :

TrgR
N (dφ (gradγ) , dφ) dφ = dφ

(
RicciM (gradγ)

)
− (n− 2) dφ (∇gradγgrad lnλ)

−
(
∆ lnλ+ (n− 2) |grad lnλ|2

)
dφ (gradγ)

+ (n− 2) d lnλ (gradγ) dφ (grad lnλ) ,

Nous somme maintenant prèts de démontrer le théorème 2.3.1.

Démonstration du théorème 2.3.1. Le fait que l'application φ est conforme

de dilatation λ nous donne :

τ (φ) = (2− n) dφ (grad lnλ) , |dφ|2 = nλ2, |dφ|p−2 = n
p−2
2 λp−2

et

grad
(
ln |dφ|2

)
= 2grad lnλ.

alors

τp (φ) = |dφ|p−2
{
τ (φ) +

(
p− 2

2

)
dφ
(
grad ln |dφ|2

)}
= n

p−2
2 λp−2

(
(2− n) dφ (grad lnλ) + (p− 2)dφ (grad lnλ)

)
= (p− n)n

p−2
2 λp−2dφ (grad lnλ) .

En remplaçant l'expression de τp(φ) dans (2.39), on obtient :

τ2,p (φ) = − (p− n)np−2λp−2Trg
(
∇φ
)2
λp−2dφ (grad lnλ)

− (p− n)np−2λp−2TrgR
N
(
λp−2dφ (grad lnλ) , dφ

)
dφ

− (p− 2) (p− n)np−2λp−2∇φ
grad lnλλ

p−2dφ (grad lnλ)

− (p− 2) (p− n)2 np−3λp−4
〈
∇λp−2dφ (grad lnλ) , dφ

〉
dφ (grad lnλ)

− (p− 2) (p− n)np−3λp−4dφ
(
grad

〈
∇λp−2dφ (grad lnλ) , dφ

〉)
+ 2 (p− 2) (p− n)np−3λp−4

〈
∇λp−2dφ (grad lnλ) , dφ

〉
dφ (grad lnλ) .

(2.58)

Nous allons simpli�er les termes de cette dernière équation. Pour le terme

Trg
(
∇φ
)2
λp−2dφ (grad lnλ) ,

on a :

Trg
(
∇φ
)2
λp−2dφ (grad lnλ) = λp−2Trg

(
∇φ
)2
dφ (grad lnλ) + 2∇φ

gradλp−2dφ (grad lnλ)

+
(
∆λp−2

)
dφ (grad lnλ) .



2.3.1 Champ de bi-p-tension d'une application conforme 52

Par le lemme 2.3.1, on a :

Trg
(
∇φ
)2
dφ (grad lnλ) = dφ (grad∆ lnλ) + 2dφ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
− (∆ lnλ) dφ (grad lnλ)

− (n− 2) |grad lnλ|2 dφ (grad lnλ) + dφ (Ricci (grad lnλ))

et

2∇φ
gradλp−2dφ (grad lnλ) = 2 (p− 2)λp−2 |grad lnλ|2 dφ (grad lnλ)

+ (p− 2)λp−2dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
.

En utilisant le lemme 2.3.2, on obtient

∆λp−2 = (p− 2)λp−2
(
∆ lnλ+ (p− 2) |grad lnλ|2

)
,

donc

Trg
(
∇φ
)2
λp−2dφ (grad lnλ) = λp−2dφ (grad∆ lnλ) + pλp−2dφ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
−
(
n− p2 + 2p− 2

)
λp−2 |grad lnλ|2 dφ (grad lnλ)

+ (p− 3)λp−2 (∆ lnλ) dφ (grad lnλ)

+ λp−2dφ (Ricci (grad lnλ)) .

(2.59)

le lemme 2.3.3, nous donne aussi la formule suivante :

TrgR
N (dφ (grad lnλ) , dφ) dφ = −n− 2

2
dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
− (∆ lnλ) dφ (grad lnλ)

+ dφ (Ricci (grad lnλ))

(2.60)

et

∇φ
grad lnλλ

p−2dφ (grad lnλ)

= λp−2
(

(p− 1) |grad lnλ|2 dφ (grad lnλ) +
1

2
dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

)))
(2.61)
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Pour le terme 〈∇λp−2dφ (grad lnλ) , dφ〉, on a :〈
∇λp−2dφ (grad lnλ) , dφ

〉
= Trgh

(
∇λp−2dφ (grad lnλ) , dφ

)
= h

(
∇eiλ

p−2dφ (grad lnλ) , dφ (ei)
)

= λp−2h (∇eidφ (grad lnλ) , dφ (ei))

+ ei
(
λp−2

)
h (dφ (grad lnλ) , dφ (ei))

= λp−2
(
λ2∆ lnλ+ nλ2 |grad lnλ|2

)
+ (p− 2)λp−2λ2 |grad lnλ|2 .

alors :〈
∇λp−2dφ (grad lnλ) , dφ

〉
= λp

(
∆ lnλ+ (n+ p− 2) |grad lnλ|2

)
. (2.62)

Finalement, en utilisant les formules suivantes :

grad (λp (∆ lnλ)) = λpgrad∆ lnλ+ pλp (∆ lnλ) grad lnλ

et

grad
(
λp |grad lnλ|2

)
= λpgrad

(
|grad lnλ|2

)
+ pλp |grad lnλ|2 grad lnλ,

on trouve :

grad
〈
∇λp−2dφ (grad lnλ) , dφ

〉
= λpgrad (∆ lnλ)

+ λp (n+ p− 2) grad
(
|grad lnλ|2

)
+ pλp (∆ lnλ) grad (lnλ)

+ p (n+ p− 2)λp |grad lnλ|2 grad lnλ

(2.63)

si on remplace (2.59), (2.60), (2.61),(2.62) et (2.63) dans (2.58), nous concluons

que :

τ2,p (φ) = (n− p)np−3λ2p−4dφ (H (λ, n, p)) ,

où

H (λ, n, p) = (n+ p− 2) grad (∆ lnλ)

− (n2 − 5np+ 4n− 2p2 + 8p− 8)

2
grad

(
|grad lnλ|2

)
− (p− 1)

(
n2 − 3np+ 4n− 2p2 + 8p− 8

)
|grad lnλ|2 grad lnλ

− 2
(
n− p2 + 3p− 2

)
(∆ lnλ) grad lnλ+ 2nRicci (grad lnλ) .
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Théorème 2.3.2. Soit φ : (Mn, g) −→ (Nn, h) (n ≥ 3) une application

conforme de dilatation λ , alors φ is bi-p-harmonique si et seulement si :

(n+ p− 2) grad (∆ lnλ)− (n2 − 5np+ 4n− 2p2 + 8p− 8)

2
grad

(
|grad lnλ|2

)
− (p− 1)

(
n2 − 3np+ 4n− 2p2 + 8p− 8

)
|grad lnλ|2 grad lnλ

− 2
(
n− p2 + 3p− 2

)
(∆ lnλ) grad lnλ+ 2nRicci (grad lnλ) = 0.

En particulier, nous démontrons que la bi-p-harmonicité d'une applica-

tion conforme φ : (Rn, g) → (Nn, h) (n ≥ 3) où la dilatation λ est radiale

(lnλ = α (r) , r = |x| et α ∈ C∞ (R,R)) est équivalente à une équation di�é-

rentielle ordinaire du second ordre. Plus précisament, nous avons :

Corollaire 2.3.1. Soit φ : (IRn, g) −→ (Nn, h) (n ≥ 3) une application

conforme de dilatation λ où l'on suppose que la dilatation λ est radiale (λ =

λ (r) , r = |x|). En posant β = (lnλ)′, on obtient

grad lnλ = β
∂

∂r
, |grad lnλ|2 = β2, grad

(
|grad lnλ|2

)
= 2ββ′

∂

∂r

et

∆ lnλ = β′ +
n− 1

r
β, grad∆ lnλ =

(
β′′ +

n− 1

r
β′ − n− 1

r2
β

)
∂

∂r
.

En utilisant le théorème 1.4.4, on en déduit que φ est bi-p-harmonique si et

seulement si β véri�e l'équation di�érentielle suivante :

(n+ p− 2) β′′ −
(
n2 − 5np+ 6n− 4p2 + 14p− 12

)
ββ′ +

(n+ p− 2) (n− 1)

r
β′

− (n+ p− 2) (n− 1)

r2
β +

2 (p2 − 3p− n+ 2) (n− 1)

r
β2

+ (p− 1)
(
−n2 + 3np− 4n+ 2p2 − 8p+ 8

)
β3 = 0.

(2.64)

Pour résoudre l'équation (2.64), nous allons étudier deux types de so-

lutions. Dans le premier cas, on regarde les solutions qui s'écrivent sous la

forme β = a
r
, a ∈ R∗, on obtient le résultat suivant :

Corollaire 2.3.2. Soit φ : (Rn, g) −→ (Nn, h) (n ≥ 3) une application

conforme de dilatation λ, si on suppose que (lnλ)′ = β = a
r
, a ∈ R∗. Alors φ
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est bi-p-harmonique si et seulement si a est solution de l'équation algébrique

suivante :

a2n2p− a2n2 − 3a2np2 + 7a2np− 4a2n− 2a2p3 + 10a2p2 − 16a2p+ 8a2 + an2

− 2anp2 + 11anp− 12an+ 6ap2 − 20ap+ 16a+ 2n2 + 2np− 8n− 4p+ 8 = 0.

(2.65)

Remarque 2.3.1. L'équation (2.65) nous ramène à deux types de solutions :

1.

a = −
2 (n− 2)

(
n+

√
n (17n− 16)

)
(3n2 − 6n+ 4)

√
n (17n− 16)− 13n3 + 42n2 − 28n

et

p =
1

4

√
n (17n− 16)− 3

4
n+ 2,

avec n ≥ 3.

2.

a =
A (n, p)− 12n− 20p− 2np2 + 11np+ n2 + 6p2 + 16

8n+ 32p+ 6np2 − 2n2p− 14np+ 2n2 − 20p2 + 4p3 − 16

ou

a = − A (n, p) + 12n+ 20p+ 2np2 − 11np− n2 − 6p2 − 16

8n+ 32p+ 6np2 − 2n2p− 14np+ 2n2 − 20p2 + 4p3 − 16
,

avec

A (n, p) =

√√√√ 4 (n− 1)2 p4 − 4 (n− 1) (n− 4) p3 + (12n3 − 35n2 + 8n+ 16) p2

−2n (4n3 − 3n2 − 16n+ 16) p+ n2 (3n− 4)2

et

p 6= 1

4

√
n (17n− 16)− 3

4
n+ 2

La remarque 2.3.1 permet d'étudier les exemples suivants. Les exemples

à citer correspondent aux cas où a = −2 et a = −1.

Exemple 2.3.1. On considère l'inversion φ : Rn\ {0} −→ Rn\ {0} (n ≥ 3)

dé�ni par φ (x) = x
|x|2 . φ est une application conforme de dilatation λ = 1

r2
.

On en déduit que φ est bi-p-harmonique si et seulement si :

p = −1

2
n+

1

4

√
−20n+ 12n2 + 9 +

5

4
, n ≥ 4

ou

p = −3

4
n+

1

4

√
n (17n− 16) + 2, n ≥ 3.
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Exemple 2.3.2. Soit φ : Rn\ {0} −→ R × Sn−1 donnée en coordonnées

polaires par :

φ (rθ) = (ln r, θ) , r > 0, θ ∈ Sn−1 ⊂ Rn.

φ est une application conforme de dilatation λ = 1
r
. Nous concluons que φ

est bi-p-harmonique si et seulement si :

p =
n

2
, n ≥ 4

ou

p = −3

4
n+

1

4

√
n (17n− 16) + 2, n ≥ 3.

Comme deuxième cas particulier, nous chercherons les solutions de la

forme β = a
1+r2

, a ∈ R∗.

Corollaire 2.3.3. Soit φ : (Rn, g) −→ (Nn, h) (n ≥ 3) une application

conforme de dilatation λ où l'on suppose que (lnλ)′ = β = a
1+r2

, a ∈ R∗.
Alors φ est bi-p-harmonique si et seulement si a est solution du système

suivant :

n5p+ 2n5 − 3n4p2 − 6n4p− 4n4 + n3p3 + 6n3p2

+14n3p− 4n3 + 3n2p4 − 6n2p3 − 12n2p2 + 4n2p

+8n2 − 2np5 + 4np4 − 2np3 + 16np2 − 24np

+4p4 − 16p3 + 16p2 = 0

et

3an2 − 2anp2 + anp− 2ap2 + 8ap− 8a+ 2n2 + 2np+ 4p− 8 = 0

(2.66)

Remarques 2.3.1. Pour résoudre ce système, nous distinguons trois cas :

1.

p = n, a =
2

n− 2
, n ≥ 3.

Dans ce cas, l'application conforme est n-harmonique donc bi-n-harmonique.

2.

p =
n

2
, a =

6n− 8

n2 − 8n+ 8
, n ≥ 4.

Alors φ est bi-p-harmonique non-p-harmonique.
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3.

p =
1

2n

(√
−16n+ 4n2 + 8n3 + n4 + 4 + n2 + 2

)
et

a = − 2n2 + 2np+ 4p− 8

3n2 − 2np2 + np− 2p2 + 8p− 8
, n ≥ 3.

Alors φ est bi-p-harmonique non p-harmonique.

2.3.2 Tenseur bi-p-énergie-impulsion d'une application

conforme

Dans cette partie, nous calculons le tenseur bi-p-énergie d'une application

conforme.

Théorème 2.3.3. Soit φ : (Mn, g) −→ (Nn, h) une application conforme de

dilatation λ, alors on a :

S2,p (φ) (X, Y ) =

p− n
2

np−3λ2p−2
(
n (n+ p− 4)− 2 (p− 2)2

)
|grad lnλ|2 g (X, Y )

+ (p− n) (n− p+ 2)np−3λ2p−2 (∆ lnλ) g (X, Y )

− 2 (p− n)np−2λ2p−2 (∇d lnλ (X, Y )− (p− 2)X (lnλ)Y (lnλ)) ,

(2.67)

et la trace de S2,p (φ) est donnée par :

TrgS2,p (φ) =

p− n
2

np−2λ2p−2 (n (n+ p− 4)− 2 (p− 2) (p− 4)) |grad lnλ|2

− (p− n)2 np−2λ2p−2 (∆ lnλ) .

(2.68)

En utilisant le fait que :

∆λk = kλk
(
∆ lnλ+ k |grad lnλ|2

)
,

on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.4. Soit φ : (Mn, g) −→ (Nn, h) une application conforme de

dilatation λ où n 6= p, alors

TrgS2,p (φ) = − (p− n)2 np−2λ2p−2T (λ) ,
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où

T (λ) = ∆ lnλ+
n (n+ p− 4)− 2 (p− 2) (p− 4)

2 (n− p)
|grad lnλ|2

et

TrgS2,p (φ) = 0 si et seulement si la fonction λ
n(n+p−4)−2(p−2)(p−4)

2(n−p) est har-

monique.

Remarque 2.3.2. Soit φ : (Rn, g) −→ (Nn, h), (n 6= p) soit une application

conforme de dilatation λ, si on suppose que la dilatation λ est radiale. En

posant β = (lnλ)′, on en déduit que la trace de S2,p (φ) est nulle si si et

seulement si β satisfait l'équation di�érentielle suivante :

β′ +
n− 1

r
β +

n+ 2p− 4

2
β2 = 0. (2.69)

La solution générale de cette équation est donnée par :

β =

{
2(n−2)

A(n−2)rn−1−(n+2p−4)r , n 6= 2, A ∈ R
2

(n+2p−4)r ln r+Ar , n = 2, A ∈ R.

Remarque 2.3.3. Soit φ : (Rn, g) −→ (Nn, h), (n 6= p, n 6= 2) une applica-

tion conforme de dilatation λ, si on suppose que la dilatation λ est radiale.

nous chercherons les solutions de la forme β = a
r
, a ∈ R∗. on en déduit que

la trace de S2,p (φ) est nulle si si et seulement si :

a = − 2 (n− 2)

n+ 2p− 4
, n+ 2p− 4 6= 0. (2.70)

Par exemple, si on considère l'application conforme

φ : Rn\ {0} −→ R× Sn−1 donnée en coordonnées polaires par :

φ (rθ) = (ln r, θ) ,

on en déduit que pour cette application φ la trace de S2,p (φ) vaut zéro si si

et seulement si n = 2p.

Démonstration du théorème 2.3.3. Choisissons {ei}1≤i≤n comme base

orthonormé sur (M, g). Par dé�nition, nous avons :

S2,p (φ) (X, Y ) =
1

2
|τp (φ)|2 g (X, Y ) + |dφ|p−2

〈
dφ,∇φτp (φ)

〉
g (X, Y )

− |dφ|p−2 h
(
dφ (X) ,∇φ

Y τp (φ)
)
− |dφ|p−2 h

(
dφ (Y ) ,∇φ

Xτp (φ)
)

− (p− 2) |dφ|p−4
〈
dφ,∇φτp (φ)

〉
h (dφ (X) , dφ (Y )) .

(2.71)
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Utilisant le fait que :

τp (φ) = (p− n)n
p−2
2 λp−2dφ (grad lnλ) ,

on obtient :

|τp (φ)|2 = (p− n)2 np−2λ2p−2 |grad lnλ|2 . (2.72)

Pour le terme
〈
dφ,∇φτp (φ)

〉
, on a〈

dφ,∇φτp (φ)
〉

=h
(
dφ (ei) ,∇φ

ei
τp (φ)

)
= (p− n)n

p−2
2 h
(
dφ (ei) ,∇φ

ei
λp−2dφ (grad lnλ)

)
= (p− n)n

p−2
2 λp−2h

(
dφ (ei) ,∇φ

ei
dφ (grad lnλ)

)
+ (p− n)n

p−2
2 ei

(
λp−2

)
h (dφ (ei) , dφ (grad lnλ))

= (p− n)n
p−2
2 λp

(
∆ lnλ+ n |grad lnλ|2

)
+ (p− n) (p− 2)n

p−2
2 λp |grad lnλ|2 .

d'où〈
dφ,∇φτp (φ)

〉
= (p− n)n

p−2
2 λp

(
∆ lnλ+ (n+ p− 2) |grad lnλ|2

)
. (2.73)

Il reste à simpli�er h
(
dφ (X) ,∇φ

Y τp (φ)
)
et h

(
dφ (Y ) ,∇φ

Xτp (φ)
)
, on a :

h
(
dφ (X) ,∇φ

Y τp (φ)
)

= (p− n)n
p−2
2 h
(
dφ (X) ,∇φ

Y λ
p−2dφ (grad lnλ)

)
= (p− n)n

p−2
2 λp∇d lnλ (X, Y )

+ (p− n)n
p−2
2 λp |grad lnλ|2 g (X, Y )

+ (p− n) (p− 2)n
p−2
2 λpX (lnλ)Y (lnλ) ,

qui nous donne :

h
(
dφ (X) ,∇φ

Y τp (φ)
)

= (p− n)n
p−2
2 λp∇d lnλ (X, Y )

+ (p− n)n
p−2
2 λp |grad lnλ|2 g (X, Y )

+ (p− n) (p− 2)n
p−2
2 λpX (lnλ)Y (lnλ) .

(2.74)

Un calcul similaire donne :

h
(
dφ (Y ) ,∇φ

Xτp (φ)
)

= (p− n)n
p−2
2 λp∇d lnλ (X, Y )

+ (p− n)n
p−2
2 λp |grad lnλ|2 g (X, Y )

+ (p− n) (p− 2)n
p−2
2 λpX (lnλ)Y (lnλ) .

(2.75)
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En remplaçant (2.70), (2.72), (2.74) et (2.75) dans (2.71) et en utilisant le

fait que :

|dφ|p−2 = n
p−2
2 λp−2, |dφ|p−4 = n

p−4
2 λp−4,

on en déduit que :

S2,p (φ) (X, Y )

=
p− n

2
np−3λ2p−2

(
n (n+ p− 4)− 2 (p− 2)2

)
|grad lnλ|2 g (X, Y )

+ (p− n) (n− p+ 2)np−3λ2p−2 (∆ lnλ) g (X, Y )

− 2 (p− n)np−2λ2p−2 (∇d lnλ (X, Y )− (p− 2)X (lnλ)Y (lnλ)) .

Pour compléter la preuve, calculons la trace de S2,p (φ), nous avons :

TrgS2,p (φ) = S2,p (φ) (ei, ei)

=
p− n

2
np−3λ2p−2

(
n (n+ p− 4)− 2 (p− 2)2

)
|grad lnλ|2 g (ei, ei)

+ (p− n) (n− p+ 2)np−3λ2p−2 (∆ lnλ) g (ei, ei)

− 2 (p− n)np−2λ2p−2 (∇d lnλ (ei, ei)− (p− 2) ei (lnλ) ei (lnλ)) ,

Donc :

TrgS2,p (φ) =
p− n

2
np−2λ2p−2 (n (n+ p− 4)− 2 (p− 2) (p− 4)) |grad lnλ|2

− (p− n)2 np−2λ2p−2 (∆ lnλ) .

2.3.3 Le cas d'un di�éomorphisme conforme

On va regarder maintenant le cas où φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) est un

di�éomorphisme conforme et on va étudier la bi-p-harmonicité de l'applica-

tion inverse. Notons que si φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) est un di�éomorphisme

conforme de dilatation λ, alors l'application réciproque

ψ = φ−1 : (Nn, h) → (Mn, g) est une application conforme de dilatation

λ̃(y) = 1
λ(ψ(y))

pour tout y ∈ N .

Théorème 2.3.4. Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) (n > 3) un di�éomorphisme

conforme de dilatation λ. Alors l'application réciproque ψ = φ−1 : (Nn, h)→
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(Mn, g) est bi-p-harmonique si et seulement si

(n+ p− 2) grad (∆ lnλ)− p (n− 2p) (n+ p− 2) |grad lnλ|2 grad lnλ

− 2p2 + 3np− 4p− n2

2
grad

(
|grad lnλ|2

)
− 2

(
p2 − 2p+ n

)
(∆ lnλ) grad lnλ

+ 2nRicci (grad lnλ) = 0.

Preuve. Comme l'application ψ = φ−1 : (Nn, h)→ (Mn, g) est conforme

de dilatation λ̃(y) = 1
λ(ψ(y))

pour tout y ∈ N , alors elle est bi-p-harmonique

si et seulement si :

(n+ p− 2) grad
(

∆ ln λ̃
)

− (n2 − 5np+ 4n− 2p2 + 8p− 8)

2
grad

(∣∣∣grad ln λ̃
∣∣∣2)

− (p− 1)
(
n2 − 3np+ 4n− 2p2 + 8p− 8

) ∣∣∣grad ln λ̃
∣∣∣2 grad ln λ̃

− 2
(
n− p2 + 3p− 2

) (
∆ ln λ̃

)
grad ln λ̃+ 2nRicci

(
grad ln λ̃

)
= 0.

Un long calcul nous donne :

grad ln λ̃ = − 1

λ2
dφ (grad lnλ) ,

∣∣∣grad ln λ̃
∣∣∣2 =

1

λ2
|grad lnλ|2 ,

∆ ln λ̃ = − 1

λ2
(
∆ lnλ+ (n− 2) |grad lnλ|2

)
,

grad

(∣∣∣grad ln λ̃
∣∣∣2) =

1

λ4
dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
− 2

λ4
|grad lnλ|2 dφ (grad lnλ) ,

grad
(

∆ ln λ̃
)

= − 1

λ4
dφ (grad (∆ lnλ))− (n− 2)

λ4
dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
+

2

λ4
(∆ lnλ) dφ (grad lnλ) +

2 (n− 2)

λ4
|grad lnλ|2 dφ (grad lnλ) ,

et

Ricci
(
grad ln λ̃

)
=

(n− 2)

2λ4
dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
+

1

λ4
(∆ lnλ) dφ (grad lnλ)

− 1

λ4
dφ
(
RicciM (grad lnλ)

)
.
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D'où la bi-p-harmonicité de l'application réciproque ψ = φ−1 : (Nn, h) →
(Mn, g) est donnée par la formule suivante :

(n+ p− 2) grad (∆ lnλ)− p (n− 2p) (n+ p− 2) |grad lnλ|2 grad lnλ

− 2p2 + 3np− 4p− n2

2
grad

(
|grad lnλ|2

)
− 2

(
p2 − 2p+ n

)
(∆ lnλ) grad lnλ

+ 2nRicci (grad lnλ) = 0.

Remarque 2.3.4. En particulier, une condition nécessaire pour que φ et sa

réciproque soient bi-p-harmoniques est donnée par :(
n2 + 2np2 − 9np+ 4n− 6p2 + 16p− 8

)
|grad lnλ|2 grad lnλ

−
(
n2 + 2n− 4np+ 6p− 2p2 − 4

)
grad

(
|grad lnλ|2

)
+ 2 (2p− 1) (p− 2) (∆ lnλ) grad lnλ = 0.

De plus, si la dilatation λ du di�éomorphisme φ : (IRn, g)→ (Nn, h) (n ≥ 3)

est radiale, c'est à dire : (lnλ = α (r) , r = |x| et α ∈ C∞ (IR, IR)), alors cette

condition nécessaire est traduite par l'équation di�érentielle suivante :

− 2
(
2n+ 11p− 4np+ n2 − 4p2 − 6

)
β′ +

2 (2p− 1) (p− 2) (n− 1)

r
β

+
(
n2 + 2np2 − 9np+ 4n− 6p2 + 16p− 8

)
β2 = 0,

où β = α′. En cherchant des solutions particulières de la forme β = a
r
où

a 6= 0, on trouve l'équation algébrique suivante :(
n2 + 2np2 − 9np+ 4n− 6p2 + 16p− 8

)
(a+ 2) = 0.

Pour la résolution de cette équation, deux cas se présentent :

1. Premier cas : Si 4n+ 16p+ 2np2 − 9np+ n2 − 6p2 − 8 6= 0, on trouve

a = −2 pour tout n ≥ 3. Dans ce cas, tous les diféomorphismes

conformes de dilatation λ = C
r2
, C > 0 véri�ent la condition né-

cessaire.

2. Deuxième cas : 4n+ 16p+ 2np2 − 9np+ n2 − 6p2 − 8 = 0, on trouve
p = 1

4n−12

(
9n+

√
−128n+ 73n2 − 8n3 + 64− 16

)
ou

p = 1
4n−12

(
9n−

√
−128n+ 73n2 − 8n3 + 64− 16

)
avec n ∈ {4, 5, 6, 7} et a est quelconque.
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De même, si on cherche des solutions particulières de la forme β = ar
r2+1

où

a 6= 0, on trouve le système algébrique suivant :
8a+ 8n+ 32p+ 2n2 − 12p2 − 16 + 4an+ 16ap

−18np+ an2 − 6ap2 + 4np2 − 9anp+ 2anp2 = 0

et

4np2 − 12p− 2np− 2n2 + 4p2 + 8 = 0

Pour ce système, on obtient deux cas :

1. Premier cas : a = −2 et p = n+
√
−20n+9n2+8n3+4+6

4n+4
, n ≥ 6. Dans ce

cas, tous les diféomorphismes conformes de dilatation λ = C
r2
, C > 0

véri�ent la condition nécessaire.

2. Deuxième cas : n = 6, p = 2 et a quelconque.



Chapitre 3

Quelques résultats sur les

applications p-biharmoniques.

Dans ce chapitre, on présente quelques résultats sur les applications p-

biharmoniques.

Dans une première partie, on s'intéresse à l'étude de la p-biharmonicité des

applications conformes, en donnant quelques propriétés et en constuirant de

nouveaux exemples d'applications p-biharmoniques.

La formule de monotonie pour les applications p-harmoniques et p-biharmoniques

fait l'objet de la deuxième partie de ce chapitres.

3.1 Généralités sur les applications f-harmoniques

et f-biharmoniques

3.1.1 Applications f-harmoniques

Dé�nition 3.1.1. Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe

C∞ et soit f ∈ C∞ (M) une fonction positive. On dé�nit la fonctionnelle

f -énergie de l'application φ par :

Ef (φ) =
1

2

∫
M

f |dφ|2dvg.

où |dφ| est la norme de Hilbert-Schmidt de la di�érentielle dφ et dvg la me-

sure de M associée à la métrique g.

64
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Les équations d'Euler-lagrange associées à cette fonctionnelle nous permettent

de de�nir la f -harmonicité. φ est dite f -harmonique si :

τf (φ) = Trg∇fτ(φ) = 0,

τf (φ) est appelée le champ de f -tension de φ et un calcul simple nous donne

l'expression suivante :

τf (φ) = f {τ (φ) + dφ (grad ln f)} .

Remarque 3.1.1. Les applications p-harmoniques qui sont les points cri-

tiques de la fonctionnelle p-énergie dé�nie par :

Ep(φ) =
1

p

∫
M

|dφ|pdvg,

sont un cas particulier de applications f -harmoniques en prenant f = 2
p
|dφ|p−2.

Par suite, l'application φ est dite p-harmonique si

τp (φ) =
2

p
|dφ|p−2

{
τ (φ) +

p− 2

2
dφ
(
grad ln

(
|dφ|2

))}
= 0,

c'est à dire

τ (φ) +
p− 2

2
dφ
(
grad ln

(
|dφ|2

))
= 0.

τp(φ) est appelé le champ de p-tension de φ.

3.1.2 Applications f-biharmoniques

Dé�nition 3.1.2. Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe

C∞. La f -bi-énergie de φ est dé�nie par :

Ef,2(φ) =
1

2

∫
M

f |τ (φ) |2dvg (3.1)

Les équations d'Euler-lagrange associées à cette fonctionnelle nous donnent

la caractérisation de la f -biharmonicité. φ est dite f -biharmonique si :

τf,2 (φ) = fτ2 (φ)− (∆f) τ (φ)− 2∇φ
gradfτ (φ) = 0. (3.2)

τf,2 (φ) est appelé le champ de f -bi-tension.
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Remarque 3.1.2. En remarquant que :

∆f = f (∆ ln f) + f |grad ln f |2 ,

il suit que

τf,2 (φ) = f
(
τ2 (φ)−

(
∆ ln f + |grad ln f |2

)
τ (φ)− 2∇φ

grad ln fτ (φ)
)

d'où φ est f -biharmonique si et seulement

τ2 (φ)−
(
∆ ln f + |grad ln f |2

)
τ (φ)− 2∇φ

grad ln fτ (φ) = 0

3.2 Applications p-biharmoniques

Dé�nition 3.2.1. Les applications p-biharmoniques sont les points critiques

de La fonctionnelle p-bi-énergie :

Ep,2(φ) =
1

p

∫
M

|τ (φ) |pdvg, (3.3)

où |dφ| est la norme de Hilbert-Schmidt de la di�érentielle dφ et dvg la mesure

de M associée à la métrique g.

La propriété suivante, nous donne l'expression du champ de p-bi-tension

τp,2 (φ), en remplaçant f = 2
p
|τ (φ)|p−2 dans l'équation (3.2).

τp,2 (φ) =
2

p
|τ (φ)|p−2 τ2 (φ)− p− 2

p
|τ (φ)|p−4 ∆

(
|τ (φ)|2

)
τ (φ)

− (p− 2) (p− 4)

2p
|τ (φ)|p−6

∣∣grad (|τ (φ)|2
)∣∣2 τ (φ)

− 2 (p− 2)

p
|τ (φ)|p−4∇φ

grad(|τ(φ)|2)
τ (φ) .

(3.4)

On déduit que l'application φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) est p-biharmonique

si et seulement si :

|τ (φ)|4 τ2 (φ)− (p− 2) |τ (φ)|2∇φ

grad(|τ(φ)|2)
τ (φ)

− (p− 2) (p− 4)

4

∣∣grad (|τ (φ)|2
)∣∣2 τ (φ)

− (p− 2)

2
|τ (φ)|2 ∆

(
|τ (φ)|2

)
τ (φ) = 0.

(3.5)
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Remarques 3.2.1. 1. L'équation (3.3) est obtenue en remplaçant

f = 2
p
|τ (φ)|p−2 dans l'équation (3.1).

2. Par l'expression du champ de p-bitension de φ, on déduit que si φ est

biharmonique et |τ (φ) | est constant, alors φ est p-biharmonique.

3.3 La p-biharmonicité des applications conformes

Théorème 3.3.1. Soit φ : (Mn, g) −→ (Nn, h), (n ≥ 3) , une application

conforme de dilatation λ. Alors φ est p-biharmonique si et seulement si :

|grad lnλ|4 grad (∆ lnλ)− (n− 4p+ 2)

2
|grad lnλ|4 grad

(
|grad lnλ|2

)
+ (p− 2)2 |grad lnλ|2 d lnλ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
grad lnλ

+ (p− 2) |grad lnλ|2∇grad(|grad lnλ|2)grad lnλ

+
p− 2

2
|grad lnλ|2 ∆

(
|grad lnλ|2

)
grad lnλ

+
(p− 2) (p− 4)

4

∣∣grad (|grad lnλ|2
)∣∣2 grad lnλ

+
(
p2 − 2p− n+ 2

)
|grad lnλ|6 grad lnλ

+ (p− 4) |grad lnλ|4 (∆ lnλ) grad lnλ

+ 2 |grad lnλ|4Ricci (grad lnλ) = 0.

Preuve. Comme φ est conforme, on a :

τ (φ) = (2− n) dφ (grad lnλ) ,

|τ (φ)|2 = (2− n)2 λ2 |grad lnλ|2 ,

|τ (φ)|4 = (2− n)4 λ4 |grad lnλ|4 ,

grad
(
|τ (φ)|2

)
= (2− n)2 grad

(
λ2 |grad lnλ|2

)
= (2− n)2 λ2grad

(
|grad lnλ|2

)
+ 2 (2− n)2 λ2 |grad lnλ|2 grad lnλ.

et∣∣grad (|τ (φ)|2
)∣∣2 = (2− n)4 λ4

∣∣grad (|grad lnλ|2
)∣∣2 + 4 (2− n)4 λ4 |grad lnλ|6

+ 4 (2− n)4 λ4 |grad lnλ|2 d lnλ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
.
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Regardons le terme ∇φ

grad(|τ(φ)|2)
τ (φ), on a :

∇φ

grad(|τ(φ)|2)
τ (φ) = (2− n)3 λ2∇φ

grad(|grad lnλ|2)
dφ (grad lnλ)

+ 2 (2− n)3 λ2 |grad lnλ|2∇φ
grad lnλdφ (grad lnλ)

Il est bien connu que pour tous X, Y ∈ Γ (TM), on a (voir [3])

∇φ
Xdφ (Y ) = X (lnλ) dφ (Y ) + Y (lnλ) dφ (X)

− g (X, Y ) dφ (grad lnλ) + dφ (∇XY ) .

Il suit

∇φ

grad(|grad lnλ|2)
dφ (grad lnλ) = |grad lnλ|2 dφ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
+ dφ

(
∇grad(|grad lnλ|2)grad lnλ

)
et

∇φ
grad lnλdφ (grad lnλ) = |grad lnλ|2 dφ (grad lnλ)+

1

2
dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
.

Ce qui nous donne

∇φ

grad(|τ(φ)|2)
τ (φ) = 2 (2− n)3 λ2 |grad lnλ|2 dφ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
+ (2− n)3 λ2dφ

(
∇grad(|grad lnλ|2)grad lnλ

)
+ 2 (2− n)3 λ2 |grad lnλ|4 dφ (grad lnλ) .

Pour le terme ∆
(
(2− n)2 λ2 |grad lnλ|2

)
, en utilisant les propriétés du la-

placien, on obtient

∆
(
(2− n)2 λ2 |grad lnλ|2

)
= (2− n)2 ∆

(
λ2 |grad lnλ|2

)
= (2− n)2 |grad lnλ|2 ∆

(
λ2
)

+ (2− n)2 λ2∆
(
|grad lnλ|2

)
+ 2 (2− n)2 g

(
gradλ2, grad

(
|grad lnλ|2

))
.

En utilisant le fait que

gradλ2 = 2λ2grad lnλ
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et

∆
(
λ2
)

= 2λ2 (∆ lnλ) + 4λ2 |grad lnλ|2 ,

on déduit que

∆
(
|τ (φ)|2

)
= 2 (2− n)2 λ2 |grad lnλ|2 (∆ lnλ) + (2− n)2 λ2∆

(
|grad lnλ|2

)
+ 4 (2− n)2 λ2d lnλ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
+ 4 (2− n)2 λ2 |grad lnλ|4 .

En�n, l'expression de τ2 (φ) est donnée par (voir [7])

τ2 (φ) = (n− 2) dφ (H) ,

où

H = grad∆ lnλ− n− 6

2
grad

(
|grad lnλ|2

)
− 2 (∆ lnλ) grad lnλ

− (n− 2) |grad lnλ|2 grad lnλ+ 2RicciM (grad lnλ)

En revenant à la deuxième équation, on conclut que φ est p-biharmonique si

et seulement si :

|grad lnλ|4 grad (∆ lnλ)− (n− 4p+ 2)

2
|grad lnλ|4 grad

(
|grad lnλ|2

)
+ (p− 2)2 |grad lnλ|2 d lnλ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
grad lnλ

+ (p− 2) |grad lnλ|2∇grad(|grad lnλ|2)grad lnλ

+
p− 2

2
|grad lnλ|2 ∆

(
|grad lnλ|2

)
grad lnλ

+
(p− 2) (p− 4)

4

∣∣grad (|grad lnλ|2
)∣∣2 grad lnλ

+
(
p2 − 2p− n+ 2

)
|grad lnλ|6 grad lnλ

+ (p− 4) |grad lnλ|4 (∆ lnλ) grad lnλ

+ 2 |grad lnλ|4Ricci (grad lnλ) = 0.

Corollaire 3.3.1. En particulier, si la dilatation λ de l'application conforme

φ : (IRn, g)→ (Nn, h) (n ≥ 3) est radiale, c'est à dire :

(lnλ = α (r) , r = |x| et α ∈ C∞ (IR, IR)), on a (voir [32])

gradα = α′
∂

∂r
, |gradα|2 = (α′)

2
, grad

(
|gradα|2

)
= 2α′α′′

∂

∂r
,
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∆α = α′′ +
n− 1

r
α′, grad∆α =

(
α(3) +

n− 1

r
α′′ − n− 1

r2
α′
)
∂

∂r
,

et

∆
(
|gradα|2

)
= 2α′α(3) + 2 (α′′)

2
+

2 (n− 1)

r
α′α′′.

Donc φ : (IRn, g) → (Nn, h) est p-biharmonique si et seulement si α est

solution de l'équation di�érentielle suivante :

(p− 1) (α′)
4
α(3) + (p− 2) (p− 1) (α′)

3
(α′′)

2
+

(n− 1) (p− 1)

r
(α′)

4
α′′

+
(
2p2 − 3p− n+ 2

)
(α′)

5
α′′ +

(
p2 − 2p− n+ 2

)
(α′)

7

+
(p− 4) (n− 1)

r
(α′)

6 − n− 1

r2
(α′)

5
= 0

En posant β = α′, la p-biharmonicité dans ce cas se traduit par l'équation

di�érentielle suivante :

(p− 1) ββ′′ + (p− 2) (p− 1) (β′)
2

+
(n− 1) (p− 1)

r
ββ′

+
(
2p2 − 3p− n+ 2

)
β2β′ +

(
p2 − 2p− n+ 2

)
β4

+
(p− 4) (n− 1)

r
β3 − n− 1

r2
β2 = 0.

Remarque 3.3.1. On va chercher les solutions de la forme β = a
r
où a 6= 0,

dans ce cas, l'application conforme φ : (IRn, g)→ (Nn, h) est p-biharmonique

si et seulement si a est solution de l'équation algèbrique suivante :(
p2 − 2p− n+ 2

)
a2 −

(
2p2 − np− 2p+ 3n− 2

)
a− p (n− p) = 0.

Deux cas se présentent :

1. Premier cas : 
p2 − 2p− n+ 2 = 0

et

−3n+ 2p+ np− 2p2 + 2 6= 0

Il suit que 
p =
√
n− 1 + 1

et

a = np−p2
−3n+2p+np−2p2+2

Par exemple, si on prend n = 10, on obtient p = 4 et a = −2.
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2. Deuxième cas : p2 − 2p− n+ 2 6= 0, c'est à dire p 6=
√
n− 1 + 1. Les

solutions sont données par :

a =
1

−2n− 4p+ 2p2 + 4

(
2p2 − 2p− np+ 3n− 2 +

√
A (n, p)

)
et

a = − 1

−2n− 4p+ 2p2 + 4

(
−2p2 + np+ 2p− 3n+ 2 +

√
A (n, p)

)
,

où

A (n, p) = n2p2 + 12np2 − 12p2 − 10n2p+ 8p+ 9n2 − 12n+ 4.

Pour ce type de solutions, on va citer deux exemples. Le premier exemple

correspond au cas où a = −2.

Exemple 3.3.1. On considère l'inversion φ : Rn\ {0} −→ Rn\ {0} (n ≥ 3)

de�nie par φ (x) = x
|x|2 . φ est une application conforme de dilatation λ = 1

r2
.

En utilisant le fait que p ≥ 2, on déduit que φ est p-biharmonique si et

seulement si :

3p3 − np2 − 8p2 + n2 − np+ 10p− 4 = 0,

ce qui nous donne comme solutions :

p =
n+ 2

3
, n ≥ 3

ou

p =
√
n− 1 + 1, n ≥ 3.

Par exemple, on prend n = 10, on obtient p = 4.

Maintenant, regardons un exemple qui traite le cas où a = −1.

Exemple 3.3.2. Soit φ : Rn\ {0} −→ R × Sn−1 donnée en coordonnées

polaires par

φ (rθ) = (ln r, θ) , r > 0, θ ∈ Sn−1 ⊂ Rn.
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φ est une application conforme de dilatation λ = 1
r
. En utilisant le fait que

p ≥ 2, on conclut que φ est p-biharmonique si et seulement si

2p3 − np2 − 4p2 + 4p+ n2 − 2n = 0,

ce qui nous donne comme solutions :

p =
n

2
, n ≥ 3

ou

p =
√
n− 1 + 1, n ≥ 3.

3.3.1 Le cas d'un di�éomorphisme conforme

On va regarder maintenant le cas où φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) est un

di�éomorphisme conforme et on va étudier la p-biharmonicité de l'applica-

tion inverse. Notons que si φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) est un di�éomorphisme

conforme de dilatation λ, alors l'application réciproque

ψ = φ−1 : (Nn, h) → (Mn, g) est une application conforme de dilatation

λ̃(y) = 1
λ(ψ(y))

pour tout y ∈ N .

Théorème 3.3.2. Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) (n > 3) un di�éomorphisme

conforme de dilatation λ. Alors l'application réciproque ψ = φ−1 : (Nn, h)→
(Mn, g) est p-biharmonique si et seulement si

|grad lnλ|4 grad (∆ lnλ) +
(n− 4p+ 2)

2
|grad lnλ|4 grad

(
|grad lnλ|2

)
+

(p− 2) (n− 4p+ 2)

2
|grad lnλ|2 d lnλ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
grad lnλ

+
(p− 2) (p− 4)

4

∣∣grad (|grad lnλ|2
)∣∣2 grad lnλ

+ (p− 2) |grad lnλ|2∇grad(|grad lnλ|2)grad lnλ

+
(p− 2)

2
|grad lnλ|2 ∆

(
|grad lnλ|2

)
grad lnλ

− 2 (p− 1) (n− 2p) |grad lnλ|6 grad lnλ

− 2 (p− 1) |grad lnλ|4 (∆ lnλ) grad lnλ

+ 2 |grad lnλ|4RicciM (grad lnλ) = 0.
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Preuve. Comme l'application ψ = φ−1 : (Nn, h)→ (Mn, g) est conforme

de dilatation λ̃(y) = 1
λ(ψ(y))

pour tout y ∈ N , alors elle est p-biharmonique si

et seulement si :∣∣∣grad ln λ̃
∣∣∣4 grad∆ ln λ̃− (n− 4p+ 2)

2

∣∣∣grad ln λ̃
∣∣∣4 grad(∣∣∣grad ln λ̃

∣∣∣2)
+ (p− 2)2

∣∣∣grad ln λ̃
∣∣∣2 d ln λ̃

(
grad

(∣∣∣grad ln λ̃
∣∣∣2)) grad ln λ̃

+
(p− 2)

2

∣∣∣grad ln λ̃
∣∣∣2(∆

(∣∣∣grad ln λ̃
∣∣∣2)) grad ln λ̃

+ (p− 2)
∣∣∣grad ln λ̃

∣∣∣2∇
grad

(
|grad ln λ̃|2

)grad ln λ̃

+
(p− 2) (p− 4)

4

∣∣∣∣grad(∣∣∣grad ln λ̃
∣∣∣2)∣∣∣∣2 grad ln λ̃

+
(
p2 − 2p− n+ 2

) ∣∣∣grad ln λ̃
∣∣∣6 grad ln λ̃

+ (p− 4)
∣∣∣grad ln λ̃

∣∣∣4 (∆ ln λ̃
)
grad ln λ̃

+ 2
∣∣∣grad ln λ̃

∣∣∣4Ricci(grad ln λ̃
)

= 0.

Un calcul rigoureux nous donne les formules suivantes :

grad ln λ̃ = − 1

λ2
dφ (grad lnλ) ,

∣∣∣grad ln λ̃
∣∣∣2 =

1

λ2
|grad lnλ|2 ,

∆ ln λ̃ = − 1

λ2
(
∆ lnλ+ (n− 2) |grad lnλ|2

)
,

grad

(∣∣∣grad ln λ̃
∣∣∣2) =

1

λ4
dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
− 2

λ4
|grad lnλ|2 dφ (grad lnλ) ,∣∣∣∣grad(∣∣∣grad ln λ̃

∣∣∣2)∣∣∣∣2 =
4

λ6
|grad lnλ|6 +

1

λ6
∣∣grad (|grad lnλ|2

)∣∣2
− 4

λ6
|grad lnλ|2 d lnλ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
,

grad
(

∆ ln λ̃
)

= − 1

λ4
dφ (grad (∆ lnλ))− (n− 2)

λ4
dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
+

2

λ4
(∆ lnλ) dφ (grad lnλ) +

2 (n− 2)

λ4
|grad lnλ|2 dφ (grad lnλ) ,
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d ln λ̃

(
grad

(∣∣∣grad ln λ̃
∣∣∣2)) =

2

λ4
|grad lnλ|4− 1

λ4
d lnλ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
,

∆

(∣∣∣grad ln λ̃
∣∣∣2) =

1

λ4
(
∆
(
|grad lnλ|2

))
+

(n− 6)

λ4
d lnλ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
− 2

λ4
|grad lnλ|2 (∆ lnλ) +

2 (4− n)

λ4
|grad lnλ|4 ,

∇
grad

(
|grad ln λ̃|2

)grad ln λ̃ = − 2

λ6
|grad lnλ|4 dφ (grad lnλ)

− 1

λ6
dφ
(
∇grad(|grad lnλ|2)grad lnλ

)
+

2

λ6
d lnλ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
dφ (grad lnλ)

et

Ricci
(
grad ln λ̃

)
=

(n− 2)

2λ4
dφ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
+

1

λ4
(∆ lnλ) dφ (grad lnλ)

− 1

λ4
dφ
(
RicciM (grad lnλ)

)
.

D'où la p-biharmonicité de l'application réciproque ψ = φ−1 : (Nn, h) →
(Mn, g) est caractérisée par l'équation suivante :

|grad lnλ|4 grad (∆ lnλ) +
(n− 4p+ 2)

2
|grad lnλ|4 grad

(
|grad lnλ|2

)
+

(p− 2) (n− 4p+ 2)

2
|grad lnλ|2 d lnλ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
grad lnλ

+
(p− 2) (p− 4)

4

∣∣grad (|grad lnλ|2
)∣∣2 grad lnλ

+ (p− 2) |grad lnλ|2∇grad(|grad lnλ|2)grad lnλ

+
(p− 2)

2
|grad lnλ|2 ∆

(
|grad lnλ|2

)
grad lnλ

− 2 (p− 1) (n− 2p) |grad lnλ|6 grad lnλ

− 2 (p− 1) |grad lnλ|4 (∆ lnλ) grad lnλ

+ 2 |grad lnλ|4RicciM (grad lnλ) = 0.

2

Remarque 3.3.2. En particulier, une condition nécessaire pour que φ et sa
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réciproque soient p-biharmoniques est donnée par :

|grad lnλ|2
(
(n− 4p+ 2) grad

(
|grad lnλ|2

)
− 3 (p− 2) (∆ lnλ) grad lnλ

)
+

(p− 2) (n− 6p+ 6)

2
d lnλ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
grad lnλ

+
(
3n− 2p− 2np+ 3p2 − 2

)
|grad lnλ|4 grad lnλ = 0

De plus, si la dilatation λ du di�éomorphisme φ : (IRn, g)→ (Nn, h) (n ≥ 3)

est radiale, c'est à dire : (lnλ = α (r) , r = |x| etα ∈ C∞ (IR, IR)), alors cette

condition nécessaire est traduite par l'équation di�érentielle suivante :(
7p+ np− 6p2 − 2

)
β′ − 3 (p− 2) (n− 1)

r
β

+
(
3n− 2p− 2np+ 3p2 − 2

)
β2 = 0,

où β = α′. En cherchant des solutions particulières de la forme β = a
r
où

a 6= 0, on trouve l'équation algébrique suivante :(
3n− 2p− 2np+ 3p2 − 2

)
a+ 6n− 4p− 4np+ 6p2 − 4 = 0.

Pour la résolution de cette équation, plusieurs cas se présentent :

� Premier cas : Si 3n − 2p − 2np + 3p2 − 2 6= 0, on trouve a = −2

pour tout n ≥ 3. Dans ce cas, tous les diféomorphismes conformes de

dilatation λ = C
r2
, C > 0 véri�ent la condition nécessaire.

� Deuxième cas : 3n− 2p− 2np+ 3p2 − 2 = 0, on trouve

p = 1
3
n+ 1

3

√
n2 − 7n+ 7+ 1

3
, n ≥ 6 et a est quelconque. Par exemple,

si on prend n = 9, on trouve p = 5.

De même, si on cherche des solutions particulières de la forme β = ar
r2+1

où

a 6= 0, on trouve le système algébrique suivant :
2a− 6n+ 4p− 6p2 + 4− 3an+ 2ap+ 4np− 3ap2 + 2anp = 0

et

−10p− 6n+ 2np+ 6p2 + 8 = 0

Pour ce système, on obtient deux cas :

� Premier cas : a = −2 et p = 1
6

(√
n2 + 26n− 23− n+ 5

)
, n ≥ 6.

Dans ce cas, tous les diféomorphismes conformes de dilatation

λ = C
r2
, C > 0 véri�ent la condition nécessaire.

� Deuxième cas : n = 6, p = 2 et a quelconque.



3.3.2 Le tenseur p-bi-énérgie impulsion 76

3.3.2 Le tenseur p-bi-énérgie impulsion

Pour les applications p-biharmoniques, on dé�nit le tenseur p-bi-énérgie

impulsion.

Dé�nition 3.3.1. [36] Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de

classe C∞. Le tenseur p-bi-énérgie impulsion de φ est donnée par l'équation

suivante :

Sp,2 (φ) =
2

p
|τ (φ)|p−2 S2 (φ) +

p− 2

p
|τ (φ)|p−4 h

(
τ (φ) , dφ

(
grad

(
|τ (φ)|2

)))
g

− 2 (p− 2)

p
|τ (φ)|p−4 d

(
|τ (φ)|2

)
� (dφ · τ (φ))

où (
d
(
|τ (φ)|2

)
� (dφ · τ (φ))

)
(X, Y ) =

1

2
d
(
|τ (φ)|2

)
(X)h (τ (φ) , dφ (Y ))

+
1

2
d
(
|τ (φ)|2

)
(Y )h (τ (φ) , dφ (X))

=
1

2
X
(
|τ (φ)|2

)
h (τ (φ) , dφ (Y ))

+
1

2
Y
(
|τ (φ)|2

)
h (τ (φ) , dφ (X))

et

S2(φ) =

(
−1

2
|τ(φ)|2 + divh (τ(φ), dφ)

)
g − 2symh (∇τ(φ), dφ) .

Le lien entre τp,2(φ) et la divergence de Sp,2 (φ) est donné par :

divSp,2(φ) = −h (τp,2(φ), dφ)− p− 2

2p
|τ (φ)|p−2 d

(
|τ (φ)|2

)
.

Comme premier résultat, on va calculer le tenseur p-bi-énérgie impulsion

d'une application conforme.

Théorème 3.3.3. Soit φ : (Mn, g) −→ (Nn, h), (n ≥ 3) , une application

conforme de dilatation λ. Alors, le tenseur p-bi-énérgie impulsion de φ est
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donné par la formule suivante :

Sp,2 (φ) =
2 (2− n)p−1

p
λp (∆ lnλ) |grad lnλ|p−2 g

+
(2− n)p−1 (n+ 2p− 6)

p
λp |grad lnλ|p g

+
(p− 2) (2− n)p−1

p
λp |grad lnλ|p−4

(
d lnλ

(
grad

(
|grad lnλ|2

)))
g

− (p− 2) (2− n)p−1

p
λp |grad lnλ|p−4

(
d
(
|grad lnλ|2

)
⊗ d lnλ

)
− (p− 2) (2− n)p−1

p
λp |grad lnλ|p−4

(
d lnλ⊗ d

(
|grad lnλ|2

))
− 4 (p− 2) (2− n)p−1

p
λp−4 |grad lnλ|p−2 (d lnλ⊗ d lnλ)

− 4 (2− n)p−1

p
λp |grad lnλ|p−2 (∇d lnλ) .

Preuve. Pour tous X, Y ∈ Γ (TM), on a :

Sp,2 (φ) (X, Y ) =
2

p
|τ (φ)|p−2 S2 (φ) (X, Y )

+
p− 2

p
|τ (φ)|p−4 h

(
τ (φ) , dφ

(
grad

(
|τ (φ)|2

)))
g (X, Y )

− 2 (p− 2)

p
|τ (φ)|p−4

(
d
(
|τ (φ)|2

)
� (dφ · τ (φ))

)
(X, Y )

où (
d
(
|τ (φ)|2

)
� (dφ · τ (φ))

)
(X, Y ) =

1

2
X
(
|τ (φ)|2

)
h (τ (φ) , dφ (Y ))

+
1

2
Y
(
|τ (φ)|2

)
h (τ (φ) , dφ (X))

On va simpli�er tous les termes qui apparaissent dans l'expréssion de Sp,2 (φ).

Comme φ est conforme, alors S2(φ) est donnée par :

S2 (φ) (X, Y ) = (2− n)λ2 (∆ lnλ) g (X, Y )− (2− n)2

2
λ2 |grad lnλ|2 g (X, Y )

− 2 (2− n)λ2 (∇d lnλ (X, Y )) .
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En utilisant le fait que : |τ (φ)|2 = (2− n)2 λ2 |grad lnλ|2, on obtient :

h
(
τ (φ) , dφ

(
grad

(
|τ (φ)|2

)))
= h

(
(2− n) dφ (grad lnλ) , dφ

(
grad

(
(2− n)2 λ2 |grad lnλ|2

)))
= (2− n)3 h

(
dφ (grad lnλ) , dφ

(
grad

(
λ2 |grad lnλ|2

)))
= (2− n)3 λ2h

(
dφ (grad lnλ) , dφ

(
grad

(
|grad lnλ|2

)))
+ (2− n)3 |grad lnλ|2 h

(
dφ (grad lnλ) , dφ

(
grad

(
λ2
)))

= (2− n)3 λ4g
(
grad lnλ, grad

(
|grad lnλ|2

))
+ 2 (2− n)3 λ4 |grad lnλ|2 g (grad lnλ, grad lnλ)

= (2− n)3 λ4d lnλ
(
grad

(
|grad lnλ|2

))
+ 2 (2− n)3 λ4 |grad lnλ|4 .

Pour terminer la preuve de ce théorème, on va regarder le terme(
d
(
|τ (φ)|2

)
� (dφ · τ (φ))

)
(X, Y ). On a :(

d
(
|τ (φ)|2

)
� (dφ · τ (φ))

)
(X, Y ) =

1

2
X
(
|τ (φ)|2

)
h (τ (φ) , dφ (Y ))

+
1

2
Y
(
|τ (φ)|2

)
h (τ (φ) , dφ (X)) .

Commençons par le calcul du termeX
(
|τ (φ)|2

)
h (τ (φ) , dφ (Y )), on obtient :

X
(
|τ (φ)|2

)
h (τ (φ) , dφ (Y )) = (2− n)3X

(
λ2 |grad lnλ|2

)
h (dφ (grad lnλ) , dφ (Y ))

= (2− n)3 λ2X
(
|grad lnλ|2

)
h (dφ (grad lnλ) , dφ (Y ))

+ (2− n)3 |grad lnλ|2X
(
λ2
)
h (dφ (grad lnλ) , dφ (Y ))

= (2− n)3 λ4X
(
|grad lnλ|2

)
Y (lnλ)

+ 2 (2− n)3 λ4 |grad lnλ|2X (lnλ)Y (lnλ)

= (2− n)3 λ4d
(
|grad lnλ|2

)
(X) d lnλ (Y )

+ 2 (2− n)3 λ4 |grad lnλ|2 d lnλ (X) d lnλ (Y )

= (2− n)3 λ4
(
d
(
|grad lnλ|2

)
⊗ d lnλ

)
(X, Y )

+ 2 (2− n)3 λ4 |grad lnλ|2 (d lnλ⊗ d lnλ) (X, Y ) .

De même, on déduit que :

Y
(
|τ (φ)|2

)
h (τ (φ) , dφ (X)) = (2− n)3 λ4

(
d lnλ⊗ d

(
|grad lnλ|2

))
(X, Y )

+ 2 (2− n)3 λ4 |grad lnλ|2 (d lnλ⊗ d lnλ) (X, Y ) .
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Ce qui nous donne :(
d
(
|τ (φ)|2

)
� (dφ · τ (φ))

)
(X, Y ) =

(2− n)3

2
λ4
(
d
(
|grad lnλ|2

)
⊗ d lnλ

)
(X, Y )

+
(2− n)3

2
λ4
(
d lnλ⊗ d

(
|grad lnλ|2

))
(X, Y )

+ 2 (2− n)3 λ4 |grad lnλ|2 (d lnλ⊗ d lnλ) (X, Y ) .

En revenant à l'expression de Sp,2 (φ), on conclut que :

Sp,2 (φ) (X, Y )

=
(2− n)p−1

p
λp |grad lnλ|p−2

(
2 (∆ lnλ) + (n+ 2p− 6) |grad lnλ|2

)
g (X, Y )

+
(p− 2) (2− n)p−1

p
λp |grad lnλ|p−4

(
d lnλ

(
grad

(
|grad lnλ|2

)))
g (X, Y )

− (p− 2) (2− n)p−1

p
λp |grad lnλ|p−4

(
d
(
|grad lnλ|2

)
⊗ d lnλ

)
(X, Y )

− (p− 2) (2− n)p−1

p
λp |grad lnλ|p−4

(
d lnλ⊗ d

(
|grad lnλ|2

))
(X, Y )

− 4 (p− 2) (2− n)p−1

p
λp−4 |grad lnλ|p−2 (d lnλ⊗ d lnλ) (X, Y )

− 4 (2− n)p−1

p
λp |grad lnλ|p−2 (∇d lnλ (X, Y ))

d'où on obtient �nalement :

Sp,2 (φ) =
2 (2− n)p−1

p
λp (∆ lnλ) |grad lnλ|p−2 g

+
(2− n)p−1 (n+ 2p− 6)

p
λp |grad lnλ|p g

+
(p− 2) (2− n)p−1

p
λp |grad lnλ|p−4

(
d lnλ

(
grad

(
|grad lnλ|2

)))
g

− (p− 2) (2− n)p−1

p
λp |grad lnλ|p−4

(
d
(
|grad lnλ|2

)
⊗ d lnλ

)
− (p− 2) (2− n)p−1

p
λp |grad lnλ|p−4

(
d lnλ⊗ d

(
|grad lnλ|2

))
− 4 (p− 2) (2− n)p−1

p
λp−4 |grad lnλ|p−2 (d lnλ⊗ d lnλ)

− 4 (2− n)p−1

p
λp |grad lnλ|p−2 (∇d lnλ) .
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En passant à la trace dans l'expression du tenseur p-bi-énergie d'une appli-

cation conforme et en utilisant le fait que :

Trg
(
d
(
|grad lnλ|2

)
⊗ d lnλ

)
= Trg

(
d lnλ⊗ d

(
|grad lnλ|2

))
= d lnλ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
,

T rg (d lnλ⊗ d lnλ) = |grad lnλ|2

et

Trg (∇d lnλ) = ∆ lnλ,

on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.2. Soit φ : (Mn, g) −→ (Nn, h), (n ≥ 3) , une application

conforme de dilatation λ. Alors la trace du tenseur p-bi-énèrgie impulsion de

φ est donné par la l'équation suivante :

TrgSp,2 (φ) = −2 (2− n)p

p
λp (∆ lnλ) |grad lnλ|p−2

− (2− n)p (n+ 2p− 4)

p
λp |grad lnλ|p

− (p− 2) (2− n)p

p
λp |grad lnλ|p−4

(
d lnλ

(
grad

(
|grad lnλ|2

)))
.

La trace de Sp,2 (φ) est nulle si et seulement si :

(∆ lnλ) |grad lnλ|2 +
n+ 2p− 4

2
|grad lnλ|4

+
p− 2

2
d lnλ

(
grad

(
|grad lnλ|2

))
= 0.

Corollaire 3.3.3. En particulier, si la dilatation λ de l'application conforme

φ : (IRn, g)→ (Nn, h) (n ≥ 3) est radiale, c'est à dire :

(lnλ = α (r) , r = |x| et α ∈ C∞ (IR, IR)) et en utilisant les formules suivantes :

gradα = α′
∂

∂r
, |gradα|2 = (α′)

2
, grad

(
|gradα|2

)
= 2α′α′′

∂

∂r
,

et

∆α = α′′ +
n− 1

r
α′,

on déduit que la trace de Sp,2 (φ) est nulle si et seulement si

(p− 1) (α′)
2
α′′ +

n− 1

r
(α′)

3
+
n+ 2p− 4

2
(α′)

4
= 0.
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En posant β = α′, alors TrgSp,2 (φ) = 0 se traduit par l'équation di�érentielle

suivante :

(p− 1) β′ +
n− 1

r
β +

n+ 2p− 4

2
β2 = 0.

Remarque 3.3.3. On va chercher les solutions de la forme β = a
r
où a 6= 0,

dans ce cas, la trace de Sp,2 (φ) est nulle si et seulement si :

a =
p− n

n+ 2p− 4
.

3.4 Formule de monotonie pour les applications

p-harmoniques

Dé�nition 3.4.1. Soit (Mm, g) une variété riemannienne de dimension m.

Un champ de vecteurs X sur M est dit conforme si LXg = ag pour une

certaine fonction a : M −→ IR, où LX désigne la dérivation de Lie dans la

direction X dé�nie par :

(LXg) (Y, Z) = X (g (Y, Z))− g ([X, Y ] , Z)− g ([X,Z] , Y )

= g (∇YX,Z) + g (Y,∇ZX) .

De manière équivalente, X est conforme si et seulement si

symg (∇·X, ·) =

(
divX

m

)
g,

où

(symg (∇·X, ·)) (Y, Z) =
1

2
{g (∇YX,Z) + g (∇ZX, Y )} .

Dans ce cas, on a la relation a = 2divX
m

Dé�nition 3.4.2. Soient (Mm, g) une variété riemannienne de dimension

m et T un champ de tenseurs de type (0, 2) symétrique. Pour un champ de

vecteurs X surM , on dé�nit la 1-forme, notée T cX, de la manière suivante :

(T cX) (Y ) = T (X, Y ) ,

pour tout Y ∈ Γ (TM).
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Dans le cas où le champ de vecteurs X est conforme, on a le résultat

suivant :

Proposition 3.4.1. [4] Soient (Mm, g) une variété riemannienne de dimen-

sion m, T un champ de tenseurs de type (0, 2) symétrique et X un champ de

vecteurs conforme. Alors on a :

div (T cX) = (divT ) (X) +

(
divX

m

)
TrgT.

En intégrant cette dernière formule sur un domaine compact et en utili-

sant le théorème de la divergence, on obtient la formule de monotonie donnée

par la proposition suivante :

Proposition 3.4.2. [4] Soient (Mm, g) une variété riemannienne orientée

de dimension m, X un champ de vecteurs conforme et U ⊂ M un domaine

compact de bord ∂U . Alors pour tout champ de tenseurs de type (0, 2) symé-

trique T sur M , on a :∫
∂U

T (X,n) dσ =

∫
U

(divT ) (X) dx+

∫
U

(
divX

m

)
(TrgT ) dx,

où dx est l'élément de volume sur M , dσ celui sur ∂U et n est la normale

pointant vers l'extérieur à ∂U .

Pour une application φ : (Mm, g) −→ (Nn, h), on rappelle que le tenseur

p-énergie impulsion est dé�ni par :

Sp (φ) =
1

p
|dφ|p g − |dφ|p−2 φ∗h.

Ce tenseur véri�e la relation suivante :

divSp (φ) = −h (τp (φ) , dφ)

où τp (φ) est le champ de p-tension de l'application φ donné par :

τp (φ) = |dφ|p−2 (τ (φ) + (p− 2) dφ (grad ln |dφ|)) .

Nous allons appliquer la formule de monotonie obtenue dans la proposition

3.4.2 dans le cas où T = Sp (φ), on obtient :∫
∂U

Sp (φ) (X,n) dσ =

∫
U

(divSp (φ)) (X) dx+

∫
U

(
divX

m

)
(TrgSp (φ)) dx.
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Dans le cas où l'application φ : Bm
R −→ (N, h) est p-harmonique où Bm

R est

la boule euclidienne de dimension m et de rayon R et en utilisant le fait que :

X = r
∂

∂r
, r = |x| , x ∈ Rm, n =

∂

∂r
, divX = m,

Sp (φ) (X,n) = rSp (φ)

(
∂

∂r
,
∂

∂r

)
= r

(
1

p
|dφ|p − |dφ|p−2 h

(
dφ

(
∂

∂r

)
, dφ

(
∂

∂r

)))
= r

(
1

p
|dφ|p − |dφ|p−2

∣∣∣∣dφ( ∂

∂r

)∣∣∣∣2
)

et

TrgSp (φ) =
1

p
|dφ|p g (ei, ei)− |dφ|p−2 h (dφ (ei) , dφ (ei))

=
m

p
|dφ|p − |dφ|p

=
m− p
p
|dφ|p ,

On obtient le résultat suivant :

Théorème 3.4.1. φ : Bm
R −→ (N, h) une application p-harmonique, alors

m− p
p

∫
Bmr

|dφ|p dx =

∫
∂Bmr

r

(
1

p
|dφ|p − |dφ|p−2

∣∣∣∣dφ( ∂

∂r

)∣∣∣∣2
)
dσ, r < R.

Cette dernière équation est appelée la formule de monotonie pour les appli-

cations p-harmoniques. Si p = 2, on obtient la formule de monotonie connue

pour les applications harmoniques et qui est donnée par :

m− 2

2

∫
Bmr

|dφ|2 dx = r

∫
∂Bmr

(
1

2
|dφ|2 −

∣∣∣∣dφ( ∂

∂r

)∣∣∣∣2
)
dσ, r < R.

Une conséquence immédiate de cette formule est la suivante :

Corollaire 3.4.1. φ : Bm
R −→ (N, h) une application p-harmonique. Si m >

p et φ est constante sur ∂Bm
r pour certain r < R, alors φ est constante

partout.



3.5 La formule de monotonie pour les applications
p-biharmoniques 84

3.5 La formule de monotonie pour les applica-

tions p-biharmoniques

Dans cette section, nous allons établir la formule de monotonie pour les

applications p-biharmoniques, cette nouvelle formule généralise celle connue

pour les applications biharmoniques. Pour une application

φ : (Mm, g) −→ (Nn, h), rappelons que le tenseur p-bi-énergie impulsion est

dé�ni par

Sp,2 (φ) =
2

p
|τ (φ)|p−2 S2 (φ) +

p− 2

p
|τ (φ)|p−4 h

(
τ (φ) , dφ

(
grad

(
|τ (φ)|2

)))
g

− 2 (p− 2)

p
|τ (φ)|p−4 d

(
|τ (φ)|2

)
� dφ · τ (φ) .

Ce tenseur véri�e les propriétés suivantes :

divSp,2(φ) = −h (τp,2(φ), dφ)− p− 2

2p
|τ (φ)|p−2 d

(
|τ (φ)|2

)
et

TrgSp,2 (φ) =
4−m
p
|τ (φ)|p +

2

p
|τ (φ)|p−2 div (h (τ (φ) , dφ))

+
(m− 2) (p− 2)

p
|τ (φ)|p−4 h

(
τ (φ) , dφ

(
grad

(
|τ (φ)|2

)))
.

Notons que si l'application φ est p-biharmonique, alors :

divSp,2(φ) = −p− 2

2p
|τ (φ)|p−2 d

(
|τ (φ)|2

)
En appliquant la formule de monotonie obtenue dans la proposition 3.4.2

dans le cas où T = Sp,2 (φ), on obtient :∫
∂U

Sp,2 (φ) (X,n) dσ =

∫
U

(divSp,2 (φ)) (X) dx+

∫
U

(
divX

m

)
(TrgSp,2 (φ)) dx.

Si on suppose que l'application φ : Bm
R −→ (N, h) est p-biharmonique et en

utilisant le fait que :

X = r
∂

∂r
, r = |x| , x ∈ Rm, n =

∂

∂r
, divX = m,
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On déduit que :∫
∂BmR

rSp,2 (φ)

(
∂

∂r
,
∂

∂r

)
dσ =

∫
BmR

r (divSp,2 (φ))

(
∂

∂r

)
dx+

∫
BmR

(TrgSp,2 (φ)) dx.

Nous allons regarder terme par terme cette dernière équation. On a :

Sp,2 (φ)

(
∂

∂r
,
∂

∂r

)
=

2

p
|τ (φ)|p−2 S2 (φ)

(
∂

∂r
,
∂

∂r

)
+
p− 2

p
|τ (φ)|p−4 h

(
τ (φ) , dφ

(
grad

(
|τ (φ)|2

)))
− 2 (p− 2)

p
|τ (φ)|p−4

(
d
(
|τ (φ)|2

)
� dφ · τ (φ)

)( ∂

∂r
,
∂

∂r

)
.

Il est bien connu que (voir [7])

S2 (φ)

(
∂

∂r
,
∂

∂r

)
= −1

2
|τ (φ)|2+div (h (τ (φ) , dφ))−2h

(
∇ ∂

∂r
τ (φ) , dφ

(
∂

∂r

))
,

et un calcul simple donne :

|τ (φ)|p−2 div (h (τ (φ) , dφ)) = div
(
|τ (φ)|p−2 h (τ (φ) , dφ)

)
+ h

(
τ (φ) , dφ

(
grad

(
|τ (φ)|p−2

)))
= −p− 2

2
|τ (φ)|p−4 h

(
τ (φ) , dφ

(
grad

(
|τ (φ)|2

)))
+ div

(
|τ (φ)|p−2 h (τ (φ) , dφ)

)
,

∂

∂r

(
|τ (φ)|2

)
h

(
τ (φ) , dφ

(
∂

∂r

))
=

∂

∂r

(
|τ (φ)|2 h

(
τ (φ) , dφ

(
∂

∂r

)))
− |τ (φ)|2 ∂

∂r

(
h

(
τ (φ) , dφ

(
∂

∂r

)))
et

h

(
∇ ∂

∂r
τ (φ) , dφ

(
∂

∂r

))
=

∂

∂r

(
h

(
τ (φ) , dφ

(
∂

∂r

)))
−h
(
τ (φ) ,∇ ∂

∂r
dφ

(
∂

∂r

))
.

Il suit que :

Sp,2 (φ)

(
∂

∂r
,
∂

∂r

)
= −1

p
|τ (φ)|p − 4

p
|τ (φ)|p−2 ∂

∂r

(
h

(
τ (φ) , dφ

(
∂

∂r

)))
+

4

p
|τ (φ)|p−2 h

(
τ (φ) ,∇ ∂

∂r
dφ

(
∂

∂r

))
+

2

p
div
(
|τ (φ)|p−2 h (τ (φ) , dφ)

)
,
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d'où∫
∂BmR

rSp,2 (φ)

(
∂

∂r
,
∂

∂r

)
dσ = −4r

p

∫
∂BmR

|τ (φ)|p−2 ∂

∂r

(
h

(
τ (φ) , dφ

(
∂

∂r

)))
dσ

− r

p

∫
∂BmR

|τ (φ)|p dσ +
4r

p

∫
∂BmR

|τ (φ)|p−2 h
(
τ (φ) ,∇ ∂

∂r
dφ

(
∂

∂r

))
dσ.

Comme l'application φ est p-biharmonique, en utilisant la fait que :

∂

∂r
(|τ (φ)|p) =

p

2
|τ (φ)|p−2 ∂

∂r

(
|τ (φ)|2

)
,

on déduit que :

(divSp,2 (φ))

(
∂

∂r

)
= −p− 2

p2
∂

∂r
(|τ (φ)|p) ,

ce qui nous donne :∫
BmR

r (divSp,2 (φ))

(
∂

∂r

)
dx = −p− 2

p2

∫
BmR

r
∂

∂r
(|τ (φ)|p) dx.

Pour compléter cette section, nous allons simpli�er le terme TrgSp,2 (φ). En

utilisant l'expression de Sp,2 (φ), on a :

TrgSp,2 (φ) =

2

p
|τ (φ)|p−2 TrgS2 (φ) +

m (p− 2)

p
|τ (φ)|p−4 h

(
τ (φ) , dφ

(
grad

(
|τ (φ)|2

)))
− 2 (p− 2)

p
|τ (φ)|p−4 Trgd

(
|τ (φ)|2

)
� (dφ · τ (φ)) .

Or on sait que (voir [7])

TrgS2 (φ) =
4−m

2
|τ (φ)|2 + (m− 2) div (h (τ (φ) , dφ))

et on remarque que,

Trgd
(
|τ (φ)|2

)
� (dφ · τ (φ)) = h

(
τ (φ) , dφ

(
grad

(
|τ (φ)|2

)))
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ce qui nous donne :

TrgSp,2 (φ) =
4−m
p
|τ (φ)|p +

2 (m− 2)

p
|τ (φ)|p−2 (div (h (τ (φ) , dφ)))

+
m (p− 2)

p
|τ (φ)|p−4 h

(
τ (φ) , dφ

(
grad

(
|τ (φ)|2

)))
− 2 (p− 2)

p
|τ (φ)|p−4 h

(
τ (φ) , dφ

(
grad

(
|τ (φ)|2

)))
=

4−m
p
|τ (φ)|p +

2 (m− 2)

p
div
(
|τ (φ)|p−2 h (τ (φ) , dφ)

)
.

ce qui nous ramène à la formule suivante :∫
BmR

(TrgSp,2 (φ)) dx =
4−m
p

∫
BmR

|τ (φ)|p dx

+
2 (m− 2)

p

∫
∂BmR

|τ (φ)|p−2 h
(
τ (φ) , dφ

(
∂

∂r

))
dσ.

On conclut �nalement que :

4−m
p

∫
BmR

|τ (φ)|p dx− p− 2

p2

∫
BmR

r
∂

∂r
(|τ (φ)|p) dx

= −r
p

∫
∂BmR

|τ (φ)|p dσ − 2 (m− 2)

p

∫
∂BmR

|τ (φ)|p−2 h
(
τ (φ) , dφ

(
∂

∂r

))
dσ

− 2r

p

∫
∂BmR

|τ (φ)|p−2 ∂

∂r

(
h

(
τ (φ) , dφ

(
∂

∂r

)))
dσ

+
4r

p

∫
∂BmR

|τ (φ)|p−2 h
(
τ (φ) ,∇ ∂

∂r
dφ

(
∂

∂r

))
dσ.

Cette dernière équation est appelée la formule de monotonie pour les applica-

tions p-biharmoniques. Notons que si on remplace p = 2 dans cette formule,

on obtient la formule de monotonie connue pour les applications biharmo-
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niques (voir [31]) et qui est donnée par :

4−m
2

∫
BmR

|τ (φ)|2 dx = −r
2

∫
∂BmR

|τ (φ)|2 dσ − (m− 2)

∫
∂BmR

h

(
τ (φ) , dφ

(
∂

∂r

))
dσ

− r
∫
∂BmR

∂

∂r

(
h

(
τ (φ) , dφ

(
∂

∂r

)))
dσ

+ 2r

∫
∂BmR

h

(
τ (φ) ,∇ ∂

∂r
dφ

(
∂

∂r

))
dσ.
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