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« Applications p-biharmoniques, bi-p-harmoniques et les formules de monotonie »

Résumé :

Dans la premiere partie de cette thése, nous avons étudié les applications bi-p-harmoniques ot nous
avons réussi a caractériser la bi-p-harmonicité d’'une application conforme, ce résultat nous a permis de
construire de nouveaux exemples d'applications bi-p-harmoniques en particulier sur I'espace euclidien.

Dans la deuxiéme partie, nous nous intéressons a la démonstration de la formule de monotonie, en
donnant quelques résultats d’applications de cette formule.

Mots clés: Applications harmoniques, applications biharmoniques, applications conformes et

applications bi-p-harmonique.

« p-biharmonic maps , bi-p-harmonic maps and monotonicity formula »
Abstract :

In the first part of this thesis, we studied the bi-p-harmonic maps where we succeeded in
characterizing the bi-p-harmonicity of a conformal map, this result allowed us to construct new
examples of bi-p-harmonic maps in particular on Euclidean space.

In the second part, we are interested in the proof of the monotonicity formula, by giving
some results of applications of this formula.

Key words : Harmonic maps , biharmonic maps, conformal maps, bi-p-harmonic maps.
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Introduction.

Les applications harmoniques et biharmoniques ont fait 'objet de plu-
sieurs papiers ces derniéres années, notamment la construction de telles ap-
plications.

Etant donné ¢ : M — N une application lisse, entre deux variétés rieman-
niennes (M, g) et (M,g). Les applications harmoniques et biharmoniques
sont respectivement définies comme étant les points critiques des fonction-

nelles énergie et bi-énergie. Ces fonctionnelles définies comme suit :

1
B(6) =5 [ laofan,

Bl0) = 5 [ I7(0) P,

ol dv, la mesure de M associée a la métrique g et |d¢| est la norme de
Hilbert-Schmidt de la différentielle de¢.
Les équations d’Euler-Lagrange, nous permettent de définir respectivement

I’équation d’harmonicité et de biharmonicité par :
7(¢) =Try (Vdep) =0,

7o () = —Try(V)271 (¢) — Try RN (1 (¢) ,d¢) do = 0,

ou 7 (@) et 73 (¢) sont le champ de tension et de bitension de ¢ respectivement.
Soient p € M, (U,z") un systéme de coordonnées locales au-dessus de p et
(V,y%) un systéme de coordonnées locales au-dessus de ¢(p). La restriction

de 7(¢) a U s’écrit alors :

L0000
el 8$7, ij’ - -

™(9)" = Ag" + g T

4
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et la restriction de m(¢) & V' s’écrit :
O ore orP 02¢P
— 44 2 e N1o
E (¢) g <8I161‘] + 8xj 6I‘j aZL'ZaZE] Faﬂ
N1o v
aa¢ﬂ 9 Fﬂéﬂ + T a¢ﬁ a(b NFP N
&ici 396]- 81'1 6xj b
or° 9¢° Do 0¢° 0
. Fk a_NFU v ~7 N po . '
K (Ehk T 0z}, aﬁ) g 0z, Oz, Rﬁa“) Y, °¢

Ces deux derniéres équations montrent que les applications harmoniques

NFZB+T

+ 7 Ffw

(resp. biharmoniques) sont les solutions d’un systéme elliptique non linéaire
du second (resp. quatriéme) ordre.

Pour les applications harmoniques, on cite une généralisation donnée par
les applications p-harmoniques, qui sont les points critiques de la fonctionnelle
p-énergie :

By0) = [ ldola,
PJp
Ces applications satisfont I’équation d'Euler-Lagrange associée a E,, qui est

équivalente a la nulleté du champ de p-tension de ¢ suivant
7 (0) = div™ (g2 dg) = |do|"* {7 (¢) + (p — 2) d¢ (gradIn|dg|)} .

Le but principal de cette thése est de présenter deux généralisations des
applications biharmoniques. La premiére généralisation concerne les appli-
cations bi-p-harmoniques, qui sont les points critiques de la fonctionnelle

bi-p-énergie associée a ¢, donnée par :

1
Bapl) = 5 [ 1nl0),
D
et qui sont les solutions de I’équation suivante :
T (9) = = |do|" > TryRY (, (9) , dg) dp — TryV* |dg["~* V77, (9)

—(p=2) TrgV? (|do|" dp (V7, (¢) , do))

pu— 0’
oll 72,(¢) est appelé le champ de bi-p-tension de ¢.

La deuxieme généralisation est celle des applications p-biharmoniques qui

sont les points critiques de la fonctionnelle p-bi-énergie :

1
Bya(0) = /M 7 () Pdu,
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ces applications sont les solutions de I’équation suivante :

T = %A(v @) P2 () - §|T (&) P2TryR(r (6) . db)do

=0

Cette thése se décompose en trois chapitres. Dans le premier chapitre on
donne un rappel géométrique de quelques notions de variétés riemanniennes,
en particulier la géométrie associée a l'espace fibré tangent inverse et la
connexion induite, et on rappelle quelques concepts concernant les appli-
cations harmoniques et biharmoniques.

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse a la premiére généralisation
donnée les applications bi-p-harmoniques, on rappelle les principaux résul-
tats des applications p-harmoniques, les tenseurs p-énergie impulsion et le
tenseur bi-p-énergie impulsion, ainsi que la relation entre ces tenseurs et les
applications p-harmoniques et bi-p-harmoniques. Comme premier résultat,
nous avons établit une relation entre 7, (¢) et 7, (¢), donnée par la propo-
sition suivante :

Proposition 1. Soit ¢ : (M™, g) — (N™, h) une application de classe C*°,

alors la relation entre 7o, (¢) et 7, (¢) est donnée par I’équation suivante :

o (6) = = A6 (Try (V*) 7, (6) + Tr R (7, (6) , d) do)

+(p—2) |dg|" " (V7 (¢) , dg) do (grad (In|dg|*))
— (p—2) |do["~" do (grad (V, (¢) , o))
— (p—2) |d¢| > (V7, () . d) 7, (9)

)

- gy " (6).

grad(l |do| )
Le but principal de ce chapitre est ’étude de la bi-p-harmonicité des
applications conformes, on a obtenu un résultat qui la caractérise en fonction
uniquement de la dilatation. Nous calculons le champ de bi-p-tension d’une
application conforme, nous obtenons :
Théoréme 1.
Soit ¢ : (M",g) — (N™,h) (n > 3) une application conforme de dilata-

tion A, alors la bi-p-tension de ¢ est donnée par :

Top (9) = (n —p) 0PN (H (A, n, p))
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ol

H(M\n,p)=(n+p—2)grad(Aln )
B (n? — 5np + 4n — 2p* + 8p — 8)
2
—(p—1)(n® — 3np+4n — 2p* + 8p — 8) |gradIn \|* gradln X
—2(n—p*+3p—2) (Aln ) gradln X + 2nRicci (gradln \).

grad (|gradIn )\|2)

Puis, nous calculons le tenseur bi-p-énergie impulsion d’une application conforme,
nous montrons que sa trace ne dépend que de la dilatation A, nous avons le
théoréme suivant :

Théoréme 2. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application conforme de

dilatation A, alors on a

S0 (6) (X,Y) = (p = 1) (n — p+2) W= *AZ"2 (An \) g (X,Y)

+ P 3 Dap P2 (0 (n+p— 4) — 2(p— 2)%) [grad In AP g (X, Y)

—2(p—n)nP AP 2 (VdIn A (X,Y) — (p—2) X (In\) Y (In))),

Il suit que
TrySap(9) = —(p— n)z nP NPT (X))
ol
nin+tp—4)-2p—-2)(p—4)
2(n—p)
Enfin, on a étudié la bi-p-harmonicité de I’application inverse ,en donnant

T(\) =Aln)\+ lgrad In \|”.

la condition nécessaire pour qu’un difféomorphisme conforme et son inverse
soient bi-p-harmoniques. Ces résultats nous ont permis de construire quelques
exemples applications bi-p-harmoniques.

" on the

Le travail réalisé dans ce chapitre a fait 'objet d’un papier intitulé '
bi-p-harmonic maps and the conformal maps", publié¢ dans la revue "Facta
Universitatis. Series : Mathematics and Informatics" (2021).

Le troisiéme chapitre est consacré a 1I’étude des applications p-biharmoniques,

on donne tout d’abord la relation entre 7,5 (¢) et 7 (¢) par la formule sui-
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vante :
72 (@) = IF@OF e (6) - = r @ A (i OF) 7 (0
- =B ) fgrad 1 @) 7 (6)
2 (p - 2) p—4
- T 7 (0)] erad(h(qb)F)T ().

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous présentons une caractérisations
de la p-biharmonicité des applications conformes. Cette caractérisation est
donnée, par le théoréme suivant :

Théoréme 3. Soit ¢ : (M",g) — (N", h), (n > 3), une application conforme
de dilatation \. Alors ¢ est p-biharmonique si et seulement si

n—4p +2)

lgrad In A|* grad (AIn \) — ( \gradin \|* grad (lgrad In )\|2)

+(p—2)"|gradIn A*d1ln A (grad (Jgrad In )\\2)) grad In A

+(p—2) |gradln)\|2v >gradln)\

grad (|gradin |’

_9
+ pT grad In A? A (grad In A[?) grad In A

- 2>4<p ~ ) |grad (Jgrad o A grad In

+ (»* —2p—n+2)|gradIn A grad In A
+ (p—4) |gradIn \|* (Aln \) grad In A
+ 2|grad In A|* Ricci (grad In \) = 0.

En calculant le tenseur p-bi-énérgie impulsion d’une application conforme,
nous obtenons :
Théoréme 4. Soit ¢ : (M"™,g) — (IN™, h) une application conforme de

dilatation A, alors on a

Sap () (X,Y)
= p_; 1 pp=3 22 (n n+p—4)—2(p— 2)2) lgrad In )\]2 g(X,Y)
+(p—n)(n—p+2)nP3A*2(Aln))g(X,Y)

—2(p—n)nP AP 2 (VdIn A (X,Y) = (p—2) X (In\) Y (In))),
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et la trace de Sy, (¢) est donnée par :

TTgSQ,p (¢)

:l%np—wp—?( (n4+p—4)—2(p—2)(p—4))|gradin A

—(p—n)*nP2AP2 (Aln ).

Enfin, nous donnons une condition nécessaire pour qu’un diféomorphisme
conforme et son inverse soient p-biharmoniques.

Dans la deuxiéme partie, on a réussi & démontrer des formules de mono-
tonie pour les applications p-harmoniques et p-biharmoniques, en se basant

sur le fait que :
divS, (6) = —h (7, (6) o)
et
divS,2(¢) = —h (7,2(0).40) = = - (@) d (1 ().

on a obtenu les résultats suivants :

Théoréme 5. ¢ : B}y — (N, h) une application p-harmonique, alors :

2
m _p/ \do | dz = /7’ (1 d|” — |do|P~2 |de (3> ) do, < R.
p D or
Bm oBm

Théoréme 6. ¢ : By — (N, h) une application bi-p-harmonique, alors :

- m/| v =5 |
- _53 / I (@) dor — Q(mija ! r@r (@) (57) ) ao

/I ()" (h(T((b),qu(%)))dg
/! (&) h (T(aﬁ),vgm(%))da.

Notons que, si on remplace p = 2 dans les résultats trouvés, on obtient les

- (1T ()I") d

formules de monotonie connues pour les applications harmoniques et bihar-

moniques.



Chapitre 1

Applications harmoniques et

bi-harmoniques

Ce premier chapitre se veut comme un bref rappel des applications harmo-
niques. On commence par énumeérer les résultats préliminaires de géométrie
riemannienne qui seront utiles par la suite. Plus précisément dans 1’études
des applications harmoniques et bi-harmoniques.

Dans toute la suite de manuscrit, et sauf mention contraire, M ( resp.
N) designe une variété de classe C* de dimension m (resp. n). On note
également C° (M) I'ensemble des fonctions de réelles de classe C™ et I'(T'M)
le C°°(M)-module des champs de vecteurs sur M.

1.1 Rappels de géométrie riemannienne

1.1.1 Définitions et notations

1. Une métrique riemannienne g sur M est champ de (0, 2)-tenseurs sur
M tel que Vo € M, g, est un produit scalaire sur T, M. On dit que

(M, g) est une variété riemannienne de classe C* et de dimension m.

Une métrique g peut étre vu comme une application C°°(M)-bilinéaire
de T'(TM) x T(TM) a valeurs dans C*(M).

Si (U,x',...,2™) est un systéme de coordonnées locales au-dessus

10
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d’un ouvert U, la restriction de g a U peut s’écrire :

g= Z gi;dz’ @ dx?

ij=1
ou g;; sont des fonctions C*° sur U, telles que g;; = g;;, V4,7 € N, on
note ¢ I’élément qui se trouve & I'intersection de la i-éme ligne et de
j-éme colonne de la matrice inverse de (g;j)1<ij<m-

Soit (M™, g) une variété riemannienne, la métrique g induit :

2. Une unique connexion affine VM sans torsion i.e
VY - V¥ X =X, Y] VX, Y, Zc(TM)
et paralléle relativement a g i.e
X(g(Y, 2)) = g(VY¥Y, Z)+g(Y,V¥Z), VX, Y, Z € [(TM),

appelée la connexion de Levi- Civita de g ou de (M, g).

Dans un systéme de coordonnées locales (U, z'), on appelle les les
symboles de Christoffel de VM relativement & ce systéme, les fonc-
tions C* sur U définie par : Ffj = d:L'k(Vié 8%7_). Elles sont données
explicitement par les formules :

m

1 dgii  Ogu  0gi; \ . .

k Z ki [ 99 i i _

Fij_ﬁl g <8zi+8atj_0xl P bg R =1 m
=1

3. Le tenseur de courbure RM de (M, g), ou de VM est défini par :
RM(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZV xyZ.
Il vérife, en particulier, les identités suivantes :
RM(X,Y)Z 4+ RM(Y,Z)X + RM(Z,X)Y = 0.
(VxR")(Y, Z) + (VyRM™)(Z,X) + (VzRM)(X,Y) = 0.
4. La courbure de Ricci :
Ric"(X, Y) =tr,(Z — g(R™(X, Z2)Z,Y).

On appelle tenseur de Ricci de (M, g) le champ de (1, 1)-tenseurs défini
par :
g(Ricc” X, Y) = RicM (X, Y)
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5. La courbure sectionnelle d’un plan engendré par une famille g-orthonormée
{X, Y} est définie par :

Sect™ (X, Y) = g(RM(X, Y)Y, X).
6. Un isomorphisme de C*°(M)-modules :
# T(T*M) — T(TM)
w — W

défini par g(w?”, X) = w(X), pour tout X € T'(TM).

A P’aide de la métrique, on peut définir les applications suivantes :

1. L’application gradient est définie par :

grad . C*(M) — T(TM)
[ df,

c’est-a-dire :

df (X) = X(f) = g(grad™ f, X), pour toutX € I'(TM).

2. La divergence d’un champ de vecteurs X € I'(T'M) est définie par :

divM : T(TM) — C>(M)
X divM X = try(Y +— (VY X, Y)).

Cette application peut s’étendre aux 1-formes différentielles et au un
champ de (0, 2)-tenseurs comme suit :

divw = div(w?),
(divMT)(X) = try(Y — VyT(X,Y)).
3. Le Laplacien est défini par :

AM L C®(M) — C°°(M)
fr— AMf = divM (grad™ f).
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4. La hessienne d’une fonction f € C(M) est définie par :
(Hess f) : T(TM) x T(TM) — C>(M)
(X,Y) — (Hess™ f)(X, V) = g(Vigrad™ f,Y).

Remarque 1.1.1. Dans une base orthonormée locale au-dessus d’un ouvert
U, ona:

1o divMX =3 g(VEX, ).

2. divMw =377 (ei(w(e;)) — w(VMe)).

8. (divMT)(X) =30 (ei(T(es, X)) — T(V¥e;, X)—T(e;;, VVX)).

b AMf = divMgrad™ f = 37 (ei(es() = (Ve (f), [ e C=(M).

1.1.2 Théoréme de divergence

Définition 1.1.1. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimensionn. On

M

appelle mesure de volume riemannienne, noteé¢ v ou v9, la mesure définie

localement dans un repére par

oM =\ [det(gi;)dz A .. A da"

Exemple 1.1.1. On considére la variété R? muni des coordonnées carté-
siennes (x,y) on a
9o = dxz + d927

09 = y/det(g;;)dx N dy = dz N dy

On Considére la sphére S* muni de la métrique :

et,

g = db* + sin*dyp?

v? = y/det(gi;)d0 N dp = |sinf|df A dy

Proposition 1.1.1. (Théoréme de divergence ). Soient D un domaine com-

alors,

pact & bord dans une variété riemannienne (M, g), w une 1-forme et X un

champ de vecteurs, définies sur un voisinage inclue dans D. Alors :

/D(dw Wy = /aDw(n)vaD ot /D(dw X)oM = /{)D g(X,n) 7P,

ot 0D est le bord de D et n = n(x) est le vecteur unitaire normale a 0D.



1.1.3 Fibré inverse (Pull-back) 14

Corollaire 1.1.1. Pour tout w une 1-forme et X un champ de vecteurs a

supports compact dans un domaine D, alors :

/D(dw w)vM =0 et / (divX )™ =0

D

1.1.3 Fibré inverse (Pull-back)

Définition 1.1.2. Soit ¢ : M — N une application de classe C* entre deux
variétés différentiables. Le fibré inverse (Pull-back) est défini par :

¢'TN ={(z, v)lr € M, v € Ty,N}

= [J{e} x Ty N,

xeM
Une section sur ¢ 'T'N est une application de classe C°, V : M — TN tel
que V; € TyyN, Yo € M. Notons par T'(¢~ T N) Uensemble des sections sur
¢ 'TN.

Définition 1.1.3. Soient M, N deux variétés différentiables, ¢ : M — N
une application de classe C*, et VY wune connewion linéaire sur N. La

connezion de Pull-back est une application :
V¢ T(TM) x T(¢'TN) — T(¢"'TN),
définie par :
V(Y 0¢) = (VixY) o¢, VX € (TM),VY € I(TN).

Soient (U, z%), (V,y”) deux systémes de coordonnées locales au-dessus
d’un ouvert U C M et V' C N respectivement telsque ¢(U) C V, alors pour

-0
tout X = X'— e ['(TM) et ¢’ =y o, on a

ox’
008 0 »
A0(X) = X155 0 0 € Do TN)
° 0 P g g 0
v @
¢ I W Y =
Vi d9(55) {8xi8xj T ot o o8 ¢}ayv °¢
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En effet
Vi 050 = Vi 5o

2 .3 &)

- aiigxa’a%ﬂ oot %viiiaiyﬁ °¢
2.8 8 a1a

aizgxz aiﬂ ¢+ gﬁy gﬁ%( aimaiyﬂ)ogb

2 a

- TR EE e LR

Remarque 1.1.3.1. Soient M, N deux variétés différentiables, X, Y €
(TM), V, Wel(TN) et ¢ : M — N une application différentiable ; Si X
et V (resp. Y et W) sont ¢-conjugué i.e. dp(X) =V oo et dp(Y) =W o ¢,
alors :

VSdg(Y) = (VW) o 6.

Proposition 1.1.2. Soit ¢ : M — N une application différentiable. Si
VY une connezion linéaire compatible avec une métrique h sur N, alors la
connezion linéaire V¢ est compatible avec la métrique h, sur ¢'TN. C’est
a dire, pour tous X € D(TM) et V, W € T(¢"'TN) on a :
X (hs(V,W)) = hy(VV, W) + hyo(V, VEW).
Démonstration. Soient X € I'(TM),V,W € T'(¢~'TN) et X,V,W €
[(TN), tels que
dp(X)=Xo¢ ,Vop=VetWop=W
alors, o
X(he(V,W)) = X(h(V, W) o0 ¢)
= X(h(V,W))o ¢
= VYV, W)o¢+h(V,ViW)o¢
= hy(VRV.W) + ho(V, VW),

Proposition 1.1.3. Si V¥ une connexion sans torsion sur N, alors
Vidg(Y) = Vide(X) + dg([X, Y]),
pour tous X,Y € I'(T'M).
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Démonstration. Soit V, W € I'(T'N) deux champs de vecteurs ¢-conjugués

avec X et Y respectivement. On a :
[V,W]o¢p=dpo[X,Y]

VYW = VNV + [V, W]

d’oll
Vidp(Y) = (VW) oo

= (VNV +[V,IW])o¢
= Vido(X) + do([X,Y]).

1.1.4 Seconde forme fondamentale

Définition 1.1.4. Soient (M, g), (N, h) deuz variétés riemannienne et
¢ : (M, g) = (N, h) une application de classe C*. La seconde forme fonda-

mentale de Uapplication ¢ est la dévrivée covariante de la 1-forme vectorielle

do, définie par :
Vdg(X,Y) = Vido(Y) — dp(VXY),
pour tous X,Y € I'(T'M).

Propriété 1.1.1. Soit ¢ : (M,g) — (N, h) une application différentiable.
La seconde forme fondamentale de 'application ¢ est une forme vectorielle

C®(M)-bilinéaire symétrique. C’est a dire :
(Vdg)(.X, B.Y) = aB(Vd$)(X,Y)

(Vdo)(X,Y) = (Vdo)(Y, X)
pour tous (a, p € C*(M) et X, Y € I'(TM).

1.1.5 Troisiéme forme fondamentale

Définition 1.1.5. Soit ¢ : (M",g) — (N™, h) une application de classe C™.
La troisiéme forme fondamentale de ¢ est la dévrivée covariante de Vdo, elle

est définie par :
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V2H(X,Y,Z) = Vx(Vd(Y, Z)) — Vd(V+Y, Z) — Vd(Y,Vx Z),
ot X,Y € T(TM).

Proposition 1.1.4. Contrairement a la seconde forme fondamentale, la troi-

sieme forme fondamentale n’est pas symétrique, nous avons :

V3do(X,Y,Z) =V2de(Z,Y, X) + dop(RM(Z, X)Y)

(1.1)

1.2 Equations d’Euler-Lagrange

Soit U un ouvert de R™. Un lagrangien sur U est une fonction de classe
C>
L U xR" X [ty, ta] 5 (z,y,t) — L(x,y,t) € R.
Etant donné deux points xy, xo € U, le probléme variationnel associé a L

consiste a chercher les courbes ¢ : [t;, to] — U tracées dans U, telles que

o(t1) = x1 et ¢(t2) = xq, qui minimisent la fonctionnelle énergie :
to
BO) = [ Leole).¢(0). )it (1.2
t1

Pour caractériser les fonctions ¢ : [t1, to] — U recherchées, on considére la
variation ¢4(t) = ¢(t) + s v(t) o s € (—¢, €) et v(t) une fonction non nulle,

sauf aux bornes t; et t5, on alors :

v(ty) = v(te) =0, ¢s(t1) = ¢(t1) = 21 et ds(t2) = d(t2) = 72

Théoréme 1.2.1.

SEO = [0, G0, G0, 0= 5 (560,50, 1))

ou <,>gn désigne le produit scalaire standard de R™ et

oL (0L oL\ 0L (0L oL
dr  \oxzl” 7 o) 7 Oy \oyl T oyn )’
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Démonstration. Soit ¢ : (—¢, €) X [t1, to] — R™ une application définie

par :
(s, 1) = 0s(t) = ¢(t) + sv(t) (1.3)
d’aprés (1.2) et (1.3), on a :
d 29 0
EE(Q%)E:O - /tl %L((ﬁ(su t)va_f<8> t)? t)’SzOdt- (1'4)
comme
0 Op D’ oL dp
%L (90(57 t)a E(Sv t)’ t) ZZ 88< t)%(gp(& t)a E(Sat)’ﬂ
d ,0¢" oL 0
S D560, 0, 5 (5.0,
- (1.5)
En intégrant par parties, on trouve :
S 0,08 oL 0
L5 aﬁ .05 (5,1, 0, )
20 8 (?L 0
_Z/l ‘P )5 (Pls.). 2 s.0), )t
9, 0L 0 00
- Za—*”< )5, (9L, 0. G ). Ol
[ 9¢' 0 ,0L Oy
=3 [ Dgit et G oy
D’aprés les formules (1.3), (1.4), (1.5) et (1.6), on obtient :
d b2 oL d
HE@mo = [ (00, G0t G0, )y
L do N
+ {U(t)> 8_y(¢(t)7 d_t(t)7 t)>R” t1 (17)
0 0L o B
/ (ot 51 Gy (0 G @ D)gudt
comme v(tl) =uo(ty) =0, 0n a:
d
E(¢s)|s=0 / <v — d—f(t), t))gndt
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O

Théoréme 1.2.2. La courbe ¢ : [t1, to] — U est un point critique pour la

fonctionnelle énergie E si, et seulement si :

oL do o oL dy
G0, 0. - S(GIen. L m=0 (8

Ce systeme de n équations différentielles du second ordre s’appelle systéme

d’équations d’Euler-Lagrange.

Exemple 1.2.1. Soient U un ouwvert de R", L : UXR"™x [ty, ts] — R définie

par :
L(z,y,t) = —,

(z,9,1) =5

ici le lagrangien représente ’énergie cinétique.

1 [ (dop\”

le systeme (1.6) est réduit a l’équation :
d2
o _
dt?
les solutions des équations d’Euler Lagrange sont les droites affine (géodé-

siques) :
o(t)y=at+b, « beR"

1.3 Applications harmoniques

1.3.1 Généralités

Définition 1.3.1. Soient (M™, g) et (N™, h) deuz variétés riemanniennes,D
un domaine compact de M. L’énergie d’une application ¢ € C'(M,N) est
définie par :

B(6) =5 [ 1dofdn, (1.9)
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ot dv, la mesure de M associée & la métrique g et |d¢| est la norme de
Hilbert-Schmidt de la différentielle do définie par :

[dof* =D h(dg(es), (do(es).

({&;}7, étant une base orthonormée locale sur (M™, g) ).
Une application ¢ € C®(M,N) est dite harmonique si elle est point
critique de la fonctionnelle énergie (1.9), c’est-a-dire si elle est solution de

I’équation d’Euler- Lagrange associée a (1.9) :
7(¢) =Try (Vdep) =0, (1.10)
T (@) est appelé le champ de tension de ¢, voir [14].

Remarque 1.3.1.1. Si (U, (2")1<i<m) €t (V,Y*)1<a<n) sonl deuz systémes
de coordonnées locales sur M et N respectivement, alors, la restriction de
7(¢) a U s’éerit :

o 00809 <n (1.11)

T(0) = A+ g T g g 1SS
4 J

ot A = ﬁa‘l( |g|gija%j) est le Laplacien sur (M, g) et I'g sont les sym-
boles de Christoffel de VN dans (V, (y*).

Exemples 1.3.1. 1. Toute application constante ¢ : (M™,g) — (N™, h),
x — 1o est harmonique (d,¢ = 0,Vr € M).

2. L’application identité Idy : (M™,g) — (M™, g), v — x est totale-

ment géodésique (c’est-a-dire VIdy = 0). Donc Idys est harmonique.

3. Soient (M™,g) une variété riemannienne, f : (M", g) — R, une
fonction différentiable. Alors T (f) = A(f), c’est-a-dire le champ de

tension est la généralisation du Laplacien pour les fonctions réelles.

4. L’application de Hopf ¢ : (R*, gra) — (R?, ggs) définie par
¢(2vw) = (|Z’2 - |w|2’ 22@)

est harmonique. (grn est la métrique euclidienne standard de R™)
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1.3.2 Tenseur énergie-impulsion

Définition 1.3.2. Soit ¢ : (M",g) — (N",h) une application de classe
C®. Le tenseur énergie-impulsion de ¢ est le champ de tenseur symétrique
de type (0,2) sur M défini par :

5(¢) =e(d)g—¢™h,

ou e (¢) = |do|? est la densité d’énergie de ¢.

La relation de base entre le tenseur énérgie-impulsion et les applications

harmoniques est donnée par la formule suivante (voir [20]).

Théoréme 1.3.1. Soit ¢ : (M™,g) — (N",h) une application de classe

C*, alors :

[div S ()] (X) = —h (7 (6), (X)), VX € T(TM).
Corollaire 1.3.1. Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) une application de classe
ce.

1. Si ¢ est harmonique, alors [div™ S (¢)] = 0.

2. Si ¢ est une submersion et [div™ S (¢)] =0, alors ¢ est harmonique.

1.3.3 Champ de tension et tenseur énergie-impulsion
d’une application conforme
Définition 1.3.3. Soient (M",g) et (N, h) deux variétés riemanniennes,

une application ¢ € C°(M", N™) est dite conforme s’il existe une fonction
A M — R,y de classe C* telle que pour tous X, Y € T'(TM) :

h<d¢(X)v d¢(Y)) = )‘29(X> Y)

La fonction X\ est appelée la dilatation de application ¢. Le champ de tension

et le tenseur énergie-impulsion d’une application conforme est donné par :

Remarque 1.3.1. Il est immédiat que l’énergie d’une application conforme

est égale a :
1 1
e(¢) = §|d¢ ? = 5”/\2
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Proposition 1.3.1. 5i ¢ : M™ — N" est une application conforme, alors :

s() = L2

Preuve : Soit (e;) une base locale orthonormale, on a :

S(@)(ei,e5) = e(@)glei, e5) — h(do(e;), do(e;))
1

= §n/\2g(ei, e;) — )\29(61‘7 e;))
1
= (5”)\2 — N)g(eie))).

O

Proposition 1.3.2. St ¢ : M™ — N" est une application conforme, alors le

champ de tension est donné par :
7(¢) = (2 — n)dp(grad In\)

Preuve : Soit {ej,...,e,} une base orthonormée sur M définie dans
un voisinage d’un point x € M telle que Vévfej = (0 au point x, pour tous

i, j€{1,...,n}. Au point z, on a :

A(r(6), dole;) = D h(VEdo(er), do(ey))

=) {ei(h(de(e;), dp(e;))) — h(de(e;), VE d(e;))}.

i=1
Puisque ¢ est conforme de dilatation A et V2 do(e;) = ijd¢(ei)7 alors :

n

h(r(9), do(e;)) =Y {ei(X)(gleiey)) — h(do(e:), VE do(e))}

=1

= Z{Q)\Q(g(ei(ln Nei, €;)) — %ej(h(d¢(ei)>d¢<ei>))}

= 2\%g(grad” In \), e;) — nA\%e;(In \)
= 2X%g(grad™ In \), e;) — n\%g(grad™ In \), e;)
= (2 —n)\g(grad™ In \), ¢;)
= (2 — n)h(dp(grad™ In \), do(e;)).
O

Corollaire 1.3.2. Soit ¢ : M™ — N™ une application conforme, alors ¢ est

harmonique si, et seulement st n = 2 ou la dilatation \ est constante.
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1.3.4 Formule de monotonie pour les applications har-

moniques

Théoréme 1.3.2. ([7]) ¢ : (M™, g) — (N, h) une application harmonique.

Soit xog € M, alors pour toute boule B]" de centre xy et de rayon r incluse

2
)do, r<R.

dans M, nous avons

-2 1 0
22 [laokar=r [ (;W— i (5)
By

aBm

1.4 Applications biharmoniques

1.4.1 Généralités

Définition 1.4.1. Soient (M™,g) et (N", h) deuz variétés riemanniennes et
D un domaine compact de M. La bi-énergie d’une application ¢ € C*(M, N)

est définie par : X
Balo) = 3 [ I (0) o, (1.12)

Une application ¢ € C*(M, N) est dite biharmonique si elle est point crilique
de la fonctionnelle bi-énergie, c’est-a-dire si elle est solution de l’équation

d’Euler-Lagrange associée a (1.12), cette équation est équivalente a :

72 (¢) = =Trg(V?)?*7 (¢) — TryRN (7 () , d¢) dop = 0, (1.13)
o Try(V?)? = trace,(X,Y) — A4 v V@MY) est le Laplacien sur les
X

sections du fibré ¢~YT'N et RN désigne le tenseur de courbure de (N™, h).

Il est clair que toute application harmonique est biharmonique. G.Y. Jiang

[23] a montré le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.1. Soient (M", g) une variété Riemannienne compacte sans
bord, et (N™, h) une variété Riemannienne avec h(R™(X,Y)Y, X) <0, pour
tout X, Y € I'(T'N). Alors, toute application biharmonique

¢ (M" g) — (N™, h) est harmonique.

Exemples 1.4.1. 1. Soit ¢ : R — R une fonction harmonique (c’est-
a-dire Af = 0), alors la fonction ¢(x) = r*(x)f(z) est une fonction
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biharmonique non-harmonique, ot r(x) = \/a? + 2+ ...+ 22 pour

tout x = (1,9, ...,2,) € R™ est la fonction distance.

2. Soit la transformation de Kelvin :
[ RM\{0} — R™\J{0}, =z — > olors le champ tension et

bitension de cette application sont donnés par :

7(9)(x) = A(¢) = Ul — n) =]~ =;

2(0)(2) = —A(A(9)) = —I(l = n)(=2 = (=2 +n ||z~ z.
3. L’inverse de la projection stéréographique :

¢:R" — 5"z +— ¢(x) 2z, ||z]|* — 1),

EEEE

est biharmonique, non-harmonique si et seulement si, n = 4.

1.4.2 Tenseur bi-énergie impulsion

Définition 1.4.2. Soit ¢ : (M™,g9) — (N™, h) une application de classe

C, le tenseur bi-énergie impulsion de ¢ noté Sy(¢p) est défini par :

52(0) = (1T (O) + divh(r(6) do) — 2sym h(Vr(6). do),

sym h(V7(¢),d¢)(X,Y) = %{h(vxT(@, dp(Y)) + M(Vy7(8),dd(X))}
pour tous X,Y € I'(TM).

Théoréme 1.4.2. Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) une application de classe

C*, alors :
[div S (9)] (X) = =h (12 () ,d¢(X)), VX € I(TM).

Corollaire 1.4.1. Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) une application de classe
.
1. Si ¢ est biharmonique, alors [div™ Sy (¢)] = 0.

2. Si ¢ est une submersion et [div™ Sy (¢)] = 0, alors ¢ est biharmonique.
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1.4.3 Tenseur bi-énergie-impulsion d’une application conforme

Théoréme 1.4.3. ([32]) Soit ¢ : (M",g) — (N™, h) une application conforme

de dilatation X, alors nous avons :
-2
Sa(p) = (2 —n) \? { (nT |gradIn A]> + Aln )\) g —2Vdln )\} . (1.14)
et la trace de Sa(¢) est donnée par :
2,2 [T 2
TrSa(8) = — (2 —n)? A {5 |gradIn A* + Aln/\} . (1.15)

Corollaire 1.4.2. Soit ¢ : (M",g) — (N",h), (n # 2) une application
conforme de dilatation \, alors la trace de Sa(¢) est nulle si et seulement si

la fonction \2 est harmonique.

1.4.4 Champ de bi-tension d’une application conforme
Théoréme 1.4.4. ([32]) Soit ¢ : (M",g) — (N", h), (n > 3) une application
conforme de dilatation X\, alors le champ de bitension de ¢ est donné par :

72(¢) = (n —2) d¢ (H)

ol

(n—6)

H =gradAln \ — grad (|gmdln )\]2) + 2Ricci™ (gradin \)

(1.16)
— (2(AInA) + (n — 2)|gradIn )\|2) gradln \.

Le théoréme suivant nous donne une condition nécessaire et suffisante sur

la dilatation pour qu’une application conforme soit biharmonique.

Théoréme 1.4.5. ([32]) Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) (n > 3) une applica-
tion conforme de dilatation A, alors ¢ est biharmonique si et seulement si la
dilatation \ satisfait :

grad (Aln\) — (2(Aln ) + (n — 2) |gradIn \|*) gradln A

6—n
+

grad (|gradIn )\|2) + 2Ricci™ (gradIn \) = 0.
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Proposition 1.4.1. ([31]) Soit ¢ : (M™,g) — (N™,h) (n = 3) un difféo-
morphisme conforme de dilatation X. Alors Uapplication réciproque 1) = ¢! :

N™ h) — (M", g) est bi-p-harmonique si et seulement st
g P

6—n

grad (Aln\) —2(n —4) |gradln )\]2 gradln \ — grad (\gmdln )\\2)

—2(Aln ) gradln A + 2Ricci(gradln A) = 0.

1.4.5 Formule de monotonie pour les applications bihar-
moniques
Théoréme 1.4.6. ([7]) ¢ : (M™,g9) — (N,h) une application biharmo-

nique. Soit xo € M, alors pour toute boule B)" de centre xq et de rayon r

incluse dans M, nous avons :

5 fora=S  rorar-n-a [o{c0.0(2))o
Bp o

By B

< [HeCos(@)e

R

v [ (ri00.9 0 (2))

oBY



Chapitre 2

Applications p-harmoniques et

bi-p-harmoniques

Le deuxiéme chapitre de cette thése se divise entre deux parties, dans la
premiére partie nous mettons un accent assez prononcé sur les applications p-
harmoniques (resp. bi-p-harmoniques), qui généralisent les applications har-
moniques (resp. biharmoniques) c’est-a-dire le cas particulier p = 2, et en
rappelant quelques-unes de leurs propriétés.

La deuxiéme partie est consacrée a I’étude de la bi-p-harmonicité des ap-
plications conformes. Nous établissons une condition nécessaire et suffisante
pour qu’une application conforme soit (bi-)p-harmonique. Nous donnons en-

fin quelques exemples de ce genre d’applications.

2.1 Applications p-harmoniques

2.1.1 Généralités

Définition 2.1.1. Soient (M™,g) et (N", h) deuz variétés riemanniennes,
D un domaine compact de M, ¢ € C*°(M,N). Pour 2 < p < oo, on définit
la p-énergie de ¢ sur D par :
1
By¢sD) = [ ldop, 2.1)
PJp

ot |d¢| est la norme de Hilbert-Schmidt de la différentielle d¢ et dv, est

[’élement de volume riemannien associé a la métrique g.

27
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Définition 2.1.2. Soient M et N deuzx variétés différentiables. Une variation
a support dans un domaine compact D C M d’une application ¢ € C*(M, N)
est une famille d’applications {¢}ie(e,—ey C CP(M, N) telles que ¢pg = ¢ et
o1 = ¢ sur M \ int(D) (ou int(D) est lintérieur de D).

Définition 2.1.3. Une application ¢ : (M", g) — (N", h) de classe C™ entre
deuz variétés Riemanniennes est dite p-harmonique st elle est un point cri-

tique de la fonctionnelle de la p-énergie (2.1), ¢’est-a-dire :
d
aEp(Cb; D) |i=o=0 (2-2)

2.1.2 Premiére variation de de la p-énergie

Théoréme 2.1.1. Soient ¢ : (M™,g) — (N", h) une application de classe
C™ entre deur variétés riemanniennes,{¢;}ic(-,—e) une variation de classe
C* a support dans D C M, alors :

d
aEp(@ D) |=0= —/ h (v, 7, (¢)) vy, (2.3)

D

o v = %gbt li=o dénote le champ de vecteurs de variation de {¢i}ie(e—e), €t

7 (0) = div™ (|do "2 dg) = |do|"* {7 (¢) + (p — 2) d¢ (gradIn |dg|)},
(2.4)
est appelé le champ de p-tension de Uapplication ¢.

Démonstration. Soient {e; }/* | une base orthonormée locale sur (M™, g),
et {£} la base sur (g, —¢), alors {(e;,0), (0, %)}Zlest une base locale ortho-
normée pour la métrique diagonale g+dt? sur la variété produit M™ x (g, —¢),
et on a le crochet de Lie [(e;, 0), (0, %)] =0, pour tout 1 =1,...,m.

Soit {¢¢ }1e(c,—e) une variation a support dans un domaine compact D C M
de T'application ¢. On définit application ¢ : M™ x (¢,—e) —> N par

o(x,t) = ¢(x). D’apres la formule de Leibniz, on trouve que :
dp(ei, 0)(x,0) = duopo(eil:) + dow(0)

= dypo(€ils)
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d d
dp(0, E)(x,O) = dzpo(0) + dO‘Pw(%‘t:o)

d
= d%(a)hzo

= v(z)

Par conséquent, dy(e;,0) = do(e;) et dp(0, L) = v en t = 0.

Soit V¥ la connexion de Pull-back associée a ’application . On a :

d 1 0
GE 0 D) oo = [ Sl o

1 0 »
[ P o,
1 p_1 0
=5 [ (4o 16 Lol

1 p_q 0
=3 /D(|d¢t’2)2—1ah(d¢t(ei,dgbt(ez-) |i=0 vy

(2.5)
1 0
= §/D|d¢t|)p2ah(d@<€i,0),dgp<ei’0)) ’t:o Vg

= [ 146727, dptes,0). el 0) oo v
D ot
0
= [ 146l h(T2do( ). defen0) o v
D

= [ bz ldnl o),
Soit w la 1-forme différentielle a support dans D définie par :
w(X) = h(v, [do|)P2dp(X)), VX € I'(TM).
Dong, la divergence de w dans (M™, g) est donnée par :
diviw = e[h(v, |do|)""2dg(X))] (2.6)

D’aprés les formules (2.5),(2.6) et le théoréme de divergence, on obtient :

d
GEGD) la = [ @V, = [ b,V ldal2doe)v,

D

(2.7)
:—/Dh(v,Tp(¢))vg.
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Corollaire 2.1.1. Une application ¢ : (M™,g) — (N", h) entre deuz va-

riétés riemanniennes est p-harmonique si, et seulement si :
7 (¢) = di" (|de|"* dg) = |do["* {7 (¢) + (p — 2) d¢ (gradIn|dg])} = 0.
Ce qui est équivaut a I’équation suivante :
7(9) = (2 —p)d¢ (gradIn[dg]) .
Exemple 2.1.1. Soit n > 2, lapplication
¢ : R™N{0} — R"™\{0},

x )
T
[z
est p-harmonique si et seulement si, | = ”;TPIQ

Remarques 2.1.1. 1. L’équation (2.3) est dite équation d’Euler-Lagrange

associée a la fonctionnelle p-énergie.
2. 8ip=2, on at,(¢)=1(¢) le champ de tension de ¢.

3. Localement, si (2')1<i<m €t (Y*)1<a<n désignent deuz systémes de co-
ordonnées locales au-dessus de deux ouverts U € M et V € N respec-
tivement, alors, (2.4) s’écrit relativement o ces deux systémes comme
suit :

1 ij a p=2 4j
7p (¢) = m@(\/ 191(9" hapdig 8j¢5) 2 gjajébl)

(07 has0r0"007) % gITL (0)0:0°0,07, 1 <1< m, 0, = 00,

ot Flaﬁ sont les symboles de Christoffel de VY relativement au systéme

(y).

2.1.3 Deuxiéme variation de la fonctionnelle p-énergie

Théoréme 2.1.2. Soient ¢ : (M™,g) — (N, h) une application p-harmonique
entre deuz variétés riemanniennes et D un domaine compact de M. Si {¢; s}
est une variation a deux parameétres et a support dans D de [’application ¢,
alors : o2

gg%meHM4:AMﬁwmm%7 (2.8)
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¥ J— ¢t,s _ d)t,s
ot v = F |i_e—o etV =

1—s—0 désignent les champs de vecteurs de

variation et J;f’ lopérateur de Jacobi généralisé de ¢ donné par :
Jo(v) = — do|P RN (v, d¢)dé — trace,V? |do|P > Vv
— (p — 2)trace,V |do|P~* (VOv, do)de.
Ici (,) désigne le produit scalaire sur T*M @ ¢~ 'TN.

(2.9)

Démonstration.Soit ¢ : M x (—¢,¢) x (—&,e) — N une application
de classe C définie par p(z,t,s) = ¢ s(x). On a ¢(z,0,0) = ¢(z), et les
champs de vecteurs de variation associés a la variation {qﬁt,s}(ts)e(,w)X(,Eﬁ)
sont donnés par :

0 0
v(r) = d(m,0,0)@(E)a w(r) = d(z,o,o)w(%), Vo e M.

Soit {e;}7, une base orthonormée locale sur (M™, g) telle que Vé‘fej =0en

x € M pour tout 7,5 =1,...,m

On calcule
82 (¢ ) _ 62 /|d¢t,s|p
oo " L T 00s Sy b ey 2.10
X p (2.10)
_ - p
pJo atas(|d¢t78| ) t:szovg.
On a
1 52 10, 0
50 |dy " = oot a—(|d¢ts| ))
10 p_q 0
58_( |dey |*)2 18—|d¢t,s|2>
"0
- Za—(<|d¢m| (T do(en 0.0), do(es 0.0)).
=l (2.11)
Ainsi
1 02

m 9 7_1 .
pata | SOtS ZZIE |d¢ts h(v%d@(62,0,0)7d¢(61,0,0))

+ ) ldy [P R(VY, V4 (e, 0,0), de(e;,0,0)) (2.12)
ot Is

=1

+Z!d¢tsp Qh(Vﬁadgo(el,O 0), V% dp(e:,0,0).

=1



2.1.3 Deuxiéme variation de la fonctionnelle p-énergie 32

Donc
Lo o |dey [P = Em (p — 2)|ders|"*h(V¥, dio(e;,0,0), dip(e;,0,0))
sl ,S 8 jr YY)y IRY)
pata = ot

h<ngd§0<ez> 07 0)7 dgo(ei, Oa O))

m (2.13)
+ ) |y [PT2h(VY, V¥ dg(e:,0,0), dep(e;, 0, 0))
ot Os

i=1

+ Y |y [P (VY d(es, 0,0), V% dp(e;,0,0)).
Bs at

i=1
Par la définition du tenseur de courbure de (N, h) et les propriétés :

0 0

V%dw(% 0, 0) vfezoo d90<a)7 Vgo d@(eza 0, 0) V(eZ oo)d(p(%%
0 . , : .
avec [E’ (e;, 0,0)] =0, on obtient I’équation suivante :
L0 .1 Zh V2w, (p = DIdol (Tv, do)do(e,)
potds heli=s=0 = v “
— |dg|P? Z h(RY (v, do(e:))dd(e:), w)
' (2.14)

+Zh v¢v¢ b dp( )|t s=0; |do|P2dp(e;))

i=1
+) h <Vfiw, |d¢|ﬁ2v;§,v> .
=1

Soient wy, we, wy € ['(T*M) définies par :

wi(X) = h(w, (p — 2)|d¢\p74(v¢v d)de(X));

h(V5 dp(o- )It s=0; |do P72 dp(X));
w3(X) = h(w,|do[P~ QVXU), VX € T(TM).

CUQ(X)
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La divergence de wy, ws et ws est donnée par :

m

divMw, = Zezh( ,(p = 2)|do [PV, do)dd(e;));

i=1

divMw, = Zel WV de(5 )|t =0, |do[P2dp(e;));
divMwy = Zeih (w,|dgP~2V2 ), VX € T(TM).

Par les équations (2.10), (2.14), la condition de p-harmonicité de ¢ et le
théoréme de divergence, on obtient :

s Bl Do = [ Zhw V(b — 2o, do)dg(en)u,
[ 1l > B . dotedaste

—/ Zh(w,Vfi\d@p_ZVfiv)vg.
D=1

(2.15)

2.1.4 Applications p-harmoniques stables

Définition 2.1.4. Soient (M, g) est une variété riemannienne compacte, ¢
une application p-harmonique de (M, g) & valeurs dans une variété rieman-
nienne (N,h). On dit que ¢ est une application p-harmonique stable pour

tout champ vectoriel v le long de ¢, si :

I%(0,0) = /Mh(v,Jg’(v))vg > 0. (2.16)

Proposition 2.1.1. Toute application p-harmonique d’une variété rieman-
nienne compacte (M, g), & valeurs dans une variété riemannienne (N, h) de

courbure sectionnelle négative (SectN < 0) est stable.
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Démonstration. Par définition, on a :

];f(v,v) = /Mh(v,J;f(v))vg
- /M [h(v, |doP > RN (v, d)de — trace,V* |doP > veu  (2:17)
— (p — 2)trace,V |de|"~* (V9v, d)dg]u,,
En utilisant le théoréme de Green [11], il est facile de prouver que :

() == [ Jdop Y b, R (v, do(e))ds(e)r,
M i=1 (2.18)

+ [ 1aoP Ve, + [ (o= 2ol (v, dof,
M M
O

Théoréme 2.1.3. Soit (M, g) est une variété riemannienne compacte, alors
pour toute application p-harmonique stable ¢ : (M,g) — S™ est constante,
avec 2 < p < n.

Démonstration. Soient {e;}, une base orthonormée locale sur (M, g).On
pose A(y) = (a, y)gnt1, pour tout y € S, ott a € R™1. Soit v = grad® \.
Nous avons V5 v = —AX pour tout X € T'(TS"), ot V®" est la connexion

Levi-Civita sur S™ par rapport a la métrique standard de la sphére. Nous

calculons
D VLGPV (00 6) = VO iar g2 (V0 D)
= . (2.19)
+ D 1ol VEVE (we ).
=1
En utilisant la propriété V5 v = —AX, le premier terme de (2.19) est donné
par :

VgradM\de*?(v 0 ¢) = —(Xo ¢)de(grad™ |dg|P~?), (2.20)
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et le second terme de (2.19) est donné par :

Z |dp[P2VE Ve (vo ¢) = Z |dg|P2V¢ (Ao ¢)de(e;)

S e < dofed, vo o> do(e) PPV
i=1
— (Ao @)|do["*7(¢).
La substitution des formules (2.20) et (2.21) dans (2.19) donne :
> ViAoV (v ¢) = — (Ao ¢)d(grad|do )
i=1
=3 Al < dden), vo b > doer) O
i=1
— (Ao g)ldo["*1(¢)
Par la condition de p-harmonicité de ¢
7(0) = |do|"*7(¢) + dg(grad™ |dg|"~?) = 0,
et ’équation (2.22), on obtient :
> AVEIdpl Y (vo ¢).vog) = Z o {do(e:), vo @)’ (2.23)
i=1

Comme la sphére S™ a une courbure constante, on a :

m

S (ldP 2R (v 0 ¢, dd(e:))dd(er), vo d) = |dd|P(vo b, vod)

=1

= | {de(e:), vo ¢)?.
=1

(2.24)
Par la définition de 'opérateur de Jacobi généralisé et (2.23), (2.24), on
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obtient :

m

(Jf(vog), vog) =2/dpl"™*Y (de(e;), vog)?

i=1

— |dg["{vog, vog)

=) (Vi (p = 2)|dolH(VOvos, dg)dé(e;), vop),
=1

(2.25)
En utilisant le fait que : (V%00 ¢, d¢) = —(\ o ¢)|dp|* et équation (2.25),

nous trouvons que :
tracea<J?(vo¢)7 vog) = (p — n)|do?. (2.26)

D’oil le théoréme découle de (2.1.3) et de la condition de p-harmonicité stable
de ¢, avec 2 < p < n pour tout z € M. O

2.1.5 Tenseur p-énergie impulsion

Définition 2.1.5. Soient (M™,g) et (N", h) deuz variétés riemanniennes,
¢ (M" g) — (N™ h) une application de classe C™. Le tenseur p-énergie
impulsion de ¢ avec p > 2, est défini par :

1 —2 %
Sp (@) = Z—)|d¢|pg — |dg[P2¢"h
ot ¢*h limage réciproque de la métrique h par ¢ donnée par

O*h(X,Y) = h(d¢(X), d(;ﬁ(Y)).

Théoréme 2.1.4. Soient ¢ : (M™,g) — (N", h) une application de classe
C>, p>2 alors :

div™ S, (¢) = —h (1, (¢) , dp) .

Démonstration. Soient {e;}!" , une base orthonormée locale sur (M™, g)

définie dans un voisinage d'un point x € M telle que V.e; = 0 au point z,
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pour tous 4,7 € {1,...,n}. Au point x, on a :
1
[div™ S, (¢)](e;) = 6i[};|d¢‘p5ij — |doP~*h(do(e;), d(e;)]

- z%ei(ldsblp)% — ei(|do ) h(dg(e:), do(e;))

— oI h(VE d(es), dd(e;)) — |dgl"~*h(dg(e:), VE,dg(e;))-
(2.27)
Par définition de 7(¢), et le fait que V2 dg(e;) = ij do(e;), on trouve :

[div™S, () [(e) = — (p — 2)|do "~ h(grad|dg], di(e;))
— |do|"~*h(gradr (), do(e;))
=— (p— 2)|de|" *h(grad In |dg], di(e;)) (2.28)
— |dgl"~*h(grad7(¢), de(e;))
= = M(7p(9), do(e;))-

2.2 Applications bi-p-harmoniques

2.2.1 Généralités

Définition 2.2.1. Soient (M™,g) et (N", h) deuz variétés riemanniennes,

D un domaine compact de M. La fonctionnelle bi-p-énergie d’une application
¢ (M™, g) — (N™ h) est défnie par :

Es ,(¢; D / |7, (¢ . (2.29)

Définition 2.2.2. Une application ¢ : (M™,g) — (N™, h) entre deuz va-
riétés riemanniennes est dite bi-p-harmonique si elle est un point critique de
la fonctionnelle bi-p-énergie Es,(.; D) pour tout domaine compact D de M
c’est-a-dire :

d

%EQ,p<¢t; D) |t=0: 0,

ot {¢;} est une variation a support dans un domaine compact D C M.



2.2.2 Premiére variation de la bi-p-énergie 38

2.2.2 Premiére variation de la bi-p-énergie

Théoréme 2.2.1. Soient ¢ : (M™,g) — (N, h) une application de classe
C™ entre deur variétés riemanniennes, {¢;}ic(-,—e) une variation de classe
C*> de (¢) a support dans D C M, alors :
d
B0 D) o= = [ h(vmp(9) (230
D

ot v =L, |i—g désigne le champ de vecteurs de variation de {¢i}ie-—e), €t
Top €St le champ bi-p-tension de ¢ défini par :

g (9) = — A0 Try B (1 (0),d0) d6 = TryV°dof* VPm, (9) ) o),
= (p=2) TryV* (|de"" dg (V'7, () , do)) -

Démonstration. Soit ¢ : M x (—¢,e) — N D’application de classe C*
définie par p(z,t) = ¢(z), on a :

d

P05 D) = [ B(T5 700, (000, (2.32)

En calculant dans un repére orthonormé a x € M, on a :
V() = Z AL 2dip(es, 0). (2.33)
A partir de la définition du tenseur de courbure de (N, h), on obtient :

)
ZV“" Vi oldiP2dp(e;, 0) =|dey [P~ QZRN dp(5,): deles, 0))dp(es, 0)

+ Z V.o %’dqﬁt’pﬂd@(@u 0).

(2.34)
On utilise la compatibilité de V¥ avec h, on trouve que :
> h(VE, V5 dondieler, 0),7,(0))
i=1
= Y (e 0)[A(VY dén Pdples, 0).7(00)]  (235)
i=1

= D W(VG [donl"*dples, 0),VE, g (01)).

i=1
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De la propriété V2 dgo( ) = Vidp(X X) +dp([X,Y]) , et en prenant X = %
et Y = |dg[P2(e;, 0), on trouve :

v*% |dg [P 2dip(e;, 0)imo = |dp[P2VE v

+Z p = 2)|doP~*h(VE v, dg(e;))do(e:),

(2.36)
pour tout i = 1, ..., m. En remplagant (2.36) dans (2.35), on obtient :
D h(VE, o) V% don]Pdip(ei,0),7(é1)) o
i=1

= f eih(|doP V2 v, 7,(6))
+ in; eih((p — 2)|dg|P~(VOu, do)d(e;), ()
- fj eih(v, | B2V 7,(6)
+ ij h(v, V2 |dol 22 7,())
- Z ejh(v, (p — 2|6l (Vo7 (), do)do(e;))

+ Z h(v = )|l (VI (6), dd)do(e;)).

(2.37)
Soient 1y, 12,13, N4 € I'(T*M) définies par :

m(X) = h(|do[P Vv, 7(9));
12(X) = h((p — 2)|do [P~ (V0 dg)dp(X), 7(9));
(X)) = h(v, [doP*VETy(9));
m(X) = h(v, (p — 2)|dg[""(V?7,(¢), dp)dp(X)).
Finalement, en calculant la divergence de n;(i =1, ..., 4) et en remplagant

dans (2.37) . les formules (2.32)-(2.34) , (2.37) et le théoréme de divergence,
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on obtient :
d

GEAGD) o= = [ 1.7y (0) 0,

Du théoréme (2.2.1) on peut énnoncer le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.1. Une application ¢ : (M™,g) — (N",h) entre deuz va-
riétés riemanniennes, est bi-p-harmonique si, et seulement si :
T (¢) = = TryV? |dol"* V77, (6) — |do "> TryRY (1, (6) ,do) do

) (2.38)
—(p—2)TryV? ((V7, (9) , do) [dg|"" dg) = 0.

Remarques 2.2.1. 1. L’équation (2.29) est dite équation d’Euler-Lagrange

associée a la fonctionnelle bi-p-énergie.
2. Sip=2 sur M alors 7o, (¢) = 72 (¢) (champ de bi-tension de ¢ ).
3. Pour p # 2, il existe des applications bi-p-harmoniques ne sont pas

p-harmoniques ni harmonique.

Maintenant, on donne une relation plus simple que (2.31) entre 7, (¢) et

7, (¢), que nous utiliserons dans la suite de ce chapitre.

Proposition 2.2.1. Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) une application de classe

C, alors la relation entre 1o, (¢) et 7, (¢) est donné par I’équation suivante :

o () = = A6 (T, (V) 7, (8) + Ty Y (7, (6) o) do)

+(p—2) |do|” (VT (¢) , do) d (grad (In |dg|*))

— (p—2) |do|"~" d¢ (grad (V7, (¢) , dg)) (2.39)
— (p—2) |do| > (V7 (), do) 7, ()

(]9 2) ’d¢’p 2 gra’d(l |d¢| ) <¢)

Démonstration. Choisissons {e; },,,, une base orthonormée sur (M, g).

Par définition, nous avons :

Top (8) = — TryV? |do[" > V77, (¢) — |do|" > Try RN (1, (¢) , d¢) do

B (2.40)
—(p—=2)TryV? ((V7, (9) , do) |do " dg) .

Pour le terme T7,V? |d¢[P~*> V7, (¢), on obtient :

TryVe A" VOr, (¢) = V¢, |do[ 7 Vir, () — o[ Ve, .7 (6),
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un calcul simple nous donne :

VO |do[P 2V T, (¢) = |dolP > VEVE 1, (8) + e (|do["?) VO 7, (¢)

_ -2 _
= 1o V2V () + L2 1467 V g ey )

d’otll
TryV® |do" > Vo7, () = o] 2 Try (V?)" 7, (¢)

- (2.41)
p =2 2 Jasp- Verad(mas)™ (9)-

Nous allons développer le terme TrgV¢ (V7 (9),do) |do[”™ 4 d¢), nous avons :
Tr,V? (V7 (¢) , do) |d|"~" do)
=V? |do["™ (V7, (8) ,dg) do (e;) — |do "™ (V7 (¢) , d¢) do (Ve,e:)
=|do|"~" (V7 (¢) . do) V2 do (e;) + e; (|dg|”~" (V7 () , do)) do (e;)
— |dpP~" (V7 (¢) ,dg) d (Ve,e;)
= |do|""* (V7 (), d) VE.do (e;) — |do[" ™" (V7 (¢) , o) do (Ve,e:)
+ 1ol e (V7 (9) ,d)) do (e:) + (V7 (8) . do) e; (|dg[" ™) dob (es)
=|dg["~* (V7 (¢),dg) 7 (¢) + |dg|"™" do (grad (Vr, (¢) ,do))

+ ]%4 o™ (V7 () o) dg (grad (In|de[))

En utilisant le fait que :

(0) = ldo| 75, (0) - L5

5 do (gmd (ln \d¢\2)) ,

on trouve :
TryVe ((V7, (), do) |do["~" dp) = |dg| > (VT, (¢) ,de) T, ()
+ |dg|P~" d¢ (grad (V7, (¢) , dg)) (2.42)
— |~ (VT (¢) , dp) dop (grad (In |de[*)) .
En remplacant (2.41) et (2.42) dans (2.40), on en déduit que :
7o (0) = = 1o (Try (V%) 7, (6) + Try RN (7, (9) ,do) o)
+(p—2) |do["" (V7 (¢) , d¢) d¢ (grad (In|do|*))
— (p—2) |do["~" do (grad (V7, (¢) , dg))
— (p—2)|d¢| > (V7, (), dd) 7, (9)
)

=2 g 0 (8).

grad(ln\dqb\ )
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O

Exemple 2.2.1. Soient M la variété (R*\ {(0,0)}) x R munie de la mé-
trique Riemannienne g = da? + dx3 + dx3, N la variété R* muni de la
métrique riemannienne h = dy} + dy3. L’application ¢ : (M, g) — (N, h),
(21, 29, T3) — (/22 + 23, x3) est bi-p-harmonique si, et seulement si p = 4.
En effet, on pose ¢1(x1, 29, x3) = \/m et ¢1(x1, 9, x3) = T3, 0N trouve :

090 095
afi 8xj

|d¢|? = g% (hagp © ¢) =2,
alors, la densité d’énergie de ¢ est constante, et d’aprés (2.4) le champ de

p-tension T,(¢) est donné par :

k 8¢7 )
4 Oy, 0y

T

p(¢) = gij(

¢, L 998 9%ap
O0zi0r;  Ox; O; Fos

2% 9
Vi + 23 0

ou I'}; (resp. Fa,@) sont les symboles de Christoffel de g (resp. h), dans ce

op—17}

cas Ffj =0 et ﬂflﬂ = 0. Donc, l'application ¢ est une application non
p-harmonique pour toult p > 2. Maintenant, nous calculons le champ de bi-

tension T2,(¢). Nous avons :
—~|do|"~*trace, R (,(¢), d¢)d¢ =0,

car le tenseur de courbure de Riemann RN de la métrique h est nul. Le

deuziéme terme de T, ,(p) est donné par :

2% 9
—trace,V?|do[P2V?r,(¢) = — V%, 27
g ‘ ‘ p( ) Frn \/mgzn
pasgiye, |, Ry, 2r 0

vM \/7
Sizi dgc] daj \/ X7 + T3 ayl

et par quelques calculs, on obtient :

trace, VO |dgP2 V7, () 279
—trace (p) = ——— 5 —.
! . (2 + 23)7 Oy
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On peut vérifier par un calcul direct que :

2p—2
<V dp >= ———
(w1 +23)2

done, le troisiéme terme dans la formule (2.31)de 5,(¢) est donné par :

—(p — 2)trace,V < V°1,(¢),d¢ > |dp|P~*d¢

2% p—4 0
2 22 2 d¢(_)
1

=(p— Q)Qijvd)a

3s; T + T35 Oz
p—2
272 p—4 0
—(p—2)g" 277 dp(VM, —).
(p )9 x? + 22 = o e 8xj)

Par un calcul simple, on trouve que :
—2)2°73 9
—(p — trace,V < VO1,(¢), do > |do|P~d :(p——,
(0= 2race, < Von(0), do > ldoldo = L= o

nous concluons que !

2r=2 p—2)2r3 0 2 3(p—4) 0
m2p(0) = (= 23+(2 )23)3—2%3—-
(2f +23)2 (2 +23)2 O (2f +3)2 9

2.2.3 Tenseur bi-p-énergie impulsion

Définition 2.2.3. Soient (M™,g) et (N", h) deuz variétés riemanniennes,
¢ (M" g) — (N™, h) une application de classe C*. Pour p > 2, le tenseur

bi-p-énergie impulsion de ¢ est défini par :
52 (6) (X,¥) = = 215, (0)2 0 (X, Y) — |dol" ™ (d6, V7, (6)) 9 (X,Y)
+1do ™ h (46 (X), V7, (6)) + dol ™k (do (V), V5, ()

+ (p—2) |do|" ™ (de, V7, (8)) b (dp (X) ,dp (V).
(2.43)

Ou (, ) est la métrique riemannienne induite sur @*T*M.

Définition 2.2.4. Une variation de classe C* a un parametre de la métrique
g, est une famille de classe C™ de métriques (g;)(—e < t < ¢) telle que
go = g, st on écrit § = %\tzo, alors 6g € T(O*(T*M)) est un champ du
tenseur 2-covariant symétrique sur M.

Si (z') les coordonnées locales sur M, la métrique g; sur M s’écrit sous

la forme g; = gi;(t, x)dz'dz? .
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Théoréme 2.2.2. [28] Soient ¢ : (M, g) — (N, h) une application de
classe C™ telle que |d¢|, # 0 pour tout x € M , et {g:} une variation a un

parameétre de g. On a

d

1
GEo Do =5 [ < 50,(0).89 >,
D

En utilisant la définition de la divergence pour les (0, 2)-tenseurs symé-

triques (voir [9, 13]), nous avons le résultat suivant.

Théoréme 2.2.3. [28] Soit ¢ : (M, g) — (N, h) une application de classe
C* telle que |do|, # 0 pour tout x € M, alors

div Sy, (9) (X) = —h(mep(9),dd(X)), VX € D(TM).

Remarque 2.2.1. Lorsque p = 2, on a Sz, (¢) = S2(4), ot Sz (¢) est le

tenseur bi-énergie tmpulsion de ¢.

2.3 Bi-p-harmonicité des applications conformes

2.3.1 Champ de bi-p-tension d’une application conforme

Nous calculons le champ de bi-p-tension d’une application conforme. Nous

obtenons le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.1. Soit ¢ : (M"™,g) — (N™, h) (n > 3) une application

conforme de dilatation X\, alors la bi-p-tension de ¢ est donnée par :

Top (9) = (n —p)n" A7 (H (A, n, p)) (2.44)

H(\n,p)=n+p—2)grad(Aln\)
B (n? — 5np + 4n — 2p* + 8p — 8)
2
—(p—1)(n® — 3np+4n — 2p* + 8p — 8) lgradln \|* gradIn A

—2(n—p*+3p—2) (AlnX) gradln X + 2nRicci(gradIn X) .

grad (|gradIn )\]2)

Pour la démonstration du théoréme 2.3.1, nous allons utiliser trois lemmes.
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Lemme 2.3.1. Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) une application C*. Pour tout

champ de vecteurs X et pour toute fonction positive f sur M, on a

Try (V9)° fdo (X) = [Try (V%) d (X) +2V°

a1 (X) + (A d6 (X)

et
Aff =kf* (Alnf + k|gradln f|°) .

Preuve. Par définition on a :

Try (V9)" fdé (X) = Ve, Ve, fdo (X) = Vy, o fdp (X) .

simplifions les deux termes du cote droit de cette égalité. Pour le premier
terme V., V., fd¢ (X), nous avons :

Ve fdd(X) = fVe,dd (X) + ei(f)do (X)
= [Ve,d¢ (X) + fei(In f)do (X).
D’ou :
Ve Ve fdé (X) = Ve, fVe,d¢ (X) + Ve, fei(In £)dé (X)
= Ve, Ve,dd (X) + fei(ln )V, d (X)
+fei(In f)Ve,dd (X) + fei(ei(In f))de (X) + f |gradIn f|* do (X)

= fVeVe,dp (X) +2fV graqn y40 (X)
fei(ei(In f))dg (X) + f |grad In f|* do (X) .

Pour le deuxiéme terme, on a :

V9.efdo(X) = [Vv, edd (X)+ [Vy, e (Inf)do (X).
Ce qui nous donne :
Iry (V¢)2 fdo(X) =fTr, (V¢)2 de (X) + 2fvgrad In qu5 (X)

+ f(Aln f)dg (X) + f |gradIn f|* d¢ (X)

= fTry (V*)d (X) + zvgra 1,4 (X) + (Af)do (X).

Et, par définition on a :

AfF = eilei(fF) = (Vee) (f),
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en utilisant le fait que pour tout X € I'(T'M) on a

X(f*) = k(X f),

d’on
ei(f*) = kffe;(In f)
ei(ei(f*) = kffei(e(In f)) + K f* [grad In f|*
et
(Vee) (fF) = kf5(Ve,e0)(In f)
Il suit que :

AfF =kf* (Aln f + k|gradln fI) .

O
Le deuxieme lemme nous donne une formule simple du terme 1'r, (V¢)2 do (gradry)
pour une application conforme ¢ : (M™,g) — (N™, h) (n > 3) de dilatation
A et pour toute fonction v € C*° (M).

Lemme 2.3.2. Soit ¢ : (M™, g) — (N™, h) (n > 3) une application conforme

de dilatation X\, alors pour toute fonction v € C*° (M), nous avons :

Tr, (V¢)2 do (grady) =d¢ (9radAvy) + 4dé (V gradamrgrady) + d¢ (RicciM (gmdv))
+ (Aln ) do (grady) — 2 (Av) dé (gradln N)

— (n—2)dIn X (grady) do (gradln \) .
(2.45)

Preuve. Soit 7 € C* (M), par définition, nous avons
Tr, (v¢>)2 d¢ (grady) = V¢V de (grady) — V‘zv’%eidgb (gradry).  (2.46)
En commencant par le calcul du terme Vfinidcﬁ (grady), nous avons
V2 dé (grady) = Vdé (c;, grady) + do (V. grady)
On a

Vdo (e;,grady) = e; (In \) do (grady)+dIn X (grady) do (e;)—e; () do (grad In \) |
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alors
V¢ d¢ (grady) =e; (In \) do (grady) + dIn X (grady) dé (e;) (2.47)
—¢; (7)do (gradlnX) + d¢ (V.,grady) . .

Il suit que :
Ve Ve dg (grady) = V2 {e; (InA) d¢ (grady)} + V¢ {dIn A (grady) d¢ (e;)}

_ Vi {el- (’}/) d(Z5 (grad In )\)} + Vfld(b (Veigradfy) .
(2.48)
Nous allons étudier terme par terme le coté droit de cette expression. Pour

le premier terme V¢ {e; (In \) d¢ (grady)}, nous avons

foi {e; In \) do (grady)} = e; (In A) V‘fidgb (gradry) + e; (e; (In X)) do (grad~y) .

En utilisant I’équation (2.47), on déduit que :

V¢ {e; (In\) do (grady)} = e; (In \) ¢; (In ) do (grady) + e; (In \) dIn A (gradvy) do (e;)
—e¢; (InN)e; (7)do (gradln ) + e; (In \) do (V. grady)
+ ¢ (e; (In X)) d¢ (grady) ,

alors, nous obtenons :

Y {e: (n\) do (grad)} = lerad In A1* do (grady) + d6 (Vigrad o yerady )

+e;(e; (In ) do (gradry) .
(2.49)

Pour le deuxiéme terme V¢ {dIn A (grady) d¢ (e;)}, un calcul similaire donne :

V¢ {dIn X (grady) d¢ (e;)} = dIn X (grady) V¢ do (e;) + e; {g (grad In A, grad)} dé (e;)
= dIn A (grady) VE.dg (e:) + g (Ve,grad In \, grady) do (e;)
+ g (gradIn \, V. grady) do (e;)
= dIn X (grady) V2 do (e;) + g (Vgradygmd In A, ei> do (e;)
+g <Vgradln/\grad% ei> do (e;),

il suit que :

V¢ {dIn A (grady) do (e;)} = dIn A (grady) V2 do (e;) + dg <Vgradygrad In /\>

+ 6 (Vgradmy&rady )
(2.50)
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Calculons le troisieme terme V¢ {e; () d¢ (gradIn \)}, en utilisant la méme

méthode de calcul et Péquation (2.47), nous avons :

V2 {es (7) dé (grad In \)} = e; (7) V2do (grad In X) + e; (e (7)) d (gradIn A)
=e;(7)e; (InX)do (gradIn A) + e; (7) dIn A (gradIn X) do (e;)
—e;i(7)e; (InX)do (gradIn ) + e; () do (V,grad In \)
+ei(ei (7)) do (gradIn A)

ce qui donne

V¢ {e; (v)do (gradIn \)} = |grad In A2 do (grady) + do (VgradygradIn \)

+e;(e; (7)) do (gradIn A) .
(2.51)

Regardons maintenant le dernier terme Vfidgb (Ve,grady), un calcul simple

donne :

V¢ de (Ve grady) = e; (InX) do (V,grady) + dIn X (Ve,grady) do (e;)
g (i, Ve, grady)do (gradln N) + do (Ve, Ve, grady)
= 2d¢ (V graamagrady) — (Avy) d¢ (gradIn X)
+d¢ (Ve Ve grady)

alors

V¢ de (Ve,grady) = do (Ve,Ve,grady) + 2dé (V graamrgrady)

(2.52)
— (Av)do (gradln ) .

Si on remplace (2.49), (2.50), (2.51) et (2.52) dans (2.48), nous obtenons

Vfinidgb (grady) = 4d¢ (V graamrgrady) + e; (e; (In X)) do (grady)
+ dIn A (grady) Ve do (e;) — e; (e; (7)) do (gradln \)

+do (Ve,Ve,grady) — (A7) de (gradln X) .
(2.53)
Pour compléter la preuve, il reste a calculer le terme V‘@e'eidqb (grady), nous

avons .

V%eieidgb (grady) = Vdeo (V.,e;, grady) + do (Vveieigradv) .
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Grace a I’équation (2.46), nous avons :

V‘@Eiei do (grady) = Ve,e; (InX) do (grady) + dIn X (gradry) do (Ve,e;)

— Ve () do (gradln X) + d¢ (Vy, o grady) .
(2.54)

En substituant (2.53) et (2.54) dans (2.46), nous déduisons que :

Try (V%) do (grady) = VEV2do (grady) — V&, . dé (grady)
=do (TTgVQQT’@dW) +4d¢ (V graamrgrady)
+ (Aln\)do (grady) + dln X (grady) 7 (¢)
— 2 (A7) do (gradln \) .

Finalement, en utilisant le fait que :
Tr,V*grady = gradAvy + Ricci™ (grady)
et
T7(p) = (2—n)do (gradln ),

nous concluons que :

Try (V?)" dé (grady) = do (gradAq) + 4de (V graainrgrady) + do (Ricei (grady))
+ (Aln ) do (grady) — 2 (Av) dé (gradln \)
— (n —2)dIn A (grady) d¢ (gradln X) .

Maintenant, dans le deuxiéme lemme, nous allons calculer Tr,RY (d¢ (grady) , d¢) de
pour une application conforme ¢ : (M", g) — (N™, h) (n > 3) de dilatation
A et pour toute fonction v € C'* (M).

Lemme 2.3.3. Soit ¢ : (M™, g) — (N™, h) (n > 3) une application conforme

de dilatation X, alors pour toute fonction v € C*° (M), nous avons :

TryRN (d¢ (grady) ,de) d = d¢ (Ricci™ (grady)) — (n — 2) dé (V gragygradIn \)
— (AlnA+ (n—2)|gradIn )\|2) do (gradry)

+ (n—2)dIn X (grady) do (gradln \) .
(2.55)
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Preuve. Soit v € C*° (M). Par définition, nous avons :

TryR™ (d¢ (grady),d¢) dé = RN (d¢ (grady) ,dé (e;)) d¢ (e;)  (2.56)
or il est bien connu que (voir [6])
RicY (dg (X),dp (Y)) = Ric™ (X,Y) +(n—2) X (In\)Y (In\)
—(n—2)|gradn A]* g (X,Y)
—(n—=2)Vdln A (X,Y) - (Aln))g(X,Y),
alors
RicN (do (grady) ,d¢ (e;)) = Ric™ (grady, e;) + (n — 2) grady (In \) e; (In \)
— (n—2)|gradn A]* g (grady, e;)
— (n—2)VdIn A\ (grady,e;) — (Aln ) g (grad-y, e;)
il suit que
RicN (do (grady) ,d¢ (e;)) = Ric™ (grady,e;) + (m —2) dIn X (grady) e; (In \)
— (n—2) |gradIn A]” ; () — (n — 2) VdIn A (grad~, e;)

—(AlnX)e; (7).
(2.57)
En remplacant (2.57) dans (2.56), nous déduisons que :

Tr,RY (do (grady) ,d) do = R™ (do (grady) ,do (e:)) o (e:)
= d¢ (Ricci™ (grady))
+ (n —2)dIn X (grady) do (gradln \)
— (n —2) |gradIn A|* d¢ (grady)
— (n—=2)VdIn\ (grady, e;) do (e;) — (Aln X) do (gradry) .

Pour la suite de la démonstration, nous allons simplifier le terme
Vdln\ (grady,e;) do (e;),

nous obtenons :

Vdln X (grady,e;) do (e;) = {e; (g (gradln X\, grady)) — dIn A (V.,grady)} do (e;)
= g (Ve,gradln X, grady) do (e;)
= g (Vgradgygradln X\, e;) do (e;)
= do (Vgraaygradln ),
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ce qui nous donne finalement :

TryR (d¢ (grady) ,d¢) dé = d¢ (Ricci™ (grady)) — (n — 2) dp (VgragygradIn \)
— (AlnA+ (n—2) |gradIn )\|2) do (gradry)
+ (n—2)dIn X (grady) do (gradln X) ,

Nous somme maintenant préts de démontrer le théoréme 2.3.1.
Démonstration du théoréme 2.3.1. Le fait que "application ¢ est conforme

de dilatation A nous donne :
7(6) = (2—n)dg(gradin)), |dg’ =n)*, |do[""* =n"> N2
et
grad (ln |dgz5|2) = 2gradln \.

alors

7 (6) = ldo["™ {T (6) + (7%2) dp (grad In |d¢|2)}
—n"7 A2((2=n)do (gradIn \) + (p — 2)de (gradln \) )
= (p—n)n"T N"2d¢ (gradIn \) .
En remplacant I'expression de 7,(¢) dans (2.39), on obtient :

Top (8) = — (p — n) WP 2N 2Tr, (V9)* \P~2dgs (gradIn \)
— (p—n) P22 T, RN (W 72d¢ (gradIn \) , d¢) do
—2) (p—n) PPNV N2 (grad In )
—(p—2)(p— n)2 p=3 \p~4 <V)\p *d¢ (gradIn \) ,d¢> do (gradln \)
—2) (p— n) PN (grad (VN~2d¢ (gradn ) , do))

+2(p—2) (p—n)n" AP (VNT2d (gradIn \) , do) dp (gradIn N) .
(2.58)
Nous allons simplifier les termes de cette derniére équation. Pour le terme

Try (V?)* N~2d¢ (gradIn \)
on a .

Tr, (V9)* N=2dg (gradIn \) = N "2Tr, (V?)* do (gradIn \) + 2V
+ (AXN"?) d¢ (gradIn \) .

do (gradln \)

grad\pP—2
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Par le lemme 2.3.1, on a :

Tr, (V¢)2 do (gradln \) = d¢ (gradAln \) + 2do (grad (|grad In /\|2))
— (Aln ) de (gradin \)
— (n —2)|gradln A|* do (gradln ) + d¢ (Ricci (gradln X))

et

2V§md/\p,2d¢ (gradln \) = 2 (p — 2) N"?|gradIn )\\2 do (gradln \)
+ (p—2) N 2d¢ (grad (|gradn A*)) .

En utilisant le lemme 2.3.2, on obtient
AN = (p—2) N2 (Aln A+ (p — 2)|gradIn )\|2) :

donc

Tr, (V¢)2 N=2dg (gradln \) = \P~2d¢ (gradAln \) + pAP~2d¢ (grad (|grad In )\|2))
— (n—=p*+2p—2) *?|gradIn A2 do (gradln \)
+(p—3) A2 (Aln\)de (gradln \)

+ NP~2d¢ (Ricci (gradln \)) .
(2.59)

le lemme 2.3.3, nous donne aussi la formule suivante :

Tr,RY (d¢ (gradin \) , dg) dp = —— ; 2d¢ (grad (lgradln A]*)) — (Aln \) d¢ (gradln \)
+ d¢ (Ricci (gradln X))
(2.60)
et
vg)rad In A/\p_2d¢ (grad In )‘)

— P2 ((p — 1) |gradin )\]2 do (gradln \) + %dqﬁ (grad (\gradln )\\2)))
(2.61)



2.3.1 Champ de bi-p-tension d’une application conforme 53

Pour le terme (VAP~2d¢ (gradln \) ,dg¢), on a :

(VAP2d¢ (gradin X),do) = Tryh (VAP~2dé (gradIn A) , do)
—h (Vei)\P*quﬁ (gradln \),d¢ (e;)
(o gradin ) 06 ()
©el (V972) (0 (grad ) o e,
= A2 (A2AIn A+ n\? gradln A
+ (p —2) \72\% |gradIn )\|2 .

)

~_ — ~—

alors :
(VI72d¢ (gradin\) ,d¢) = X (AIn A+ (n+p —2) [gradIn )\|2) . (2.62)
Finalement, en utilisant les formules suivantes :
grad (NP (Aln ) = NWgradAln A + pA? (Aln ) gradln A
et
grad ()\p |gradIn )\]2) = NMgrad (]gmdln )\|2) + pA? |gradIn )\\2 gradln \,

on trouve :
grad (VN72d¢ (gradIn X) , d¢) = Ngrad (Aln \)
+ N (n+p—2) grad (|gradIn )\|2)
+ pN (AlnA) grad (In \)
+p(n+p—2) N |gradin A" gradIn A
(2.63)
si on remplace (2.59), (2.60), (2.61),(2.62) et (2.63) dans (2.58), nous concluons
que :
Top (@) = (n —p) " A" 74d¢ (H (A, n,p)),
ou
H (A n,p)=(n+p—2)grad(Aln )
(n? — 5np + 4n — 2p* + 8p — 8)

— 5 grad (|gradIn )\]2)

—(p—1) (n® — 3np+4n — 2p” + 8p — 8) |gradIn A? gradin A
-2 (n —p?*+3p— 2) (Aln ) gradln X + 2nRicci (gradln X) .
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Théoréme 2.3.2. Soit ¢ : (M",g) — (N",h) (n > 3) une application

conforme de dilatation \ , alors ¢ is bi-p-harmonique si et seulement si :

n? — b5np + 4n — 2p* + 8p — 8)
2

—(p—1) (n® — 3np+4n — 2p* + 8p — 8) |gradIn A% gradln A

—2(n—p*+3p—2) (Aln\) gradln X + 2nRicci (gradln \) = 0.

(n+p—2)grad (Aln\) — (

grad (|gradIn )\\2)

En particulier, nous démontrons que la bi-p-harmonicité d’une applica-
tion conforme ¢ : (R™, g) — (N™ h) (n > 3) ou la dilatation X\ est radiale
(InA=a(r),r =|z|et « € C*(R,R)) est équivalente a une équation diffé-
rentielle ordinaire du second ordre. Plus précisament, nous avons :

Corollaire 2.3.1. Soit ¢ : (IR",g) — (N™ h) (n > 3) une application
conforme de dilatation \ ot l'on suppose que la dilatation \ est radiale (A =
A(r),r = |z|). En posant B = (In\)’, on obtient
o a 2 2 2\ / 8
gradln \ = ﬁ8—, |gradln \|” = p*,  grad (|gradln Al ) =260 g
r r

et

-1 -1 -1 0
Aln)\zﬁl+n—ﬁ, gradAln \ = (B"+n—ﬁ/—n 5 ﬁ) —.
r r r or
En utilisant le théoreme 1.4.4, on en déduit que ¢ est bi-p-harmonique si el
seulement si B vérifie I'équation différentielle suivante :

_ _ 2 _ _ —
_(ntp j)(n gy 20" —3p 7;—1—2)(72 1)
+(p—1) (—n?+3np —4n + 2p* — 8p +8) f* = 0.

5/

52

(2.64)

Pour résoudre ’équation (2.64), nous allons étudier deux types de so-
lutions. Dans le premier cas, on regarde les solutions qui s’écrivent sous la

forme 8 = %,a € R*, on obtient le résultat suivant :

Corollaire 2.3.2. Soit ¢ : (R",9) — (N™ h) (n > 3) une application
conforme de dilatation X, si on suppose que (In\) = = 2,0 € R*. Alors ¢
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est bi-p-harmonique si et seulement si a est solution de [’équation algébrique

suivante :

a’*n’p — a*n? — 3a®np? + Ta’*np — 4a*n — 2a*p® + 10a*p? — 16a°p + 8a® + an?

— 2anp?® + 1lanp — 12an + 6ap* — 20ap + 16a + 2n* 4+ 2np — 8n — 4p + 8 = 0.

(2.65)
Remarque 2.3.1. L’équation (2.65) nous raméne a deuz types de solutions :
1.
2(n—2) <n +/n(lTn— 16))
a=—
(3n2 — 6n + 4) \/n (17n — 16) — 1303 + 42n2 — 28n
et ] 5
p= Z\/n(17n —16) — T 2,
avec n > 3.
2.
A(n,p) —12n — 20p — 2np* + 11np + n? + 6p* + 16
a =
8n + 32p + 6np? — 2n?p — ldnp + 2n? — 20p? + 4p? — 16
ou
_ A(n,p) + 12n + 20p + 2np? — 11lnp — n® — 6p* — 16
 8n+32p + 6np? — 2n2p — 1dnp + 2n2 — 20p2 + 4p3 — 16’
avec
A(n.p) 4(n—17°p* —4(n—1)(n—4)p® + (12n® — 35n% + 8n + 16) p?
n,p) =
b —2n (4n® — 3n% — 16n 4 16) p + n? (3n — 4)*
et

1
p# Zx/n(17n—16)—%n+2

La remarque 2.3.1 permet d’étudier les exemples suivants. Les exemples
a citer correspondent aux cas ot a = —2 et a = —1.

Exemple 2.3.1. On considére linversion ¢ : R"\ {0} — R™\ {0} (n > 3)
défini par ¢ (x) = # ¢ est une application conforme de dilatation A\ = %2
On en déduit que ¢ est bi-p-harmonique si et seulement si :

1 1

)

ou

3 1
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Exemple 2.3.2. Soit ¢ : R"\ {0} — R x S"! donnée en coordonnées

polaires par :
¢ (rf) = (Inr,0), r>0, HcS"'CR"

¢ est une application conforme de dilatation A = % Nous concluons que ¢

est bi-p-harmonique si et seulement si :
n
==, n>4
p 5 =

ou

31
p=—n+Vn(lIn—16+2 n=3

Comme deuxiéme cas particulier, nous chercherons les solutions de la

forme J = 15, a € R™.

Corollaire 2.3.3. Soit ¢ : (R",g) — (N™ h) (n > 3) une application

conforme de dilatation \ ot lon suppose que (In )\)' =0 = e, a € R
Alors ¢ est bi-p-harmonique si et seulement si a est solution du systéeme
sutvant :
( n®p + 2n® — 3ntp? — 6ntp — Ant + n3pd 4 6n3p?
+14n3p — 4n3 + 3n2p* — 6n%p® — 12n%p? 4 4n?p
+8n? — 2np® + 4np* — 2np® + 16np? — 24np
+4p* — 16p® + 16p* = 0
et
3an? — 2anp? + anp — 2ap® + 8ap — Sa + 2n> + 2np +4p — 8 =0

(2.66)

Remarques 2.3.1. Pour résoudre ce systeme, nous distinguons trois cas :

1.
2
p=n, a= , n>3.
n—2
Dans ce cas, application conforme est n-harmonique donc bi-n-harmonique.

2.

n 6n — 8 >4

== a4=—F—, n .

P=9 n?—8n+8  °

Alors ¢ est bi-p-harmonique non-p-harmonique.
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1
p:2—(\/—16n+4n2+8n3+n4+4+n2+2)
n

et
2n? + 2np +4p — 8
a=— , n>3.
3n% —2np? +np — 2p%> +8p — 8

Alors ¢ est bi-p-harmonique non p-harmonique.

2.3.2 Tenseur bi-p-énergie-impulsion d’une application

conforme

Dans cette partie, nous calculons le tenseur bi-p-énergie d’une application

conforme.

Théoréme 2.3.3. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application conforme de

dilatation \, alors on a :

Sap (9) (X,Y) =

]%np_?’)\zp_2 (n(n+p—4)—2(@p—2)°) |gradln A\ g (X,Y)

+(p—n)(n—p+2)nP3A*2(Aln)) g(X,Y)
—2(p—n)nP AP 2 (VdIn A (X,Y) — (p—2) X (In\) Y (In))),

(2.67)

et la trace de Sz (@) est donnée par :

TTgS2,p (¢) =

b 3 D22 (n(ntp—4)—2(p—2) (p—4)) |gradln A>  (2.68)

—(p—n)* P22 (Aln ).

En utilisant le fait que :
ANE = ENY (Aln X + k [gradIn A]%)
on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.4. Soit ¢ : (M",g) — (N", h) une application conforme de

dilatation A ot n # p, alors

TrgSap (¢) = —(p— n)2 nPENPTET (A),
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ou
—-4)-2(p—-2)(p—4
T()\):Aln)\+n(n+p ) (b =2)(p )|g7’ad1n)\|2
2(n—p)
et
. . . n(nt+p—4)—2(p—2)(p—4)
TrySs, (¢) = 0 st et seulement si la fonction A 2(n=p) est har-
monique.

Remarque 2.3.2. Soit ¢ : (R",g) — (N", h), (n # p) soit une application
conforme de dilatation A, si on suppose que la dilatation X est radiale. En
posant 3 = (In))', on en déduit que la trace de S, (¢) est nulle si si et
seulement si B satisfait ’équation différentielle suivante :
6,+n—1ﬁ+n+2p—4
T 2
La solution générale de cette équation est donnée par :

2(n—2)
B = { A2y —(nt2p-Dr> #2, AeR

2 _
(n+2p—4)rInr+Ar?’ n= 27 A < R.

3% =0. (2.69)

Remarque 2.3.3. Soit ¢ : (R™,g) — (N™, h), (n # p, n # 2) une applica-
tion conforme de dilatation A\, st on suppose que la dilatation \ est radiale.
nous chercherons les solutions de la forme = ¥, a € R*. on en déduit que
la trace de Sy (@) est nulle si si et seulement si :

2(n—2)
n42p—4

Par exemple, si on considére application conforme

n+2p—4#0. (2.70)

¢ : R™\ {0} — R x S"! donnée en coordonnées polaires par :

¢ (rf) = (Inr,0),

on en déduit que pour cette application ¢ la trace de Sy, (¢) vaut zéro si si

et seulement st n = 2p.

Démonstration du théoréme 2.3.3. Choisissons {e; },;.,, comme base

orthonormé sur (M, g). Par définition, nous avons :
52 (6) (X,Y) = 3 I () g (X,Y) + 14" (dg, V7, (9)) 9 (X, Y)
—1dol" ™ h (d6 (X), V57, (6)) — dol ™ b (do (V) V57, ()

— (p—2) |do["~" (d, VT, (¢)) h (do (X),do (V).
(2.71)
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Utilisant le fait que :
7 (9) = (p—n)n'Z X" (gradln A).
on obtient :
17, (0)]* = (p — n)* nP 22?72 |gradIn \|* . (2.72)
Pour le terme (d¢, V7, (¢)), on a
(49, Vor, (9)) =h (A9 (ei) , Vi (9)
—(p—n)n"T h(do (e;), VENP~2d¢ (gradIn N))
—(p—n)n"T N 2h (d¢ (e;), V? do (gradin X))
+(p—n)n"T e, (\W72) h(dg (e;) , d (gradIn N))
=(p—n) n"z AP (AlnA+n |gmd1n/\|2)
+(p—n)(p—2)n"T N |gradIn \]*.
d’on
{(d, V1, (¢)) = (p—n) n"T NP (AlnX+ (n+p—2)|gradln )\|2) . (2.73)

11 reste a simplifier A (d¢ (X),Vir, (¢)) et h (d¢ V), V%7, (¢)), on a:

h (46 (X), Vi, (6)) = (0 = n)n"*"h (49 (X), VA" 2do (gradin \))
—(p—n)n"T \PVdInA(X,Y)
+(p—n)n"T N |gradln \[* g (X,Y)
F(p—n)(p—2)n"T XX (In\)Y (In ),
qui nous donne :
h (d¢ (X),Vir, (¢)> = (p—n)n"TNVdIn A (X,Y)
+(p—n)n"T N |gradln A g (X,Y) (2.74)
+(p—n)(p—2)n"T X (InA)Y (In ).
Un calcul similaire donne :
h (d¢ V), V%7, (qb)) —(p—n)n"TNVdIn\(X,Y)
+(p—n)n"T N |gradln \[* g (X,Y) (2.75)
+(p—n)(p—2)n"T XX (In\)Y (InA).
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En remplacant (2.70), (2.72), (2.74) et (2.75) dans (2.71) et en utilisant le
fait que :
[dof =0T N2, gl = nT N,

on en déduit que :

S2p (¢) (X,Y)
P ; D=3 \2=2 (nin+p—4)—2(p— 2)2) lgradln \* g (X,Y)
+(p—n)(n—p+2)nP A2 (AlnN)g(X,Y)

—2(p—n)nP NP2 (VdIn A (X,Y) — (p—2) X (InA) Y (In ))).

Pour compléter la preuve, calculons la trace de Ss, (¢), nous avons :

TTgSZp (Qb) = S2,p (Qb) (eu 61')
=P ; nnp_3)\2p_2 (n n+p—4)—2(p— 2)2) |gradIn )\|2 g (ei,e;)
+(p—n)(n—p+2)n" X2 (AnX) g (e, €;)

—2(p—n)nP2AN*72(VdIn A (65, ¢;) — (p—2) e; (In\) e; (In N)),

Donc :

—n
TrySap (6) = *5—

—(p—n)*nP A2 (Aln ).

PP 2 (n(n4+p—4)—2(p—2) (p—4)) |gradin \|”

2.3.3 Le cas d’un difféomorphisme conforme

On va regarder maintenant le cas o ¢ : (M™,g) — (N™, h) est un
diffeomorphisme conforme et on va étudier la bi-p-harmonicité de 'applica-
tion inverse. Notons que si ¢ : (M™, g) — (N™, h) est un diffeomorphisme
conforme de dilatation A, alors I’application réciproque
Y = ¢t (N* h) — (M" g) est une application conforme de dilatation

AMy) = m pour tout y € N.

Théoréme 2.3.4. Soit ¢ : (M™,g9) — (N", h) (n = 3) un difféomorphisme
conforme de dilatation \. Alors Uapplication réciproque ¢» = ¢~1: (N™ h) —



2.3.3 Le cas d’un difféomorphisme conforme 61

(M™, g) est bi-p-harmonique si et seulement si

(n+p—2)grad(Aln)) —p(n—2p) (n+p — 2) |gradln N gradln A
2p° + 3np — 4p — n?

- 2

+ 2nRicci(gradln \) = 0.

grad (|gradln /\|2) -2 (p2 —2p+ n) (Aln \) gradln A

Preuve. Comme l'application ¢ = ¢~ : (N" h) — (M", g) est conforme
de dilatation A(y) = m pour tout y € N, alors elle est bi-p-harmonique

si et seulement si :

(n+p—2)grad (A lnX)

B (n? — 5np + 4n — 2p? + 8p — 8)
2

grad (‘gmd In A

)
2 -
—(p—1) (n2 —3np +4n — 2p® + 8p — 8) gradln)\’ gradln A

-2 (n —p* 4+ 3p — 2) <A In X) grad In A + 2nRicci <grad In X) = 0.
Un long calcul nous donne :

~ 1
gradln \ = —ﬁdqb (gradln ),

2 1 )
‘gradln)\‘ = |gradln A|”,

~ 1
Aln\ = Y (AlnX+ (n—2) |gradln)\|2),

grad (

grad (A lnX) = —%d(b (grad (Aln X)) —

2 1 )
gradln )\‘ ) = quﬁ (grad (JgradIn A\Q))—F \gradIn A|> d¢ (gradIn \)

(n—2)
2\

do (gmd (|g7"ad In /\|2))

2(n —2
20122 radn AP dé (grad n \)

+ 2 (Aln\)do (gradln ) + 3

A\
et

Ricci (grad In X) = (n2;42) d¢ (grad (|gradIn /\|2)) + % (Aln ) do (gradln )

1 _
— ngzﬁ (Ricci™ (gradIn N)) .
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D’otl la bi-p-harmonicité de 1'application réciproque v = ¢! : (N, h) —
(M™, g) est donnée par la formule suivante :
(n+p—2)grad(Aln)) —p(n—2p) (n+p — 2) |gradln \|* gradln \

2p% + 3np — 4p — n?
- 2
+ 2nRicci (gradln ) = 0.

grad (|gradln )\|2) -2 (p2 —2p+ n) (Aln \) gradln A

Remarque 2.3.4. En particulier, une condition nécessaire pour que ¢ et sa

réciproque soient bi-p-harmoniques est donnée par :
(n2 + 2np? — Inp + 4n — 6p® + 16p — 8) |gradIn )\|2 gradln A
— (n2 + 2n — 4np + 6p — 2p* — 4) grad (]gmdln )\]2)
+22p—1)(p—2)(Aln)) gradln X = 0.
De plus, si la dilatation A du difféomorphisme ¢ : (IR", g) — (N™,h) (n > 3)
est radiale, c¢’est o dire : (In\ = a(r),r = |z| et « € C® (IR, IR)), alors cette
condition nécessaire est traduite par I’équation différentielle suivante :

2p—1(p-2)(n—-1)

2
—2(2n+11p —dnp+n® — 4p*> — 6) B’ + 5
+ (n* +2np® — 9Inp + 4n — 6p® + 16p — 8) B =0,

ot = o'. En cherchant des solutions particulieres de la forme 8 = ¢ ou

a # 0, on trouve l’équation algébrique suivante :
(n® + 2np® — Inp + 4n — 6p* + 16p — 8) (a + 2) = 0.

Pour la résolution de cette équation, deux cas se présentent :

1. Premier cas : Si 4n + 16p + 2np? — Inp +n? — 6p> — 8 #£ 0, on trouve

a = —2 pour tout n > 3. Dans ce cas, tous les diféomorphismes
conformes de dilatation N = %, C > 0 vérifient la condition né-
cessaire.

2. Deuzieme cas : 4n + 16p + 2np? — Inp +n? — 6p> — 8 = 0, on trouve

P = gty (9n + V=128n + T3n% — 8n® + 64 — 16)
ou
p= L (9n — v/=128n + 73n% — 8n® + 64 — 16)

avec n € {4,5,6,7} et a est quelconque.
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De méme, si on cherche des solutions particuliéres de la forme 5 = 70U

a # 0, on trouve le systeme algébrique suivant :

8a + 8n + 32p + 2n? — 12p? — 16 + 4an + 16ap
—18np + an?® — 6ap® + 4np* — Yanp + 2anp? = 0
et
dnp? —12p — 2np — 2n® +4p* +8 =0

Pour ce systéme, on obtient deuz cas :

. V20n On? 18314
1. Premier cas : a = —2 et p = & 20”13?_:8” 6 -y > 6. Dans ce

cas, tous les diféomorphismes conformes de dilatation A = %, C>0

vérifient la condition nécessaire.

2. Deuziéme cas : n =6, p=2 eta quelconque.



Chapitre 3

Quelques résultats sur les

applications p-biharmoniques.

Dans ce chapitre, on présente quelques résultats sur les applications p-
biharmoniques.
Dans une premiére partie, on s’intéresse a 1’étude de la p-biharmonicité des
applications conformes, en donnant quelques propriétés et en constuirant de
nouveaux exemples d’applications p-biharmoniques.
La formule de monotonie pour les applications p-harmoniques et p-biharmoniques

fait I'objet de la deuxiéme partie de ce chapitres.

3.1 Généralités sur les applications f-harmoniques

et f-biharmoniques

3.1.1 Applications f-harmoniques

Définition 3.1.1. Soit ¢ : (M™,g9) — (N™, h) une application de classe
C> et soit f € C™ (M) une fonction positive. On définit la fonctionnelle
f-énergie de Uapplication ¢ par :

Bye) = [ fldofu,

ot |d¢| est la norme de Hilbert-Schmidt de la différentielle d¢ et dv, la me-

sure de M associée a la métrique g.

64
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Les équations d’Euler-lagrange associées a cette fonctionnelle nous permettent

de definir la f-harmonicité. ¢ est dite f-harmonique si :

7i(¢) = TryV fr(¢) =0,

Tr(¢) est appelée le champ de f-tension de ¢ et un calcul simple nous donne

l’expression sutvante :

71 () = f{7(¢) + do (gradIn f)} .

Remarque 3.1.1. Les applications p-harmoniques qui sont les points cri-

tiques de la fonctionnelle p-énergie définie par :
1 p
Ey(¢) = — [ |do|duy,
DJm

sont un cas particulier de applications f-harmoniques en prenant f = % |dqb|p_2.

Par suite, Uapplication ¢ est dite p-harmonique si

_2 P2l p—2 radln 2 =
™ (6) =~ lde| { (6) + =5 —do (gradn (|d¢| ))} 0,

¢’est o dire .y
7(¢) + pTdQS (gradIn (|d¢>|2)) = 0.

7,(@) est appelé le champ de p-tension de ¢.

3.1.2 Applications f-biharmoniques

Définition 3.1.2. Soit ¢ : (M™,g9) — (N™, h) une application de classe
C®™. La f-bi-énergie de ¢ est définie par :

Pra(o) = 5 [ fir(@) P, (3)

Les équations d’Euler-lagrange associées a cette fonctionnelle nous donnent

la caractérisation de la f-biharmonicité. ¢ est dite f-biharmonique si :

Tr2 (0) = f12(8) — (Af) T () — 2V, 17 () = 0. (3.2)

Tro (@) est appelé le champ de f-bi-tension.
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Remarque 3.1.2. En remarquant que :
Af=f(Alnf)+ [lgradin [,
il suit que
712(6) = £ (12 (6) = (Al f +|gradin f1°) 7 (8) = 207 (6) )
d’ou ¢ est f-biharmonique si et seulement

T2 (¢) - (A ln.f + |g7“adlnf|2) T (¢) o 2eradlnf7_ (¢) =0

3.2 Applications p-biharmoniques

Définition 3.2.1. Les applications p-biharmoniques sont les points critiques

de La fonctionnelle p-bi-énergie :

E,al() = }9 /M 7 () Pdu, (3.3)

ou |d¢| est la norme de Hilbert-Schmidt de la différentielle d¢ et dv, la mesure

de M associée a la mélrique g.

La propriété suivante, nous donne ’expression du champ de p-bi-tension

Tp2 (¢), en remplagant f = ]23 |7 (gz5)|p*2 dans I'équation (3.2).

Tp2 (¢) = % T ()2 72 (9) — ]% 1T (@) A (7 (9)) 7 (¢)
e 2;;]9 —4) T (@) |grad (I (&))]" 7 (¢) (3.4)
2(p—2) -
= 17 (9)] ijd(wn?f (¢) .

On déduit que I'application ¢ : (M™, g) — (N", h) est p-biharmonique

si et seulement si :

T @O 72(6) = (0 =2 IT O Vi, i)™ (@)
S22 a1 @) 7 (0) (3.5
(p—2)

I () A (7 (9)]) 7 (¢) = 0.

2
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Remarques 3.2.1. 1. L’équation (3.3) est obtenue en remplacant
f= }—27 17 ()P dans Uéquation (3.1).

2. Par lexpression du champ de p-bitension de ¢, on déduil que si ¢ est

biharmonique et |7 (p) | est constant, alors ¢ est p-biharmonique.

3.3 La p-biharmonicité des applications conformes

Théoréme 3.3.1. Soit ¢ : (M",g) — (N™,h), (n>3), une application

conforme de dilatation \. Alors ¢ est p-biharmonique si et seulement si :

n—4p+2)

\gradIn A|* grad (Aln \) — ( \gradIn A" grad (lgradIn )\|2)

+ (p—2)*|gradIn A]* d1n (grad (|gradIn /\|2)) gradln A

+(p—2) |gradln \|* V gradln \

grad(|gradln )\\2)
-2
+ pT lgradIn A]> A (lgradIn )\]2) gradln \

L= 2)4(19 —4) lgrad (|lgradn AP)|* gradin A

+ (»* —2p—n+2)|gradln A% gradin A
+ (p—4) |gradln \|* (Aln\) gradin X
+2|gradIn A|* Ricci (gradIn \) = 0.

Preuve. Comme ¢ est conforme, on a :

7(p) = (2 —n)do (gradln \),
[T (@) = (2= n)* A |gradIn A",
= (2—n)" M |gradln A"
= (2—n)’grad (A |gradIn )\|2)
= (2 —n)’ Ngrad (lgradin )\|2)
+2(2—n)* A2 |gradln \|” gradIn \.

(2—n)* M |grad (|gradIn )\|2) |2 +4(2—n)* M|gradln \|°
+4(2-n)" M|gradln \* dIn X (grad (lgradIn )\\2)) .
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Regardons le terme V¢ (6 )‘2)7— (¢), on a :
¢ _ 2
vgmd(lf(¢>)\2)T(d)) =(2-n°A vgrad(|g1”adln/\| )d¢ (gradln )
+2 ( ) )\2 |g7aa’d In )\| vg’r‘adln)\d(b (g?”ad In )\)

Il est bien connu que pour tous X,Y € I' (T'M), on a (voir [3])

V%de (V) = X (InX\) do (V) + Y (In\) do (X)
—g(X,Y)do (gradln ) +dop (VxY).

I1 suit
¢ B ) ,
vgrad(\gradln)\|2>d¢ (gradIn\) = |gradIn A" d¢ (grad (|gradIn A7)
+do <ngd<|gmdln/\‘z)grad In A)
et
1
Viradinrd6 (gradin X) = |gradIn A do (gradn X)+2do (grad (|gradn %))

Ce qui nous donne

erad(|7(¢)|2)7' (¢) =2(2—=n)> N |gradln \* d¢ (grad (|gradIn )\|2))

(2= 1) X0 (Vg 9700 0 N
+2(2—=n)* A2 |gradIln \|* d¢ (gradin \) .

Pour le terme A ((2 — n)? A2 |gradIn )\|2), en utilisant les propriétés du la-

placien, on obtient

A((2- n)? A2 |gradin \| ) (2—n)*A (A |gradIn )\|2)
= (2—n)*|gradln A|” A (\?)
(2 —n)* \? (|g7“adln)\| )

2(2—n)’yg (grad® ,grad(|g7“adln)\| ) -

+ -

En utilisant le fait que

grad\? = 2\*gradln \
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et
A (N =203 (AlnA) +4X? [gradIn A%,

on déduit que

A (7 (9)]}) = 2(2 = n)* N |gradln A* (Aln ) + (2 — n)* \2A (|gradIn A?)
+4(2—=n)*X2dIn X (grad (|gradIn )\|2))
+4(2—=n)’> A2 |gradln \|*.

Enfin, 'expression de 75 (¢) est donnée par (voir [7])
72 (¢) = (n—2)de (H),

ou

n—=~6

H = gradAln )\ — grad (|gradn /\\2) —2(Aln\)gradin X

— (n —2) |gradIn A|* gradIn X + 2Ricci™ (gradin \)

En revenant a la deuxiéme équation, on conclut que ¢ est p-biharmonique si

et seulement si :

—4p+2
\gradIn A|* grad (Aln \) — w

+(p—2)*|gradn A* dIn X (grad (|gradIn A]*)) gradln A
+ (p — 2) |gradln )\|2 ngdogmdlnw)gmd In A

\gradIn A|* grad (Jgradin )\]2)

-2
+ pT |gradln )\]2 A (]gmdln )\]2) gradln \

+ (p B 2)4<p — 4) }grad (|g7"a,d1n )\|2) ‘297“&(1111/\

+ (»* —2p—n+2)[gradln A% gradin X
+ (p —4) |gradIn \|* (Aln ) gradIn A
+ 2|gradln \|* Ricci (gradln \) = 0.

Corollaire 3.3.1. En particulier, si la dilatation X de application conforme
¢: (R",g9) = (N™ h) (n>3) est radiale, c¢’est & dire :
(InA=a(r),r=|z|et « € C*(IR,IR)), on a (voir [32])

! n

0
grada = o' =, |gradal® = (o/)*, grad (|grada|2) = 2a'a" —,

or’ or
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—1 -1 -1 0
Aa=o"+ 2 o, gradAa = <a(3) RPN 5 o/) —,
r r r or

et
2(n—1
A (lgrada)?) = 20/a® + 2 (a")” + Lo/o/’.
r
Donc ¢ : (IR",g) — (N™ h) est p-biharmonique si et seulement si o est
solution de l’équation différentielle suivante :
(n—1)(p—1)

r
7

p-1) () a®+@p-2)(p-1) () (") + (o) o
+ (2p2 —-3p—n+ 2) (a')5 o + (p2 —2p—n+ 2) ()

D=4 =1) o

n—1

+ (@) =0

En posant 5 = o, la p-biharmonicité dans ce cas se traduit par [’équation
différentielle suivante :

- 188"+ (p—2) (p— 1) (3 + DD g
+(2p2—3p—n+2)ﬁ2ﬁl+(p2—2p—n+2)54

Remarque 3.3.1. On va chercher les solutions de la forme 8 = % otia # 0,
dans ce cas, Uapplication conforme ¢ : (IR",g) — (N™, h) est p-biharmonique
st et seulement si a est solution de l’équation algébrique suivante :

(p2—2p—n+2)a2—(2p2—np—2p+3n—2)a—p(n—p):0.

Deux cas se présentent :

1. Premier cas :

pPP—2p—n+2=0
et
—3n+2p+np—2p*+2#0

1l suit que

p=+vn—1+1
et

np—p?
—3n+2p+np—2p%+2

a =

Par exemple, si on prend n = 10, on obtient p =4 et a = —2.
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2. Deumieme cas : p*> —2p —n+2#0, c’est a dire p #+/n — 1+ 1. Les

solutions sont données par :

1
- 2% — 2 —np+3n—2+ /A )
a _2n_4p+2p2+4<p p—np+3n—2++/A(np)
et
1
S _op? 2% — 3n 42+ /A, )
a —2n—4p+2p2—|-4< p”+np+2p—3n+2+ (n,p)
ol

A(n,p) = n?p® + 12np* — 12p® — 10n%p + 8p + 9n® — 12n + 4.

Pour ce type de solutions, on va citer deux exemples. Le premier exemple

correspond au cas o a = —2.

Exemple 3.3.1. On considére linversion ¢ : R™\ {0} — R"\ {0} (n > 3)
definie par ¢ (x) = # ¢ est une application conforme de dilatation N = %2

En utilisant le fait que p > 2, on déduit que ¢ est p-biharmonique si et

seulement si :
3 —np? —8p* +n®—np+10p —4 =0,

ce qui nous donne comme solutions :

_n+2
=

P n>3

ou

p=vn—14+1 n>3.

Par exemple, on prend n = 10, on obtient p = 4.
Maintenant, regardons un exemple qui traite le cas ot a = —1.

Exemple 3.3.2. Soit ¢ : R"\ {0} — R x S™! donnée en coordonnées

polaires par

¢ (r0) = (Inr,0), r>0, HcS"'cCR"
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¢ est une application conforme de dilatation A = % En utilisant le fait que

p > 2, on conclut que ¢ est p-biharmonique si et seulement si
2p° —np? — 4p* +4p+n® —2n =0,
ce qui nous donne comme solutions :
n
=—, n>3
p 5 =

ou

p=vn—14+1 n>3.

3.3.1 Le cas d’un diffétomorphisme conforme

On va regarder maintenant le cas o ¢ : (M™,g) — (N",h) est un
diffeomorphisme conforme et on va étudier la p-biharmonicité de 'applica-
tion inverse. Notons que si ¢ : (M™, g) — (N", h) est un difféeomorphisme
conforme de dilatation A, alors I'application réciproque
v = ¢t (N* h) — (M"™ g) est une application conforme de dilatation

AMy) = m pour tout y € N.

Théoréme 3.3.2. Soit ¢ : (M™,g9) — (N",h) (n = 3) un difféomorphisme
conforme de dilatation \. Alors lapplication réciproque ¢p = ¢4 : (N™ h) —

(M™, g) est p-biharmonique si et seulement si

lgradIn A|* grad (Aln \) + (n=4p+2) lgradin \|* grad (lgradIn )\\2)
+ (b=2) (n2— ) lgradIn A|> d1n (grad (|gradIn )\\2)) gradln X
+ (= 2)4(]9 —4) ’gmd (|gmdln )\|2) ‘2 gradln \

+(p—2)|gradln \* V gradln A

grad(\gradln )\|2)

(»—2)
2
—2(p—1)(n —2p)|gradin \|° gradIn X

—2(p—1)|gradn A|* (Aln\) gradln A
+ 2|gradin \|* Ricci™ (gradln \) = 0.

+ lgradIn \|> A (|grad1n)\|2) gradln A
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Preuve. Comme l'application ¢ = ¢~ : (N" h) — (M", g) est conforme
de dilatation \(y) = m pour tout y € N, alors elle est p-biharmonique si

et seulement si :

4p+2

‘gmdlnxrgmdAlnX— (n ‘gmdln)\‘ grad (‘gradln)\‘ )

Py >) gmdlnx
12 ~
>) gradln A

gradIn Py

~12 ~
4 (p—2) ‘gmdln)\’ dIn A (gmd (

+(p%2))gmd1n’i‘2 (A(

2
+(p—2) )gradln)\‘ \%

(r—=2)(p—4)
4

grad<|gradlnX|2>

~2\ |? ~
+ grad (’gmdln)\‘) gradln A

X (p2 —2p—n+ 2) ‘gradlnxrgradlnx
+(p—4) )gmdlnxr (A lnX) gradln
+ 2 ‘grad lnﬁ)\v‘4 Ricci (grad In X) = 0.
Un calcul rigoureux nous donne les formules suivantes :

~ 1
gradln \ = —ﬁdgb (gradln ),

2 1 )
‘gradln)\‘ = |gradln A|”,

I
Aln\ = 2 (AlnX+ (n—2) |gradln)\|2),

grad (
grad (

grad (A lnj\> = —id(b (grad (Aln\)) — (H;Z)dqﬁ (grad (|gradIn /\|2))
2(n—2
+ % \gradIn A|> do (gradln \)

2 1 D)
gradln )\‘ ) = quﬁ (grad (JgradIn A\Q))—F \gradIn A|> d¢ (gradIn \)

2
gmdlnXD :—ygmdlnAy + \gmd(|gmd1m|)|

— F |gradln )\]2 dln \ (gmd (|gmdln )\|2)) ,

+ F (Aln\)d¢ (gradlnX)
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- 12
dln A (g?“ad (’gradln )\‘ )) + lgradin Al ——dln)\ (grad (|gradIn )\]2)) ,

o

6)

1
2\

(A (lgradIn )\]2)) + (n/\—4 dIn X (grad (|gradIn )\|2))

gradln)\) ) =

2(4 -
24-n) lgradn A"

—F|gmdln>\|2(Aln)\)+ Y

2
36 \gradIn A|* do (gradln \)

1
— 5599 (Vprat((graainrygrad n A

Fdln A (grad (|gradIn )\|2)) do (gradln \)

vgrad(‘gradlnﬂz)grad InA =

et
(n—2)
24
1 _
— quﬁ (Ricci™ (gradIn N)) .

Ricci (grad In X) = d¢ (grad (|gradIn )\|2)) + % (Aln ) do (gradln )

D’otl la p-biharmonicité de Papplication réciproque v = ¢! : (N™" h) —

(M™, g) est caractérisée par 1'équation suivante :

—14 2
lgradIn A|* grad (Aln \) + (n—dp+2)

—2 —4 2

+ (p—2) (n2 p+2) lgradIn A]> d1n \ (grad (|gradIn /\|2)) gradln A
-2 —4

+ (p )4(p ) ’grad (|g7"a,d In )\|2) ‘2 grad In A

+(p—2) |gradln \* V

\gradIn A" grad (lgradin )\|2)

?) gradln A

grad( gradln |

+ (p; 2) lgradin \* A (|gradln A]*) gradln A

—2(p—1)(n—2p)|gradin A|® gradin X
—2(p—1)|gradn A|* (Aln \) gradln \
+ 2|gradin \|* Ricci™ (gradln \) = 0.

O

Remarque 3.3.2. En particulier, une condition nécessaire pour que ¢ et sa
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réciproque soient p-bitharmoniques est donnée par :

lgradIn A]? ((n —4p+2) grad (|gradIn )\\2) —3(p—2)(Aln ) gradln \)

(p—2)(n—6p+6)
2
+ (3n —2p — 2np + 3p? — 2) |gradln)\|4gradln)\ =0

+ dIn X (grad (JgradIn )\|2)) gradln A

De plus, sila dilatation X\ du difféomorphisme ¢ : (IR", g) — (N™,h) (n > 3)
est radiale, c’est a dire : (In\ =« (r),r = |z| eta € C*° (IR, IR)), alors cette

condition nécessaire est traduite par I’équation différentielle suivante :

(7p+np—6p2_2)ﬁ/_3(p—27)n(n—1)

—|—(3n—2p—2np—|—3p2—2)52:0,

B

ol

e

ot B = . En cherchant des solutions particuliéres de la forme [ =

a # 0, on trouve l’équation algébrique suivante :
(3n—2p—2np+3p2—2)a+6n—4p—4np+6p2—4:0.

Pour la résolution de cette équation, plusieurs cas se présentent :

— Premier cas : Si 3n — 2p — 2np + 3p> — 2 # 0, on trouve a = —2
pour tout n > 3. Dans ce cas, tous les diféomorphismes conformes de
dilatation A\ = T%, C > 0 vérifient la condition nécessaire.

— Deuziéme cas : 3n — 2p — 2np + 3p*> — 2 = 0, on trouve
p= %n—l—%\/va%, n > 6 et a est quelconque. Par exemple,

st on prend n =9, on trouve p = 5.

De méme, si on cherche des solutions particulieres de la forme = 5 ot

a # 0, on trouve le systeme algébrique suivant :

2a — 6n + 4p — 6p? + 4 — 3an + 2ap + 4np — 3ap® + 2anp = 0
et
—10p — 6n+2np +6p*> +8 =0

Pour ce systéme, on obtient deuz cas :
— Premier cas : a = —2 el p = %( n2+26n—23—n+5), n > 6.
Dans ce cas, tous les diféeomorphismes conformes de dilatation
A= %, C > 0 vérifient la condition nécessaire.

— Deuzxiéme cas : n =06, p=2 et a quelconque.
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3.3.2 Le tenseur p-bi-énérgie impulsion

Pour les applications p-biharmoniques, on définit le tenseur p-bi-énérgie

impulsion.

Définition 3.3.1. [36] Soit ¢ : (M™,g9) — (N™, h) une application de
classe C*°. Le tenseur p-bi-énérgie impulsion de ¢ est donnée par l’équation

suivante :

S0 (6) = = I (O 52(0) + L= (O™ 1 (7 (6) . do grad (1 (0)))) g

_ w [T ()P d (|7 (¢)*) © (do - 7 (¢))

(@ (17 () © (@07 (8)) (X, V) = 3d (I (§)F) (X) A (7 (6) 6 (V)
45 (T O)F) (V) h (7 (6) 6 (X))
= SX (T @F) b (8),do (Y)
Y (TP A (6) . do (X))
et

52(6) = (= 17 (@) + divh (r(6).d9) ) g~ 2oy (V7(6), o).
Le lien entre 7,2(¢) et la divergence de S,o (¢) est donné par :

divSy(6) = —h (12(6), d) — %Q ()P 2d (I (6)2).

Comme premier résultat, on va calculer le tenseur p-bi-énérgie impulsion

d’une application conforme.

Théoréme 3.3.3. Soit ¢ : (M",g) — (N™,h), (n>3), une application

conforme de dilatation \. Alors, le tenseur p-bi-énérgie impulsion de ¢ est
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donné par la formule suivante :

S,a (¢) = w%fl)wlkp (Aln\) |gradln AP~ g
+ (2-n)"" ;n +2p = 6) N |gradin A g
) (; -, gradin AP~ (dIn A (grad (|gradn A1) g
_ =2 ﬁ — ”)IHAP lgradln AP~ (d (|gradIn A|*) @ d1n \)
(=2 <; — n)p_l)\p |gradIn AP~ (dnx®d (|gradln>\|2))
_ =2 ;2 =) o gradln AP (dn A @ d1n \)
4(2 —n)P!

- Tv lgradIn AP~ (VdIn \).
Preuve. Pour tous X, Y € I'(TM), on a :

8,2 (6) (X, ) = ]% 7 ()72 55 (6) (X, Y)

I @F 7 (r (0).d0 (grad (17 (9)))) 9 (X, V)

2(p—2)
p

T (A (d(I7 (9)]°) © (do - 7 (9))) (X,Y)

ol

On va simplifier tous les termes qui apparaissent dans 'expréssion de S, (¢).
Comme ¢ est conforme, alors S5(¢) est donnée par :

Sy (0) (X, Y)=(2—-n) N (Aln))g(X,Y) — @)\2 lgradln \|” g (X,Y)

—2(2—-n)A*(Vdln A (X,Y)).
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En utilisant le fait que : |7 (¢)|* = (2 — n)*> A\?|gradIn A]*, on obtient :

(7 (6). o (grad (1 (9))

=N ((2—n)dp (gradln)),d¢ (grad ((2 —n)* \*|gradIn \|*)))
=2-n)h (d¢ (gradlnN) , d¢ (grad (N\* |gradIn Al )))

= (2—n)* )\ h (d¢ (gradlnX),d¢ (grad (|gradln Al )))

(2 —n)° |gmd In A h (d¢ (gradln X), do (grad (A?)))
=(2-n)’\ g (gradln X, grad (|gradln | ))

2(2 —n)* N|gradn A]> g (gradIn X, gradIn \)

= (2—n)’XdIn A (grad (Jgradln | ))

2(2 —n)* X |gradin \|*.

+

_|_

+

Pour terminer la preuve de ce théoréme, on va regarder le terme

(d(I7 (@)F") © (de -7 (9))) (X,Y). On a:
(A (17 () © (do 7 (8)) (X, V) =5 X (Ir (9)F) h (7 (6) 6 (V)
F3Y (T @F) A (6) do (X)),
Commencons par le calcul du terme X (|7 (¢)[*) 2 (7 (¢) ,d¢ (Y)), on obtient :

X (11 (@) h(r(9),do (V) = (2 —n)* X (\|gradIn A*) b (d¢ (gradIn \), dp (Y'))

—n)3 NX (|gradln A]*) b (d¢ (gradIn \) , d (Y))
—n)? |gradln)\| X (A% h(d¢ (gradlnN),dp (Y))

2—n) (|gradln)\|) (In \)

(2 —n)> X|gradin \* X (In\) Y (In \)

2 —n)> Md (Jgradln A]”) (X) dIn A (V)

(2 —n)* Mgradin AP dIn X (X) dIn X (Y)

2 —n)’ A (d (|gradln A]*) ® dIn)) (X,Y)

(2 —n)’ X |gradin A (dIn A @ dIn \) (X,Y).

De méme, on déduit que :

Y (I7(@)[°) h(7(9),do (X)) = (2= n)* A (dln A @ d (JgradIn A[")) (X, Y)
+2(2—-n)’ M|gradin \* (dln A ® dIn \) (X,Y).
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Ce qui nous donne :

(d (7 (9)") ® (do-7(¢))) (X,Y) =
N (2 —Qn)3

2 _2">3A4 (d (lgradn AI*) @ dIn\) (X,Y)

A (dlnd ®@d (|gradln A)?)) (X,Y)
+2(2—-n)’Mgradin \? (dln A @ dIn ) (X,Y).
En revenant a l'expression de S, 2 (¢), on conclut que :

Sp2 (¢) (X,Y)

2 —n)!
= %)\p |gradIn A]P~? (2(AlnA)+ (n+2p—6)|gradIn AP) g (X,Y)

L =2- n)’”!

X |gradIn AP~ (d1n X (grad (|gradIn N*))) g (X,Y)

p
—2)(2—n)"
_ (p—2)(2—n) N |gradIn )\|p_4 (d (|g7“adln )\|2) ® dIn /\) (X,Y)
p
— ) (2 —n)P!
B (p ) ( TL) AP |gradln)\|p_4 (dln)\ R d (|g’]”adln )\|2)> (X7 Y)
D
A(p—2)(2—n)P!
4 )](9 Wt gradn AP (dIn A @ dIn A) (X, V)
4(2—n)P!

- T/\p lgradin AP~ (VdIn X\ (X,Y))

d’olt on obtient finalement :
2(2—n)"!

Sp2(9) = TAP (Aln\) |gradln )\|p_2 g
+ (2 - n)p_l ;n +2p —6) N |gradin AP g
+ (p—2) (; - N |gradIn AP~ (dn X (grad (lgradln \*))) g
_=2 ﬁ — ”)pilv lgradln AP~ (d (|gradIn A|*) @ d1n \)
_ =2 <; ="\ lgradin AP (A @ d (jgradn\P))
_4p=2) ;2 =) e gradin AP (dIn A ® dln )
4(2 —n)P!

— T)\p lgradIn AP~ (VdIn \).
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En passant a la trace dans l’expression du tenseur p-bi-énergie d’une appli-

cation conforme et en utilisant le fait que :

Try (d (|gradln A]*) @ dIn ) = Tr, (dIn A ® d (|gradln A*))
=dln\ (gmd (]gradln )\]2)) ,

Try(dIn A ® dln\) = |gradIn A]”

et
Tr,(Vdln ) = Aln A,

on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.2. Soit ¢ : (M",g) — (N™,h), (n > 3), une application
conforme de dilatation \. Alors la trace du tenseur p-bi-énérgie impulsion de

¢ est donné par la I’équation suivante :

2(2 —n)
TryS,s (¢) = —%)\p (Aln\) [gradln AP~

2 —n)? 2p—4
_ =2 )X”|gradln/\|p
p

_®=2)(2-n)
p

p
X |gradIn AP~ (d1n A (grad (|gradln A)%))) .

La trace de S, (¢) est nulle si et seulement si :

n+2p—

4
(Aln\) [gradln A]” + lgradIn \|*

+ 1%2d1n/\ (grad (|gradIn )\|2)) = 0.

Corollaire 3.3.3. En particulier, si la dilatation X de application conforme
¢:(IR",g) = (N" h) (n > 3) est radiale, c’est a dire :
(InA=a(r),r=|z|et « € C*(IR,IR)) et en utilisant les formules suivantes :

a 2 2 2 a
grade = O‘IE: lgrada|” = (o/)",  grad (|gradael|”) = 2a’a”§,

et I
Aa =ao" + n;o/,
r

on déduit que la trace de S,o () est nulle si et seulement si

n—1 ,3 n+2p—4
r (o) + 2

(p—1) (/) " + ()" =0.
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En posant B = o, alors TrySy, 2 (¢) = 0 se traduit par I’équation différentielle
sutvante : ) 49 4
n— n+2p—
(p=1)f+——B+—

Remarque 3.3.3. On va chercher les solutions de la forme 8 = % otia # 0,

B%=0.

dans ce cas, la trace de S, (@) est nulle si et seulement si :
__b—n
n+2p—4

3.4 Formule de monotonie pour les applications

p-harmoniques

Définition 3.4.1. Soit (M™, g) une variété riemannienne de dimension m.
Un champ de vecteurs X sur M est dit conforme si Lxg = ag pour une
certaine fonction a : M — IR, ot Lx désigne la dérivation de Lie dans la
direction X définie par :
(Lxg) (Y, Z2) =X (g(Y.2)) —g([X,Y],Z) —g([X, Z],Y)
=g(VyX,Z2)+g(Y,VzX).

De maniére équivalente, X est conforme si et seulement si

div X
Symg(V-X,-)=< - )g,

(symg (V.X,) (V. 2) = 5 {9 (T X, Z) + g (V2 X,V)}

2divX

Dans ce cas, on a la relation a = =7

Définition 3.4.2. Soient (M™, g) une variété riemannienne de dimension
m et T un champ de tenseurs de type (0,2) symétrique. Pour un champ de

vecteurs X sur M, on définit la 1-forme, notée T | X, de la maniére suivante :
(T]X) (V) =T (X,Y),

pour tout Y € I' (T'M).
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Dans le cas ot le champ de vecteurs X est conforme, on a le résultat

suivant :

Proposition 3.4.1. [4] Soient (M™, g) une variété riemannienne de dimen-

sion m, T un champ de tenseurs de type (0,2) symétrique et X un champ de

vecteurs conforme. Alors on a :

div X
m

cﬁvCTLX)::QﬁvT)LX)+»( )ZV@T.

En intégrant cette derniére formule sur un domaine compact et en utili-
sant le théoréme de la divergence, on obtient la formule de monotonie donnée

par la proposition suivante :

Proposition 3.4.2. [4] Soient (M™,g) une variété riemannienne orientée
de dimension m, X un champ de vecteurs conforme et U C M un domaine
compact de bord OU. Alors pour tout champ de tenseurs de type (0,2) symé-
trigue T sur M, on a :

= 1w x divX r x,
/mxmw_gqumd+l( yTﬂm

m
oUu

ot dx est [’élément de volume sur M, do celui sur OU et n est la normale

pointant vers ['extérieur a OU.

Pour une application ¢ : (M™, g) — (N™, h), on rappelle que le tenseur
p-énergie impulsion est défini par :

5,(0) = 140l g ~ |dof ™ 5'h
Ce tenseur vérifie la relation suivante :
divSy () = =h (7 (¢) , d9)
ol 7, (¢) est le champ de p-tension de l'application ¢ donné par :
7 (6) = [del"™ (7 (6) + (p — 2) do (grad1n |dg])) .

Nous allons appliquer la formule de monotonie obtenue dans la proposition
3.4.2 dans le cas o T' = S, (¢), on obtient :

/Sp(qb) (X,n)dJ:/(divsp(¢))(X)dI+/(

ou

div X

m

> (TryS, (¢)) d.
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Dans le cas ou I'application ¢ : B — (N, h) est p-harmonique ot B} est

la boule euclidienne de dimension m et de rayon R et en utilisant le fait que :

0

X=r—, r=lz|, 2€R™ n= divX =m,

Ea

S, (¢) (X,n) =18, (¢) (%’%)

Lo, 9 9
(gl oo (57) 0 (57)))
— 1 p p—2 o\[
—r<];\d¢\ 1ol o (57 ) )

Tr,S, (6) = }) Ao g (esrei) — [do2 1 (dé (e:) . do (e2))

m

= — |d¢|” — |do/”
p

et

m—-p
= —|d¢|",
b
On obtient le résultat suivant :

Théoréme 3.4.1. ¢ : B — (N, h) une application p-harmonique, alors

m—-p P _ l P _ p—2 2 ’
TB/m|d¢| dr = /r<p|dqz5| 1| dgb(ar) )da, r <R

oBm
Cette derniere équation est appelée la formule de monotonie pour les appli-

cations p-harmoniques. St p = 2, on obtient la formule de monotonie connue

pour les applications harmoniques et qui est donnée par :

_ o\ |2
—m2 2/ || dx = 7“/ <% |dg|* — ‘d¢ (E) ) do, <R
By

oBm

Une conséquence immédiate de cette formule est la suivante :

Corollaire 3.4.1. ¢ : B — (N, h) une application p-harmonique. Si m >
p et ¢ est constante sur OB pour certain r < R, alors ¢ est constante

partout.
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3.5 La formule de monotonie pour les applica-

tions p-biharmoniques

Dans cette section, nous allons établir la formule de monotonie pour les
applications p-biharmoniques, cette nouvelle formule généralise celle connue
pour les applications biharmoniques. Pour une application
¢ (M™, g) — (N™, h), rappelons que le tenseur p-bi-énergie impulsion est
défini par

L2l @) b (7 (6), do (grad (17 (9))) o

802 (6) = ]% 17 ()72 55 (6) +
- @ @ d (7 (B)2) @ do- T (6).

Ce tenseur vérifie les propriétés suivantes :

divS,5(8) = —h (7p2(0). do) — %2 F(@F2d (I (@))

et

T (@) + ]% 7 ()2 div (h (7 (6) , )

y M@=t (- (9)  do (grad (|7 (B))))

Notons que si 'application ¢ est p-biharmonique, alors :

: p—2 _
divSy2(¢) = o (@) d (|7 (0)])
En appliquant la formule de monotonie obtenue dans la proposition 3.4.2
dans le cas ot T'= S, (¢), on obtient :
div X
m

/ Sp2 (¢) (X,n)do = / (divSp2 (¢)) (X) dx + / (

ou U U

) (TrySp2 (9)) du.

Si on suppose que 'application ¢ : B — (N, h) est p-biharmonique et en

utilisant le fait que :

X=r—, r=lz|, 2€R™, n=—, divX =m,
or
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On déduit que
/S ( ) o= [ () /TS
B B
ous allons regarder terme par terme cette der équatio

S22 ) (i ) 0o -7 (9) (;aﬁ) '

Il est bien connu que (voir [7])

S 0 0y__1 *+div (h dg))—2h ( V do (2
1) (5 5r ) = =g @F raiv (@), do)-21 (V. 0) .o (57) )
t un calcul simple donne

7 (¢) P~ div (h (7 (¢) ,d¢)) = div (|7 (#)[P> h (7 (¢) , do))
+h(r(¢),do (grad (|7 (9)7)))

N
S
N\
Q.')|QJ
QD|Q-)
N———
I
|

| —
S

|
E<T TN
S
Q3|QD
VR
=3 >
VR
ﬂ
s
S~—
QL
-
N\
Q3|Q>
N——
N——
N———

+§dz’ (I (&) h (7 (6), do

~—
~—
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)«
D)

d’ou

aérs @ (5757) 7 = /' o g (v (.00 (5
——/\T !”dw—/! l“( Vad (

oBT oBT
Comme 'application ¢ est p-biharmonique, en utilisant la fait que :

2

0 py P 2
5 UT@F) =35I~ 5 (I7 (o)),

on déduit que :

@ity (@) (57 ) = -2 52 (@),

ce qui nous donne :

0 -2 0
/r (divSp2 (4)) (5) dr = _p? T (|7 (o)") de.
i B

Pour compléter cette section, nous allons simplifier le terme 7'r,S, 2 (¢). En

utilisant ’expression de S, (¢), on a :

PO T8 (0) + =2

_2(p—2)

7 ()" h (7 (¢).do (grad (7 ()]*)))
7 ()P Tryd (|7 (9)P) © (dop - 7 () -

Or on sait que (voir [7])

4 —

T (@) + (m = 2)div (h (7 (¢) ,d¢))

TrySy (¢) =

et on remarque que,

Tryd (|7 (0)]°) © (do - 7(9)) = h (7 (¢) . do (grad (I7 (¢)])))
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ce qui nous donne :

TrySp2 (@) = 2T pr (g + 2= 2)

7 (¢)["7% (div (h (7 (), d9)))
T (@) h (7 (), d¢ (grad (|7 (6)[*)))
- @ I ()P h (7 (6) .o (grad (I7 ())))

_4—m7_ P Miv T ()P 2 h(r
= T @F + =——div (I ()" "1 (7(9) . d0)).

ce qui nous rameéne a la formule suivante :

/(TrgSpg (9)d _1- m/\T o)[F dx

n- 2022 [ iror2n ()0 (5 ) ) o

R
OB

On conclut finalement que :

4 — m/‘T
P ao= 2D [ 2))
- 8Zm| o 8£m| P (re).do (5 ) ) d

2 o2 6o a(@)e
/| (o) h ( (¢),v£d¢<%))da.

Cette derniére équation est appelée la formule de monotonie pour les applica-

8

- (T (@) de

tions p-biharmoniques. Notons que si on remplace p = 2 dans cette formule,

on obtient la formule de monotonie connue pour les applications biharmo-
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niques (voir [31]) et qui est donnée par :

dBy oBy
0 0
[ (loe(z)e
aBy

+2r / h (T (6),V odo (%)) do.

dBy
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