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Avant-Propos

Ce polycopié de cours s’adresse aux étudiants Master 1 spécialité analyse sto-
chastique, statistique des processus et ses applications (ASSPA) mais peut
être utile à tous ceux qui seraient désireux d’acquérir ou de revoir les princi-
pales méthodes de la statistique paramétrique.

Pour compléter notre polycopié, je me suis appuyé sur plusieurs références
différentes. J’ai également présenté les chapitres de manière détaillée et claire,
en donnant les preuves, exemples et illustrations nécessaires pour permettre
aux étudiants de comprendre facilement le contenu.

Ce cours est subdivisé en deux parties : la première partie est destinée à
introduire les bases probabilistes nécessaires à une compréhension minimale
des démarches de statistiques paramétrique.

La deuxième partie quant à elle est consacrée aux principaux concepts et
approches de l’inférence statistique et comporte trois chapitres. Le premier
chapitre introduit la théorie d’échantillonnage, le deuxième traite de l’esti-
mation, le troisième introduit les tests d’hypothèse.

Enfin, toutes vos remarques, vos commentaires, vos critiques, seront ac-
cueillis avec plaisir. Vous pouvez me les communiquer à l’adresse électronique
suivante : nadia.aitouali@univ-saida.dz
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Première partie
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Chapitre 1

Généralités

Dans ce chapitre, commençons par quelques rappels et notions de proba-
bilité qui sont trés importantes pour l’étude de la convergence de variables
aléatoires . Il s’agit de généralités que nous énonçons sans démonstration .

1.1 Probabilité

1.1.1 Espace d’évènement

Définition 1.1.1.1. L’ensemble de tous les résultats possible d’une épreuve
est dite espace des évènements on le note généralement par Ω .

1.1.2 Tribu

Définition 1.1.2.1. On appelle Tribu (σ-algèbre ) sur un espace d’évènement
Ω tout famille qu’on notra T vérifiant :

1. Ω ∈ T .

2. ∀A ∈ T on a Ac ∈ T ( T est stable par complémentaire) .

3. ∀(Ai)i∈I ∈ T on a
∞⋃
i=0

Ai ∈ T (T est stable par réunion dénombrable)
.

Remarque 1.1.2.1. Le couple (Ω, T ) s’appelle espace probabilisable.

1.1.3 Espace Probabilisé

Définition 1.1.3.1. Soit (Ω, T ) un espace probabilisable, on appelle probabi-
lité sur (Ω, T ) toute application P de (Ω, T ) dans l’intervalle [0, 1] telle que :

1. P(Ω) = 1 .

8



1.2 Variables aléatoires 9

2. ∀(Ai)i∈N ∈ T Ai
⋂
Aj = φ(évènement incompatible) .

3. On a P(
n⋃
i=1

Ai) =
n∑
i=1

P(Ai) .

Définition 1.1.3.2. On appelle espace de probabilité le triplet (Ω, T,P) où
P disigne une probabilité définie sur une tribu T de parties de Ω .

1.2 Variables aléatoires

Définition 1.2.0.1. On appelle variable aléatoire sur l’espace (Ω, T,P) de
(Ω, T,P) dans (R,B(R))

X : (Ω;T ;P) → (R,B(R))

w 7→ X(w)

A chaque évènement élémentaire w de Ω correspond un nombre réel X associe
à la variable aléatoire X . La valeur X correspond à la réalisation de la
variable X pour l’évènement élémentaire w .

1.3 Variable aléatoire discrète

Définition 1.3.0.1. On dit qu’une variable aléatoire X définie sur l’espace
(Ω, T,P) est discrète lorsque X(Ω) est finie où dénombrable .

1.3.1 Fonction de répartition

Définition 1.3.1.1. On appelle fonction de répartition d’une variable aléa-
toire x la fonction FX telle que :

FX : R → R
x 7→ FX(x) = P(X ≤ x)

1.3.2 Caractéristiques numériques

• Espérance mathématique :

Définition 1.3.2.1. Soit X une variable aléatoire réelle ; l’espérance mathé-
matique de X définie par :
Si X est une v.a.r discrète finie où dénombrable : E(X) =

∑
x∈R

xP(X = x)
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• Variance :

Définition 1.3.2.2. Soit X une variable aléatoire réelle ayant une espérance
E(X) . On appelle variance de X le réelle .

V ar(X) = E[X − E(X)]2

où bien :
V ar(X) = σ2(X)

Remarque 1.3.2.1. Si X une variable aléatoire ayant une variance V ar(X),
on appelle écart type de X le réel :

σ(X) =
√
V ar(X).

1.3.3 Lois discrète classiques

• Loi de Bernoulli :

Définition 1.3.3.1. La variable aléatoire X suit la loi Brnoulli de probabilité
P si X vaut 1 où 0 avec les probabilités respectives p et 1-p, on a alors :
la fonction de masse P(X) de X est donnée par :

P(X = k) =

{
P k(1− P )1−k si k ∈ [0, 1]

0 si non.

on notera X  B(p)

Donc : E(X) = p , V(X) = p.q et σ(X) =
√
p.q

• Loi Binomiale :

Définition 1.3.3.2. Si X est une variable aléatoire suit la loi Binomiale de
paramètre n ∈ N∗ et p ∈ [0, 1] on a alors : la fonction de masse de X est
donnée par :

P(X = k) = Ck
nP

k.(1− P )n−kk ≤ n

On netera X  B(n, p). Donc :
E(X) = n.p et
V ar(X) = n.p.q

• Loi de Poison :

Définition 1.3.3.3. Une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de
paramètre λ, lorsque son support D est donné par D = N et sa fonction de
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masse par :

PX(x) =

{
e−λ.λx

x!
si x ∈ N

0 si non

On notera X  P(λ) Donc :
E(X) = λ et V ar(X) = λ

1.4 Variable aléatoire absolument continue

Définition 1.4.0.1. Une variable aléatoire X est absolument continue s’il
existe f(x) telle que sa fonction de répartition F (x) est égale à

P(X ≤ x) = F (x) =

∫ x

−∞
f(x)dx

.

1.4.1 Fonction de densité

Définition 1.4.1.1. On appelle densité de probabilité toute application conti-
nue par morceaux

f : R → R
x 7→ f(x)

telle que :

1. ∀x ∈ R f(x) ≥ 0

2.
∫ +∞
−∞ f(x)dx = 1

1.4.2 Fonction de répartition

Définition 1.4.2.1. Soit X une variable aléatoire absolument continue, on
définit la fonction de répartition de X :

FX : R → R
x 7→ FX(x) = P(X ≤ x)

Alors la relation entre la fonction de répartition F (x) et la fonction densité
de probabilité f(x) est la suivante :

∀x ∈ R FX(x) = P(X ≤ x) =

∫ x

−∞
f(x)dx

ie :
fX(x) = F ′X(x)
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1.4.3 Caractéristiques numériques

• Espérance mathématique :

Définition 1.4.3.1. Si X est une variable aléatoire absolument continue de
densité f . On appelle espérance de X, le réel E(X) définie par :

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx.

• Variance :

Définition 1.4.3.2. Si X est une variable aléatoire continue donne par sa
densité de probabilité alors variance de X est le nombre réel positif telle que :

V ar(X) =

∫
R
(X − E(X))2f(x)dx

=

∫
R
x2f(x)dx− [E(X)]2

1.4.4 Lois continues classiques

• loi uniforme :

Définition 1.4.4.1. La variable aléatoire X suit une loi uniforme sur le
segment [a, b] avec a < b . Si sa densité de probabilité est donnée par :

f(x) =

{
1
b−a si x ∈ [a, b]

o si non

donc :
E(X) = b+a

2
et Var(X)= (b−a)2

12

• Loi normale (loi de Laplace Gauss) :

Définition 1.4.4.2. Une variable aléatoire absolument continue X suit une
loi normale de paramètre (µ, σ) si sa densité de probabilité est donnée par :

f : R → R
x 7→ f(x) = 1

σ
√

2π
e−

1
2

(x−µ
σ

)2

donc :
E(X) = µ et V ar(X) = σ2
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1.4.5 Fonction caractéristique

Définition 1.4.5.1. On appelle fonction caractéristique de X la fonction ϕX
de la variable réelle t définie par :

ϕX(t) = E(eitX)

Expression dans le cas discrèt est :

ϕX(t) =
∑
x∈E

eitXP(X = x).

Expression dans le cas absolument continu est :

ϕX(t) =

∫
R
eitXfX(x)dx.

Tableau des fonctions caractéristique des lois usuelles :

Loi Fonction caractéristique
Bernoulli peit + (1− p)
Binomiale B(n,p) (peit + (1− p))n

Poisson p(λ) eλ(eit−1)

Loi normale N (µ, σ) eitµ−
t2σ2

2

Loi normale N (0,1) e
−t2
2



Chapitre 2

Modes de convergence

Ce chapitre est pour donner la notion de convergence de variables aléa-
toires . SoitX1, X2, ..., Xn une suite de variables aléatoires . Que peut signifier
l’expression "la suite Xn converge quand n→ +∞”?, il n’existe pas une seule
réponse à cette question . Nous allons définir quelques réponses possibles .
En suite nous énonçons les théorèmes limites qui sont la base de la théorie
des probabilités et statistiques.

2.1 Les modes de convergence aléatoires

Une suite (Xn)n∈N∗ de variables aléatoires réelles est une suite de fonctions
mesurables de Ω dans R. Il existe diverses façons de définir la convergence de
(Xn). On considère dans la suite, une suite (Xn) de variables aléatoires réelles
et une variable aléatoire X définie sur le même espace probabilisé (Ω, T,P).

Définition 2.1.0.1. On dit que {Xn} converge en probabilité (ou converge
faiblement) vers la v.a. X si, quel que soit

lim
n→+∞

P(|Xn −X| < ε) = 1 ou ( lim
n→+∞

P(|Xn −X| ≥ ε) = 0

On note Xn
P→ X

Exemple 2.1.0.1. Soit (Xn) une suite de v.a. On suppose que Xn(Ω) =

{−1, 0, 1} avec

P(Xn = 0) = 1− 1

n
et P(Xn = 1) = P(Xn = −1) =

1

2n

Cette suite converge en probabilité vers 0, en effet :

∀ε > 0,P(|Xn − 0| > ε) = P(|Xn| > ε) = P(|Xn| = 1) =
1

2n
−→
n→+∞

0

14
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2.1.1 Inégalité de Markov

Soit X une variable aléatoire réelle g une fonction croissante et positive
sur l’ensemble des réels, vérifiant . Alors

∀a > 0,P(|X| ≥ a) ≤ E(g(X))

g(a)

Démonstration 2.1.1.1.

E(g(X)) =

∫
Ω

g(x)f(x)dx =

∫
|X|<a

g(x)f(x)dx+

∫
|X|≥a

g(x)f(x)dx

≥
∫
|X|≥a

g(x)f(x)dx car g est positive

≥ g(x)

∫
|X|≥a

f(x)dx car g est croissante

≥ g(a)P(|X| ≥ a)

Donc

g(a)P(|X| ≥ a) ≤ E(g(X))⇔ P(|X| ≥ a) ≤ E(g(X))
g(a)

, puisque g(a) > 0

2.1.2 l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire telle que E(X2) . Alors pour tout réel ε > 0,

P(|X − E(X)| ≥ ε) ≤ σ2

ε2

Démonstration 2.1.2.1. On a Y = |X − E(X)| , a = ε, et g(a) = ε2 dans
l’inégalité de Markov.

Théorème 2.1.2.1. Soit (Xn) une suite de variables aléatoires sur le même
espace de probabilisé (Ω, T,P) admettant des espérances et des variances vé-
rifiant

lim
n→+∞

E(Xn) = l lim
n→+∞

V (Xn) = 0

alors les (Xn) convergent en probabilité vers l.

Démonstration 2.1.2.2. Soit ε > 0. Posons E(Xn) = l + un un avec
lim
n→∞

un = 0. Alors il existe N ∈ N tel que :

n ≥ N ⇒ |un| < ε/2

et donc à partir du rang N,

|Xn − E(Xn)| < ε/2⇒ |Xn − l| < ε (2.1)
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car |Xn − l| = |Xn − E(Xn) + E(Xn)− l| ≤ |Xn − E(Xn)|+ |E(Xn)− l|
L’implication (2.1) peut être encore écrite sous la forme

|Xn − l| ≥ ε⇒ |Xn − E(Xn)| ≥ ε/2

Par conséquent, en utilisant l’inégalité de Bienaymé-Chebyshev ,

P(|Xn − l| ≥ ε) ≤ P(|Xn − E(Xn)| ≥ ε/2) ≤ V (Xn)

(ε/2)2

qui tend vers 0 quand n tend vers l’infini.

Conséquence : Pour que (Xn) converge en probabilité vers X , il suffit
que E(Xn −X)→ 0 et V (Xn −X)→ 0 lorsque n→∞

2.1.3 Loi faible des grands nombres

Théorème 2.1.3.1. Soit (Xi)i≥1 une suite de variables aléatoires définies
sur l’espace de probabilité (Ω, T,P) , deux à deux indépendantes et de même
loi telle que E(Xi) = µ et V (Xi) = σ2. Alors la variable aléatoire :

Sn =
1

n

n∑
i=1

Xi
P→ µ

i.e :∀ε > 0,P(|Sn − µ| > ε)→ 0 quand n→ +∞

Démonstration 2.1.3.1. Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires deux
à deux indépendantes et telles que E(Xn) = µ et V ar(Xn) = σ2. La suite

(Sn)n≥1 où Sn = 1
n

n∑
i=1

Xi. Alors on a :

E(Sn) =
1

n

n∑
i=1

E(Xi) = µ et V ar(Sn) =
1

n2

n∑
i=1

V ar(Xi) =
σ2

n

Donc, d’après la suite (Sn)n≥1 converge en probabilité vers µ

2.1.4 Convergence presque sûre (Convergence forte)

Définition 2.1.4.1. On dit que {Xn} converge presque sûrement (ou
converge avec probabilité 1, ou converge fortement) vers la v.a. X si,

P( lim
n→+∞

Xn = X) = 1 ou bien P( lim
n→+∞

Xn 6= X) = 0
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et l’on note Xn
p.s−→ X

En d’autres termes, l’ensemble des points de divergence est de probabilité
nulle.

P
[
w ∈ Ω : lim

n→+∞
Xn(w) = X(w)

]
= 1

Xn
p.s−→ X ⇔ ∀ε > 0, lim

n→+∞
P(sup

m≥n
|Xm −X| > ε) = 0

⇔ ∀ε > 0, lim
n→+∞

P(
⋃
m≥n

|Xm −X| > ε) = 0

⇔ ∀ε > 0, lim
n→+∞

P(
⋂
m≥n

|Xm −X| < ε) = 1

On a les évènements
⋃
m≥n

(|Xm −X| > ε) et (sup
m≥n
|Xn −X| > ε) sont équiva-

lents et ont comme complémentaire :⋂
m≥n

(|Xn −X| < ε)

d’où l’équivalence des 3 conditions :

1. la première condition signifie que :

sup
m≥n
|Xn −X|

P−→ 0⇒ |Xn −X|
P−→ 0

2. la convergence P.S est plus forte que la convergence en probabilité :

Xn
p.s−→ X ⇒ Xn

P−→ X

3. la dernière condition exprime que, à partir d’un certain rang N =

N(ε), tous les évènements (|Xn −X| < ε) pour n > N sont réalisés
avec une probabilité qui tend vers 1.

Un des outils classiques pour montrer la convergence presque sûre est le
lemme de Borel-Cantelli

Lemme 2.1.4.1. (Borel Cantelli)

1. Soit (An)n∈N une suite d’évènements telle que :

+∞∑
n=0

P(An) < +∞

alors
P(lim sup

n
An) = 0
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2. Soit (An)n∈N une suite d’évènements indépendants telle que :

+∞∑
n=0

P(An) = +∞

alors
P(lim sup

n
An) = 1

Théorème 2.1.4.1. Soient (Xn)n≥1 et X des variables aléatoires réelles dé-
finies sur le même espace probabilité (Ω, T,P) et vérifiant :

∀ε > 0,
+∞∑
n=0

P(|Xn −X| ≥ ε) < +∞. (2.2)

Alors Xn converge presque sûrement vers X.

Démonstration 2.1.4.1. On pose

An = {|Xn −X| ≥ ε}

+∞∑
n=0

P(An) < +∞ donc par le premier lemme de Borel Cantelli,

P(lim sup
n
An) = 0

Donc (2.2)la convergence presque sûre de Xn vers X.

2.1.5 Loi forte des grands nombres

Théorème 2.1.5.1. [5] Si (Xn) est une suite de variables aléatoires indé-
pendantes de même loi et d’espérance µ, alors :

Xn
p.s−→ µ

2.1.6 Convergence en moyenne d’ordre p

Définition 2.1.6.1. La suite de variables aléatoires (Xn)n≥1 converge vers
X une autre variables aléatoires, en moyenne l’ordre p ≥ 1 si :

lim
n→+∞

E(|Xn −X|P ) = 0

Remarque 2.1.6.1. pour p = 1 convergence en moyenne vers une variable
aléatoire X, si :

lim
n→+∞

E(|Xn −X|) = 0
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On note Xn → X en moyenne.
pour p = 2 de convergence en moyenne quadratique vers une variable aléatoire
X , si :

lim
n→+∞

E(|Xn −X|2) = 0

On note Xn
m.q−→ X.

2.1.7 Convergence en loi (convergence faible)

La convergence en loi. C’est la plus faible, mais peut-être aussi la plus
importante. Elle est souvent utilisée en pratique car elle permet d’approximer
la loi de Xn par celle de X.

Définition 2.1.7.1. On dit que {Xn} converge en loi vers la v.a. X si l’on
a, en tout x où sa fonction de répartition FX est continue,

lim
n→∞

FXn(x) = FX(x)

et l’on note Xn
L→ X

Remarque 2.1.7.1. 1. La convergence en loi n’est réalisée qu’aux points
de continuité de F. En un point de discontinuié x de F , FX(x) peut
ne pas tendre vers aucune limite, ou tendre vers une limite différente
de F (x).

2. La convergence en loi ne suppose pas que les variables aléatoires Xn

et X soient de même loi. On montre par exemple qu’une suite de
variables aléatoires binomiale ou de Poisson converge vers une variable
gaussienne.

3. La convergence de Fn(x) vers une valeur limite pour tout x ne suffit pas
pour avoir la convergence en loi de (Xn). Il faut que la fonction limite
soit une fonction de répartition. Ainsi la suite de variables aléatoires
(Xn)n≥1 uniformément réparties sur [−n, n] :

Fn(x) =


x+n
2n

si x ∈ [−n, n]

1 si x ≥ n

o si x ≤ −n

lim
n→∞

Fn(x) =
1

2
, ∀x ∈ R

Cette fonction limite n’est pas une fonction de répartition par consé-
quent, la suite (Xn) ne converge pas en loi.
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Théorème 2.1.7.1. (théorème de continuité de Lévy) Soit (Xn)n≥1 une suite
de variables aléatoires réelles. Si Xn

L→ X alors : quand n → ∞ ϕXn(t) →
ϕX(t). Réciproquement si (Xn)n≥1 est une suite de variables aléatoires réelles
tel que : ϕXn(t)→ ϕX(t) et si ϕ est continue en 0 alors (Xn) converge en loi
vers une variable aléatoire réelle X dont la fonction caractéristique est ϕ.

Exemple 2.1.7.1. Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires réelles de
loi B(n, p), 0 ≤ p ≤ 1.
Xn

L→ X avec X  P(np)

On a ϕXn(t) = (1− p+ peit)n = ϕn(t).
Posant λ = np⇒ p = λ

n
⇒ ϕn(t) = (1− λ

n
+ λ

n
eit)n

lim
n→∞

ϕn(t) = lim
n→∞

[
1− λ

n
(1− eit)

]n
= lim

n→∞

[
1 +

λ

n
(eit − 1)

]n
= eλ(eit−1) = ϕ(t) fonction caractéristique de X  P(λ = np)

Comme ϕ est continue en 0, alors : Xn
L→ X, i.e :

(XnB(n, p))
L→ X(X  P(np)).

2.2 Théorème central limite

Théorème 2.2.0.1. Soit X1, X2....Xn une suite de variables aléatoires dé-
finies sur le même espace de probabilité, suivant la même loi D et indépen-
dantes . Supposons que l’espérance µ et l’écart-type σ de D existent et soient
finis (σ 6= 0) .
Considérons la somme Sn = X1 + X2 + .... + Xn . Alors l’espérance de Sn
est nµ et son écart-type vaut σ

√
n . De plus, quand n est assez grand, la loi

normale N (nµ, nσ2) est une bonne approximation de la loi de Sn . Afin de
formuler mathématiquement cette approximation, nous allons poser :

X =
Sn
n

=
(X1 +X2 + ....+Xn)

n

Zn =
Sn − nµ
σ
√
n

=
X − µ
σ/
√
n
.

De sorte que l’espérance et l’écart-type de Zn valent respectivement 0 et 1 :
la variable est ainsi dite centrée et réduite . Le théorème central limite stipule
alors que la loi de Zn converge vers la loi normale centrée réduite N (0, 1)
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lorsque n tend vers l’infini . Cela signifie que si Φ est la fonction de répartition
de N (0, 1), alors pour tout réel Z :

lim
n→+∞

P(Zn ≤ z) = Φ(z)

où, de façon équivalente :

lim
n→+∞

P(
X − µ
σ/
√
n

) = Φ(z)

Démonstration 2.2.0.1. On utilise la méthode des fonctions caractéris-
tiques. Pour une variable aléatoire Y d’espérance 0 et de variance 1, la fonc-
tion caractéristique de la loi Normale centrée réduite est : ϕ(t) = e−

t2

2 .

ϕY (t) = 1− t2

2
+ 0(t2), t −→ 0.

Si Yi vaut Xi−µ
σ

, il est facile de voir que la moyenne centrée réduite des
observations X1, X2...., Xn est simplement :

Zn =
X − µ
σ
√
n

=
n∑
i=1

Yi√
n
.

simplement :

ϕZn(t) = E(eitZn)

= E(e
it
∑n
i=1

Yi√
n )

=
n∏
i=1

E(e
it
Yi√
n )

= (E(e
it
Yi√
n )n).

Alors :

ϕZn(t) = [E(e
it
Yi√
n )]n

= (1− t2

2n
+ 0(t2))n.

En passant à la limite

lim
n→+∞

ϕZn(t) = lim
n→+∞

(1− t2

2n
+ 0(t2))n

= e
−t2
2 .

D’où Zn  N (0, 1). Mais cette limite est la fonction caractéristique de la loi
normale centrée réduite N (0, 1), d’où l’on déduit le théorème de la limite cen-
trale grâce au théorème de continuité de Lévy, qui affirme que la convergence
des fonctions caractéristiques implique la convergence en loi .
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Exemple 2.2.0.1. On lance 15 fois un dé . Trouver la probabilité que la
somme des 15 résultats soit compris entre 40 et 50 ?.
Si on note par Xi la variable aléatoire égale au résultat du ime jet i =

1, 2, 3, ....., 15. On a :
E(Xi) = 7

2
et V ar(Xi) = 35

12
. En notant par Sn = X1, X2, ....., X15 ; L’appli-

cation du théorème de la limite central donne :

P(40 ≤ Sn ≤ 50) = P(
40− 15.7

2√
15.35

12

≤
∑15

i=1Xi − 15.7
2√

15.35
12

≤
50− 15.7

2√
15.35

12

)

= Φ(−0.38)− Φ(−1.89)

= Φ(1.89)− Φ(0.38)

= 0.9706− 0.6480

= 0.3226



Chapitre 3

Les liens entre les modes de
convergence

Les relations entre les différents type de convergence, sont résumées dans
le théorème suivant :

Théorème 3.0.0.1. Soit (Xn)n∈N∗, une suite de variables aléatoires définies
sur un même espace de propabilité (Ω, T,P) .
On suppose X définie sur ce même espace . Alors, lorsque n −→ +∞ :

1. Xn
p.s−→X ⇒ Xn

P−→X.

2. Xn
m.q−→X ⇒ Xn

P−→X.

3. Xn
P−→X ⇒ Xn

L−→X.

Figure 3.1 – Les liens entre les modes de convergence

Les réciproques sont généralement non vérifiées.

23
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3.1 les relations entre les différents types de
convergence

3.1.1 La convergence p.s ⇒ La convergence en P

Proposition 3.1. La convergence presque sûre entraîne la convergence en
probabilité . la réciproque est en générale fausse.

Démonstration 3.1.1.1. Soit ε > 0 fixé. On pose fn = 1|Xn−X|>ε. Les
fonctions fn sont mesurables, positives et majorées par 1. Par ailleurs, d’après
la convergence presque sûre, pour presque tout ω ∈ Ω, il existe n0 tel que pour
tout n > n0,

|Xn(ω)−X(ω)| ≤ ε

C’est à dire fn(ω) = 0 pour tout n ≥ n0. On a donc écrit que la suite
fn converge presque sûrement vers 0. D’aprés le théorème de convergence
dominée

P(|Xn −X| ≥ ε) = E[fn] −→ E[ lim
n−→∞

(fn)] = E[0] = 0.

la convergence en P ;La convergence P.S

Exemple 3.1.1.1. Soit (Xn)n∈N∗, une suite de variables aléatoires indépen-
dantes, définies sur un espace de probabilité (Ω, T,P), telles que :

P{Xn = 0} = 1− 1

n

P{Xn = 1} =
1

n

La suite (Xn) converge en probabilité vers 0 . En effet :

P{| Xn − 0 |> ε} = P{Xn = 1} =
1

n
−→ 0

quand n→ +∞ Mais, cette suite ne converge pas presque sûrement vers 0,
car :

P{supn≥N | Xn |> ε} = P(
⋃
n≥N

{| Xn |> ε})

= 1− P(
⋂
n≥N

{| Xn |≤ ε})

= 1−
∏
n≥N

P{| Xn |≤ ε}
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= 1−
∏
n≥N

(1− 1

n
)

La série de terme générale 1
N
, étant divergente,lorsque N −→ +∞,

∏
n≥N(1−

1
n
) −→ 0 Alors :

P{supn≥N | Xn |> ε} −→ 1.

3.1.2 La convergence m.q ⇒ La convergence en P

Proposition 3.2. La convergence en moyenne quadratique entraîne la conver-
gence en probabilité . La réciproque est en générale fausse .

Démonstration 3.1.2.1. La preuve est une conséqunce immédiate de l’in-
égalité de Tchébychev :

P{| Xn −X |> ε} ≤ E{| Xn −X |2}
ε2

,∀ε > 0.

La convergence en P ; La convergence m.q

Exemple 3.1.2.1. Soit (Xn)n∈N∗, une suite de variables aléatoires indépen-
dantes, définies sur un espace de probabilité (Ω, T,P) par :

P{Xn = − 1

n
} =

n2

1 + n2

P{Xn = n} =
1

1 + n2

La suite (Xn) converge en probabilité vers 0 .

P{| Xn − 0 |> ε} = P{| Xn |> ε}

=
1

1 + n2

dés que n > 1
ε
. Alors :

P{| Xn |> ε} −→ 0

quand n→ +∞ La suite (Xn) ne converge pas en moyenne quadratique vers
0.

E(X2
n) =

1

n2
.
n2

1 + n2
+ n2.

1

1 + n2
= 1

E(X2
n) ne tend pas vers E(X) = 0 quand n→ +∞.
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3.1.3 La convergence en P⇒ La convergence en Loi

Proposition 3.3. La convergence en probabilité entraîne la convergence en
loi . La réciproque est en générale fausse .

Démonstration 3.1.3.1. Sopposons d’abord que (Xn)n≥0 converge dans L1

vers X∞. Soit ε > 0. On a alors, par l’inégalité de Markov,

P(|Xn −X∞| > ε) <
1

ε
E(|Xn −X∞|)

et ce dernier terme tend vers 0, donc la suite convergence en probabilités vers
X∞.
Si (Xn)n≥0 converge p.s. vers X∞, (1|Xn−X∞|>ε)n≥0 converge p.s. vers 0, et
est dominée par 1. Par application du théorème de convergence dominée,
P(|Xn −X∞| > ε)→ 0.

Enfin, sopposons que (Xn)n≥0converge en probabilités vers X∞. Soit f
une fonction continue à support compact sur R. f est alors uniformément
continue sur R : pour ε > 0 donné, il existe α > 0 tel que |x− y| < α ⇒
|f(x)− f(y)| < ε. On a alors

|E(f(Xn)− f(X∞))| = E(|f(Xn)− f(X∞)|1|Xn−X∞|<α)

+ E(|f(Xn)− f(X∞)|1|Xn−X∞| ≥ α)

≤ ε+ 2‖ f ‖∞P(|Xn −X∞| ≥ α)

≤ 2ε

pour n assez grand. On a donc E(f(Xn))→ E(f(X∞)).

La convergence en loi ; La convergence en P

Exemple 3.1.3.1. Soit la suite Xn = (−1)nX où X est une variable aléatoire
normale centrée réduite (N (0, 1)).
∗ Montrer que Xn converge en loi vers X et ne converge pas en probabilité
vers X.

Solution :

Xn −→ X si pour tout x : FXn(x) −→ FX(x) FXn est la fonction de
répartition de Xn et FX la fonction de répartition de X.

FXn(x) = P(Xn ≤ x) = P((−1)nX ≤ x)
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Si n est pair : (−1)n = 1 et : Xn = X

FXn(x) = P(X ≤ x) = FX(x)

* Si n est impair : (−1)n = −1 et :Xn = −X

FXn(x) = P(−X ≤ x) = P(X ≥ −x) = P(X ≤ x)

ceci en raison de la symétrie de la densité de X D’où si n est impair :

FXn(x) = FX(x)

ainsi pour tout n : FXn = FX , Xn converge en loi vers X Toutfois Xn ne
converge pas en probabilité vers X car Xn ne tend pas vers X : Xn = −X si
n est impair .

Corollaire 3.1.1. [5] Soit (Xn)n∈N∗ est une suite de variables aléatoire et
soit c une constante.
Si Xn converge en loi vers la constante c alors elle converge en probabilité
vers la constante c.

Proposition 3.4. [5] Soient (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires et X
une variable aléatoire . Donc si (Xn) converge en moyenne d’orde p vers X
, alors elle converge en loi vers la même variable X.

Proposition 3.5. [5] Soient (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires et X
une variable aléatoire . Donc si (Xn) converge presque sûre moyenne vers X,
alors elle converge en loi vers la même variable X.



Deuxième partie

Statistique Paramétrique
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Chapitre 4

Echantillonnage

l’échantillonnage statistique consiste à prédire, à partir d’une population
connue, les caractéristiques des échantillons qui en seront prélevés. Le choix
de l’échantillon est une étape délicate. En effet, pour étendre à une popula-
tion entière les résultats obtenus sur un échantillon, il faut que cet échantillon
reproduise le mieux possible les caractéristiques de la population.

Plusieurs méthodes de sélection d’échantillon existent (aléatoire simple,
en grappes, stratification). On distingue les méthodes probabilistes où les
éléments tirés de la population ont une probabilité connue de faire partie de
l’échantillon et les méthodes dites non probabilistes.

L’échantillonnage statistique consiste à utiliser l’information obtenue sur
un échantillon pour pouvoir déduire de l’information sur la population (ou
l’univers) d’intérêt ( illustration à la figure 4 ) : on extrait un échantillon de
la population, on l’analyse et on infère sur la population.
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Figure 4.1 – Illustration de l’échantillonnage

4.1 Notions fondamentales

4.1.1 Échantillonnage

Définition 4.1.1.1. On appelle échantillon aléatoire de taille n (en bref n-
échantillon) d’une variable aléatoire X une suite de n variables aléatoires
indépendantes et de même loi (ou v.a. i.i.d). Cette loi est appelée la loi
mère de l’échantillon.

Remarque 4.1.1.1. On distinguera la notion d’échantillon aléatoire (X1, X2, .., Xn)

dont on peut dire qu’elle se réfère à des résultats potentiels avant expérience,
de celle d’échantillon réalisé (x1, x2, ..., xn) correspondant aux valeurs obser-
vées après expérience.

Définition 4.1.1.2. Soit X1, X2, ..., Xn un n-échantillon, on appelle statis-
tique toute v.a. Tn = h(X1, X2, ..., Xn), prend la valeur h(x1, x2, .., xn)

Exemple 4.1.1.1. T1 = 1
n

n∑
i=1

Xi, T2 =
n∑
i=1

X2
i , T3 =

√√√√ n∑
i=1

X3
i sont des

statistiques.
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4.2 Quelques statistiques classiques

4.2.1 Moyenne, variance, moments empiriques

Définition 4.2.1.1. On appelle moyenne de l’échantillon ou moyenne
empirique la statistique,notée X,définie par :

X =
1

n

n∑
i=1

Xi

Définition 4.2.1.2. On appelle variance empirique la statistique, notée
S2, définie par :

S2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2

.

Définition 4.2.1.3. On appelle variance empirique corrigée la statis-
tique, notée S∗2, définie par :

S∗2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2

.

Nous commeçons maintenant à établir certaines relations entre les lois de
ces statistiques et la loi mère

Proposition 4.1. Soit µ et σ2 , respectivement la moyenne et la variance
de la loi mère on a :

E(X) = µ V (x) =
σ2

n

Démonstration 4.2.1.1.

E(
1

n

n∑
i=1

Xi) =
1

n

n∑
i=1

E(Xi) =
1

n

n∑
i=1

µ = µ

Puis,en raison de l’indépendance des Xi

V (
1

n

n∑
i=1

Xi) =
1

n2

n∑
i=1

V (Xi) =
1

n2

n∑
i=1

σ2 =
nσ2

n2
=
σ2

n

Proposition 4.2.1.1. La moyenne de la loi de la variance empirique est :

E(S2) =
n− 1

n
σ2
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Démonstration 4.2.1.2.

1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2 =
1

n

n∑
i=1

[(Xi − µ)− (X − µ)]2

=
1

n

n∑
i=1

(Xi − µ)2 − 2(X − µ)
1

n

n∑
i=1

(Xi − µ) + (X − µ)2

=
1

n

n∑
i=1

(Xi − µ)2 − 2(X − µ)2 + (X − µ)2

=
1

n

n∑
i=1

(Xi − µ)2 − (X − µ)2

D’où

E(S2) =
1

n

n∑
i=1

V (Xi)− V (X) = σ2 − σ2

n
=
n− 1

n
σ2

Remarque 4.2.1.1. Quand on abordera l’estimation ponctuelle (chapitre 3)
on dira que S2 est un estimateur biaisé de σ2 son biais vaut σ2

n
. on utilise

fréquemment la variance corrigée dont l’ espérance vaut exactement σ2

S∗2 =
n

n− 1
S2

4.3 Cas des échantillons gaussiens

X combinaison linéaire de variables gaussiennes indépendantes est aussi
de gaussienne et

X −→ N (µ,
σ2

n
)

.

Proposition 4.2. [7] Si la loi mère est gaussienne, X et S2 sont des v.a.
indépendantes.

4.4 Moments d’un échantillon

Définition 4.4.0.1. Soit (X1, X2, ..., Xn) un n-échantillon aléatoire issu d’une
variable alèatoire X et r un nombre entier (r ∈ N). On appelle moment
d’ordre r, de l’échantillon et on note Mr, la quantité

Mr =
1

n

n∑
i=1

Xr
i
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Définition 4.4.0.2. On appelle moment centré empirique d’ordre r, noté
M̀r, la statistique

M̀r =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)r

.

Nous abordons trois lois omniprésentes en statistique car liées aux distri-
butions d’échantillonnage de moyennes et de variances dans le cas gaussien.

4.5 Loi du Khi-deux

Définition 4.5.0.1. Soit Z1, Z2, ..., Zn une suite de variables aléatoires i.i.d.
de loi N (0, 1). Alors la v.a.

∑n
i=1 Z

2
i suit une loi appelée loi du Khi-deux à

n degrés de liberté, notée X (n).

Proposition 4.3. La densité de la loi du Khi-deux à n degrés de liberté est :

fn(x) =
1

2n/2Γ(n/2)
x
n
2
−1e−

x
2 pour x > 0(0 si non).

Démonstration 4.5.0.1. calculons la fonction génératrice de Z2 où Z  

N (0, 1). On a :

ΨZ2(t) = E(etz
2

) =

∫ +∞

−∞
etz

2 1√
2π
e−

z2

2 dz

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−

1
2

(1−2t)z2dz

=
1√

1− 2t

1√
2π

∫ +∞

−∞
e−

1
2
u2du en posant u =

√
1− 2tz

=
1√

1− 2t

qui est définie pour t < 1
2
.

Pour la somme des Z2
i indépendantes on a donc

Ψ∑n
i=1 Z

2
i
(t) =

(
1

1− 2t

)n
2

qui n’est autre que la fonction génératrice d’une loi Γ(n
2
, 1

2
). On voit donc,

au passage, qu’une loi du Khi-deux est un cas particulier de loi de gamma.

Proposition 4.4. La moyenne de la loi χ2(n) est égale au nombre de degrés
de liberté n, sa variance est 2n.
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Démonstration 4.5.0.2. Comme Zi  N (0, 1) on a :

E(Z2
i ) = V (Zi) = 1 d’où E(

n∑
i=1

Z2
i ) = n

V (Z2
i ) = E(Z4

i )− (E(Z2
i ))2 = µ4 − 1

µ4 = 3, d’où V (Z2
i ) = 2 et V (

n∑
i=1

Z2
i ) = 2n

Théorème 4.5.0.1. Soit un n-èchantillon X1, X2, ..., Xn de loi N (µ, σ2) on
a :

(n− 1)S∗2

σ2
 χ2(n− 1)

.

Démonstration 4.5.0.3. D’aprés la décomposition de S2 :

n∑
i=1

(Xi − µ)2 =
n∑
i=1

(Xi −X)2 + n(X − µ)2

En divisant par σ2 :

n∑
i=1

(
Xi − µ
σ

)2

=
n∑
i=1

(
Xi −X

σ
)2 +

n

σ2
(X − µ)2

=
(n− 1)S∗2

σ2
+

(
X − µ
σ/
√
n

)2

Les deux termes de droite sont, respectivement, (n−1)S∗2

σ2 et X−µ
σ/
√
n
qui est une

gaussienne centré-réduite. Ces termes aléatoires étant indépendants comme
fonctions de S∗2 et de X, et les v.a. Xi−µ

σ
étant indépendantes de loi N (0, 1)

on a, en termes de fonctions génératrices :(
1

1− 2t

)n
2

= Ψ (n−1)S∗2
σ2

(t).

(
1

1− 2t

) 1
2

si t <
1

2

Finalement :

Ψ (n−1)S∗2
σ2

(t) =

(
1

1− 2t

)n−1
2

.

ce qui prouve le théorème.
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4.6 Loi de Student

Définition 4.6.0.1. Soit Z et Q deux v.a. indéndantes telles que Z  

N (0, 1) et  χ2(n). Alors la v.a.

T =
Z√
Q
n

suit une loi appelée loi de Student à n degrés de liberté, notée t(n).
La densité de la loi de Student à n degrés de liberté est :

f(x) =
Γ(n+1

2
)

√
πnΓ(n

2
)

(
1 +

x2

n

)−n+1
2

, x ∈ R

Proposition 4.5. [10] Soit T → t(n) alors E(T ) = 0 si n ≥ 2 et V (T ) = n
n−2

si n ≥ 3.

Théorème 4.6.0.1. Soit X1, X2, ..., Xn un n-échantillon de loi mère N (µ, σ2).
Alors :

X − µ
S∗/
√
n
 t(n− 1)

Démonstration 4.6.0.1. La démonstration est immédiate, il suffit d’écrire
la v.a.

X − µ
S∗/
√
n

=

X−µ
σ/
√
n√

(n−1)S∗2/σ2

n−1

4.7 Loi de Fisher-Snedecor

Définition 4.7.0.1. Soit U et V deux v.a. indépendantes telles que U  
χ2(n1) et V  χ2(n2). Alors la v.a.

F =
U/n1

V/n2

suit une loi de Fisher-Snedecor à n1 degrés de liberté au numérateur et
n2 degrés de liberté au dénominateur, notée F (n1, n2). En bref on l’appellera
loi de Fisher.
La densité de la loi F (n1, n2) est :

fn1,n2(x) =
Γ(n1+n2

2
)

Γ(n1

2
)Γ(n2

2
)

(
n1

n2

)n1
2 x

n1−2
2

(1 + n1

n2
x)

n1+n2
2

si x > 0(0 sinon).

Si n2 ≥ 3 sa moyenne existe et est égale à n2

n2−2
. Si n2 ≥ 5 sa variance existe

et est égale à 2n2
2(n1+n2−2)

n1(n2−2)2(n2−4)
.
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Proposition 4.6. Soit H une v.a. suit une loi de Fisher telle que H  

F (n1, n2) alors 1
H
 F (n2, n1)

Démonstration 4.7.0.1. La démonstration est évidente de par la définition
de la loi de Fisher.

4.8 Statistique d’ordre d’un échantillon

Pour une série de nombres réels (x1, x2, ..., xn) notons max{x1, xn, ..., xn}
la fonction de Rn dans R qui lui associe le nombre maximal de cette série.
On peut donc définir une v.a., notée X(n), fonction de (X1, X2, ..., Xn) par :

X(n) = max{X1, X2, ....., Xn}

a) Loi de X(n) = max{X1, X2, ....., Xn} :

FX(n)
(x) = P (X1 ≤ x,X2 ≤ x, ....., Xn ≤ x)

= P (X1 ≤ x).P (X2 ≤ x)......P (Xn ≤ x) (indépendance.)

= [F (x)]n même loi.

b) Loi de X(1) = min{X1, X2, ....., Xn} :

P (X(1) > x) = P (X1 > x).P (X2 > x)........P (Xn > x)

= [1− F (x)]n

d’où
FX(1)

(x) = 1− [1− F (x)]n

Définition 4.8.0.1. Soit hk la fonction de Rn dans R qui à (x1, x2, ..., xn)

fait correspondre la k-ième valeur parmi x1, x2, ..., xn lorsqu’on les range dans
l’ordre croissant.
On appelle alors statistique d’ordre k, la v.a. notée X(k), définie par :

X(k) = hk(X1, X2, ....Xn)
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4.9 Fonction de répartition empirique d’un échan-
tillon

Définition 4.9.0.1. Pour tout x ∈ R, on appelle valeur de la fonction de
répartition empirique en x, la statistique, notée Fn(x), définie par :

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

1I]−∞,x](Xi)

Fn(x) est la v.a «proportion» des n observations X1, X2, ..., Xn prenant une
valeur inférieure ou égale à x, n.Fn(x) suit une loi binomiale B(n, F (x))

et par conséquence, Fn(x) est une v.a discrète prenant les valeurs k
n
, 0ù

k = 0, 1, 2...., n avec probabilités :

P(Fn(x) =
k

n
) = P(nFn(x) = k) = Ck

n(F (x))k(1− F (x))n−k

4.9.1 Convergence de Fn(x) vers F (x)

Théorème 4.9.1.1. Soit (X1, X2, ..., Xn) un n-échantillon de fonction de
répartition empirique Fn(x) et F (x) fonction de répartition de X (variable

aléatoire parente). Alors : Fn(x)
p.s→ F (x). i.e : P

(
lim

x→+∞
Fn(x) = F (x)

)
= 1

Démonstration 4.9.1.1. Fn(x) étant une moyenne empirique de variable
aléatoire réelle indépendante (puisque les Xi le sont), d’après la loi forte des
grands nombres :

Fn(x)
p.s→ E[1I(Xi<x)] = E[1IX<x] = F (x)

Convergence en loi de Fn(x)

On a : 1I(Xi<x) est une variable aléatoire de Bernoulli B(F (x))

P(Fn(x) =
k

n
) = P(nFn(x) = k) = Ck

n(F (x))k(1− F (x))n−k

donc nFn(x) B(n, F (x)). Alors d’après le théorème central limite :

nFn(x)− nF (x)√
nF (x)(1− F (x))

L→ N (0, 1)

ie √
n(Fn(x)− F (x))√
F (x)(1− F (x))

L→ N (0, 1)
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4.10 Modèle statistique

Définition 4.10.0.1. Un modèle statistique est défini par la donnée d’une
caractéristique vectorielle (X1, X2, ..., Xn) et d’une famille de lois de proba-
bilité de X notée (Pθ)θ∈Θ.

Lorsque la famille de lois de probabilité (Pθ)θ∈Θ peut être indexée par un
paramètre θ dont l’ensemble des valeurs possibles, noté Θ espace des para-
mètres (ou espace paramétrique), est un sous-ensemble de Rn où n est la
dimension du paramètre θ, le modèle est appelé modèle paramétrique. Dans
le cas contraire, le modèle est appelé modèle non paramétrique.

Remarque 4.10.0.1. Le modèle statistique d’échantillonnage paramétrique
est noté le triplet (E, E ,Pθ, θ ∈ Θ)n

Remarque 4.10.0.2. La famille de lois de probabilités {Pθ, θ ∈ Θ} à laquelle
appartient la loi de X est supposée connue seul le paramètre θ est inconnu.

On considère un phénomène aléatoire et une variable aléatoire réelle X
qui lui est lié. Le type de la loi X est supposé connu et dépend d’un pa-
ramètre θ inconnu qui varie dans un ensemble Θ. L’objectif est de donner
une estimation de la valeur du paramètre θ à partir d’un échantillon observé
(x1, x2, ..., xn.) de l’échantillon aléatoire (X1, X2, ..., Xn), où les Xn sont des
variables aléatoires réelles indépendantes et de même loi que X. Naturelle-
ment, l’estimation du ou des paramètres inconnus doit être aussi précise que
possible. Les trois grands types d’estimation paramétriques sont :

1. L’estimation ponctuelle : on estime directement par un ou des réels le
ou les paramètres inconnus

2. L’estimation par intervalles de confiance : on détermine des inter-
valles de réels, les moins étendus possible, qui ont de fortes chances
de contenir un paramètre inconnu

3. Les tests statistiques : démarches qui consistent à accepter ou non une
hypothèse mettant en jeu un ou plusieurs paramètres inconnus, avec
un faible risque de se tromper.



Chapitre 5

Estimation ponctuelle

5.1 Introduction :

La théorie de l’échantillonnage consistait à déterminer des propriétés sur
des échantillons tirés au hasard parmi une population dont on connait les
propriétés.
Le principe de l’estimation est de faire exactement l’inverse, c’est-à-dire que
l’on a accès à des informations sur des échantillons et l’on souhaite détermi-
ner certaines propriétés sur la population entière.

La distribution exacte de la variable X qui nous intéresse est généralement
partiellement connue. En effet le type de distribution est très souvent connu,
mais il nous manque les paramètres de cette loi. Par exemple, on sait que X
suit une loi normale, mais on ne connait pas les paramètres : espérance et
variance.

L’estimation consiste à rechercher une valeur pour chacun des paramètres
inconnus, à partir des observations. Lorsqu’on attribue à un paramètre une
valeur unique, on dit que l’on fait une estimation ponctuelle. L’estimateur
choisi est une fonction des observations, c’est une variable aléatoire, c’est-à-
dire la valeur de l’estimateur dépend des observations. On le choisit suivant
des critères qui assurent sa proximité avec le paramètre à estimer .
En résumé :

Estimer un paramètre, c’est donner une valeur approchée de ce para-
mètre, à partir des résultats obtenus sur un échantillon aléatoire extrait de
la population.

39
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5.2 Définition d’une statistique

Soit X est une variable aléatoire dont la fonction de répartition F (x, θ)

et la densité f(x, θ) dépendent du paramètre θ, Θ est l’ensemble des valeurs
possibles de ce paramètre. On considère un échantillon de taille n de cette
variable X = (X1, ..., Xn). Une statistique est une fonction mesurable T des
variables aléatoires Xi :

T = h(X1, ..., Xn)

À un échantillon, on peut associer différentes statistiques. La théorie de l’esti-
mation consiste à définir des statistiques particulières, appelées estimateurs.
Une fois l’échantillon effectivement réalisé, l’estimateur prend une valeur nu-
mérique, appelée estimation du paramètre θ.
On notera θ̂ l’estimateur du paramètre θ.

5.2.1 Exemples élémentaires

x, S2 sont des estimations de µ et σ2 (resp).
Les variables aléatoires X,S2, sont les estimateurs de µ et σ2 (resp).

Remarque 5.2.1.1. Le même paramètre peut être estimé à l’aide d’estima-
teurs différents

Exemple 5.2.1.1. Le paramètre λ d’une loi de Poisson peut-être estimé par
X et S2.

5.3 Principales qualités d’un estimateur

5.3.1 Estimateur convergent

La première condition imposée à un estimateur est d’être convergent :
(consistant lim

n→∞
T = 0). Deux estimateurs convergents ne convergent cepen-

dant pas nécessairement à la même vitesse, ceci est lié à la notion de précision
d’un estimateur.
Deux estimateurs convergents ne convergent cependant pas nécessaireme la
même vitesse, ceci est lié à la notion de précision d’un estimateur. On me-
sure généralement la précision d’un estimateur par l’erreur quadratique
moyenne.

— Perte quadratique : C’est l’écart au carré entre le paramètre et son
estimateur :

l(T, θ) = (T − θ)2
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— Risque d’un estimateur : C’est la moyenne des pertes :
eqm(T, θ) = E[(T − θ)]2 est le risque quadratique moyen.

Un estimateur T est dit convergent si lim
n→∞

eqm(T, θ) = 0

5.3.2 Estimateur sans biais

L’erreur d’estimation est mesurée par la quantité T − θ qui peut s’écrire :

T − θ = T − E(T ) + E(T )− θ

• T − E(T ) représente les fluctuations de l’estimateur T autour de sa
valeur moyenne E(T ) (espérance mathématique).

• E(T )− θ est une erreur systématique car l’estimateur T varie autour
de son espérance mathématique E(T ) et non autour de la valeur θ du
paramètre sauf si E(T ) = θ.

La quantité E(T )− θ est le biais de l’estimateur.
Un estimateur est sans biais si E(T ) = θ.
Un estimateur est biaisé si E(T ) 6= θ.
Un estimateur est asymptotiquement sans biais si E(T ) −→ θ, quand la
tailleé n de l’échantillon tend vers l’infini.

Exemple 5.3.2.1. X est sans biais pour µ, mais S2 est biaisé pour σ2

En effet,
E(S2) = n−1

n
σ2 = (1− 1

n
)σ2, le biais est égal à σ2

n

lim
n→+∞

E(S2) = σ2 donc S2 est asymptotiquement sans biais.

En revanche, la statistique S∗2 définie par S∗2 = n
n−1

S2 = 1
n−1

n∑
i=1

(Xi−X)2est

un estimateur sans biais pour la variance.
En effet :

E(S
∗2

) =
n

n− 1
E(S2) = σ2

5.3.3 Variance et erreur quadratique moyenne d’un es-
timateur

Définition 5.3.3.1. On appelle erreur quadratique moyenne de T par rapport
à θ, la valeur, note eqm(T ), définie par :

eqm(θ) = E[(T − θ)2]
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et l’on a :
eqm(θ) = V (T ) + [b(T )]2

En effet,

E[(T − θ)2] = E[{T − E(T ) + E(T )− θ}2]

= E[{T − E(T )}2]− [(E(T )− θ)]2 + 2E[T − E(T )][E(T )− θ]
= V (T ) + [b(T )2] car E[T − E(T )] = 0

Pour rendre l’erreur quadratique moyenne la plus petite possible, il faut que :

1. E(T ) = θ, donc choisir un estimateur sans biais

2. Var(T) soit petite.

Remarque 5.3.3.1. Si T est sans biais alors eqm(T, θ) = V ar(T ) et T
convergent si lim

n→+∞
V ar(T ) = 0. Entre deux estimateurs sans biais, le plus

précis est donc celui de variance minimale.

Meilleur estimateur

Soient T1, T2 deux estimateur de θ. On dit que T1 est meilleur que T2 si :

eqm(T1, θ) < eqm(T2, θ), ∀θ ∈ Θ

5.4 Statistique suffisante (exhaustive)

Dans un problème statistique où figure un paramètre θ inconnu, un échan-
tillon nous apporte certaine information sur ce paramètre. Lorsque l’on ré-
sume cet échantillon par une statistique, il s’agit de ne pas perdre cette
information. Une statistique qui conserve l’information sera dite suffisante
(exhaustive).

Définition 5.4.0.1. On dit que T est une statistique exhaustive pour θ ∈
Θ ⊂ Rk si la loi conditionnelle de (X1, X2, ..., Xn) sachant T ne dépend pas
de θ.

Exemple 5.4.0.1. . Soit X1, X2, ..., Xn issu de X → P(θ), θ inconnu. La

statistique T =
n∑
i=1

Xi est-elle exhaustive pour θ ?

On a :
f(x, θ) = e−x

θx

x!
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la loi de Poisson est stable donc T =
n∑
i=1

Xi −→ P(nθ).

Notons Pθ la quantité Pθ(X1 = x1, X2 = x2, ......, Xn = xn|T = t)

Pθ =
Pθ(X1 = x1, X2 = x2, ......, Xn = xn, T = t)

Pθ(T = t)

=

Pθ(X1 = x1, X2 = x2, ......, Xn = xn, Xn = t−
n−1∑
i=1

xi)

Pθ(T = t)

=
Pθ(X1 = x1), .......,Pθ(Xn = xn)

Pθ(T = t)

=

n∏
i=1

f(xi, θ)

f(t, θ)

=
e−nθθ

n∑
i=1

xi

n∏
i=1

xi!

.
t!

e−nθ(nθ)t

=
t!

n∏
i=1

xi!n
t

=

(
n∑
i=1

xi)!

n∏
i=1

xi!

.(
1

n
)

n∑
i=1

xi
indépendante de θ

Donc T est exhaustive pour θ.

Théorème 5.4.0.1. Théorème de Factorisation [10]

La statistique T = t(X1, X2, ..., Xn) est exhaustive pour θ si et seulement si
la densité de probabilité (ou fonction de probabilité) conjointe s’écrit, pour
tout (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, sous la forme :

L(x1, x2, ...., xn, θ) = g(t, θ)h(x1, x2, ...., xn)

Exemple 5.4.0.1. Reprenons l’exemple précédent où :

L(x, θ) =
n∏
i=1

f(xi, θ) =
n∏
i=1

(
θxie−θ

xi!

)
=

θte−nθ

n∏
i=1

xi!

=
(nθ)te−nθ

t!

t!

nt(
n∏
i=1

xi!)

= g(t, θ)h(x)
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D’après le principe de factorisation, T est exhaustive pour θ.

Résultat :

Soit T une statistique exhaustive et T̀ une statistique telle que T soit une
fonction de T̀ . Alors T̀ est également exhaustive.

Définition 5.4.0.2. On dit que la statistique T ∗ est exhaustive minimale
si elle est exhaustive et si, pour toute statistique exhaustive T , on peut trouver
une fonction u telle que T ∗ = u(T )

5.5 La classe exponentielle de lois

Définition 5.5.0.1. Soit une famille paramétrique de lois admettant des
fonctions de densité (cas continu) ou des fonctions de probabilité (cas discret)
{f(x, θ); θ ∈ Θ ⊆ Rk}. On dit qu’elle appartient à la classe exponentielle de
lois si f(x, θ) peut s’écrire :

f(x, θ) = a(θ)b(x) exp {c1(θ)d1(x) + c2(θ)d2(x) + .....+ cn(θ)dk(x)}

pour tout x ∈ R.
En particulier, si θ est de dimension 1, on a :

f(x, θ) = a(θ)b(x) exp {c(θ)d(x)}

Exemple 5.5.0.1. 1. Loi B(n, p) avec n connu.

f(x, n, p) = Cx
np

x(1− p)n−x, pour x ∈= 0, 1, 2, .., n

ln f(x, n, p) = lnCx
n + x ln p+ (n− x) ln(1− p)

= lnCx
n + n ln(1− p) + x ln

p

n− p

f(x, n, p) = Cx
n(1− p)n exp

{
x ln

p

1− p

}
.

d’où d(x) = x. Le cas de la loi de Bernoulli B(p) est identique avec
n=1.

2. Loi N (µ, σ2).

f(x, µ, σ2) =
1

σ
√

2π
exp{−1

2

(x− µ)2

σ2
}, x ∈ R

=
1

σ
√

2π
exp

{
− µ2

2σ2

}
exp

{
− 1

2σ2
x2 +

µ

σ2
x

}
.

d’où d1(x) = x2 et d2(x) = x
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loi paramètre d1(x) d2(x)

B(p) p x -

B(n, p) p(n connu) x -

BN (r, p) p(r connu) x -

P(λ) λ x -

E(λ) λ x -

Γ(r, λ) λ(r connu) x -

N (µ, σ2) (µ, σ2) x2 x

Pareto
(a, θ)

θ(a connu) lnx -

Beta (a, θ) (α, β) lnx ln(1− x)

Table 5.1 – Principales lois usuelles appartenant à la classe exponentielle

Remarque 5.5.0.1. En revanche les lois hypergéométriques (M inconnu),
Weibull et Gumbel n’appartiennent pas à la classe exponentielle.
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Proposition 5.1. [10] Soit une loi mère appartenant à une famille paramé-
trique de la classe exponentielle, avec un paramètre de dimension k. Alors ,
la statistque de dimension k :(

n∑
i=1

d1(Xi),
n∑
i=1

d2(Xi), ....,
n∑
i=1

dk(Xi)

)
est exhaustive pour le paramètre inconnu.

Exemple 5.5.0.1. 1. Soit la loi de Bernoulli B(p). On peut écrire sa
fonction de probabilité :

f(x, p) = px(1− p)1−x, x ∈ {0, 1}
ln f(x, p) = x ln p+ (1− x) ln(1− p)

= x ln
p

1− p
+ ln(1− p)

f(x, p) = (1− p) expx ln
p

1− p
⇒ d(x) = x

d’après la proposition,
n∑
i=1

xi est une statistique exhaustive minimale

pour p.

2. Soit (X1, X2, ..., Xn) un n-échantillon issu de X → γ(θ)

f(x, θ) =
1

Γ(θ)
e−xxθ−1, x > 0

ln f(x, θ) = −x+ (θ − 1) lnx− ln Γ(θ)

= −xe−xΓ(θ) exp{θ lnx}

d’où d(x) = lnx, donc
n∑
i=1

lnXi = ln
n∏
i=1

Xi est exhaustive minimale.

Remarque 5.5.0.2. Lorsque le domaine de X dépend de θ, Cette proposition
ne s’applique pas, ce qui n’empêche pas de trouver une statistique exhaustive.

Exemple 5.5.0.2. X  U[0,θ] ⇒ f(x, θ) = 1
θ
, x ∈ [0, θ].

T = supX
i
est exhaustive pour θ.

L(x1, ..., xn, θ) =
n∏
i=1

f(xi, θ)

=
n∏
i=1

1

θ
1I[0,θ]

=
1

θn
1I[supxi,+∞[(θ)
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Comme G(t) = P(supXi ≤ t) = (F (t))n = ( t
n
)n

g(t, θ) = n(
t

θ
)n−1 1

θ
= n

tn−1

θn

L(x1, .., xn, θ) =
1

θn
⇒ L

g
=

1

ntn−1
indépendant de θ.

donc T = supXi est exhaustive pour θ.

5.5.1 Recherche des meilleurs estimateurs sans biais

Définition 5.5.1.1. On dit que l’estimateur T ∗ est UMVUE pour θ (uni-
formly minimum variance unbiased estimator) s’il est sans biais pour θ et si
pour tout autre estimateur T sans biais on a :

V arθ(T
∗) ≤ V arθ(T ) pour tout θ ∈ Θ

Proposition 5.2. [14] Si la famille de la loi mère appartient à la classe expo-
nentielle avec paramètre de dimension 1 (Θ ⊂ R) et s’il existe une statistique

fonction de la statistique exhaustive minimale
n∑
i=1

d(Xi) qui soit sans biais

pour θ, alors elle est unique et elle est UMVUE pour θ.

Exemple 5.5.1.1. 1. Bernoulli B(p), T = X est UMVUE.

2. Poisson P(λ), T = X est UMVUE.

3. Pour f(x, λ) = λe−λx si x ≥ 0 (0 sinon). T = n−1
n∑
i=1

Xi

est l’estimateur

UMVUE de λ.

4. Pour la loi de Pareto avec a connu on a d(x) = ln x et T = n−1
n∑
i=1

ln(
Xi

a
)

est l’estimateur UMVUE pour θ.

5.5.2 Statistique complète

Définition 5.5.2.1. On dit qu’une statistique T est complète pour une fa-
mille de loi de probabilité (Pθ)θ∈Θ si pour toute fonction borellienne h on
ait :

∀θ ∈ Θ : E(h(T )) = 0⇒ h = 0,Pθ.p.s

En particulier la statistique exhaustive de famille exponentielle est complète.
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Exemple 5.5.2.1. Pour X → P(λ), λ inconnu.

T =
n∑
i=1

Xi est complète.

E(h(T )) =
∞∑
t=0

h(t)e−nλ
(nλ)t

t!
car T → P(nλ)

E(h(T )) = 0, ∀λ⇒ h(t) = 0, ∀t ∈ N

5.6 L’information de Fisher

Définition 5.6.0.1. On appelle quantité d’information de Fisher In(θ) ap-
portée par un échantillon sur le paramètre θ, la quantité suivante positive ou
nulle (si elle existe) :

In(θ) = E

[(
∂ lnL(X, θ)

∂θ

)2
]

avec L(X, θ) =
n∏
i=1

f(Xi, θ)

Théorème 5.6.0.1. Si le domaine de définition de X ne dépend pas de θ
alors :

In(θ) = −E
[
∂2 lnL(X, θ)

∂θ2

]
Démonstration 5.6.0.1. On a L(x, θ) est une densité de probabilité :∫

Rn
L(x, θ)dx = 1

On a
∂ lnL(x, θ)

∂θ
=

∂L(x, θ)

∂θL(x, θ)

donc
∂L(x, θ)

∂θ
= L(x, θ).

∂ lnL(x, θ)

∂θ∫
Rn

∂L(x, θ)

∂θ
dx = 0⇒

∫
Rn
L(x, θ)

∂ lnL(x, θ)

∂θ
dx = 0

Ce qui prouve que la variable aléatoire ∂ lnL(X,θ)
∂θ

est centrée i.e :

E

[(
∂ lnL(X, θ)

∂θ

)]
= 0

Donc

In(θ) = E

[(
∂ lnL(x, θ)

∂θ

)2
]

= V ar

[(
∂ lnL(x, θ)

∂θ

)]
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En dérivant la deuxième fois :∫
Rn
L(x, θ)

∂2 lnL(x, θ)

∂2θ
dx+

∫
Rn

∂ lnL(x, θ)

∂θ

∂L(x, θ)

∂θ
dx = 0

∫
Rn
L(x, θ)

∂2 lnL(x, θ)

∂2θ
dx+

∫
Rn

(
∂ lnL(x, θ)

∂θ

)2

L(x, θ)dx = 0

In(θ) = −
∫
Rn

∂2 lnL(x, θ)

∂θ2
L(x, θ)dx

In(θ)− E
[
∂2 lnL(X, θ)

∂θ2

]

5.7 Propriétés de la quantité d’information

5.7.1 L’additivité

Soit Y une variable aléatoire indépendante de X dont la loi dépend du
même paramètre θ. Soit f(x, θ), g(y, θ), h(x, y, θ) les densités de X, Y et du
couple (X, Y ) (resp.), d’information de Fisher IX(θ), IY (θ), I(θ) (resp.)
Si les domaines de définition de X, Y ne dépendent pas de θ alors :

I(θ) = IX(θ) + IY (θ)

Démonstration 5.7.1.1. Puisque X, Y sont indpendantes :

h(x, y, θ) = f(x, θ)g(y, θ)

lnh(x, y, θ) = ln f(x, θ) ln g(y, θ)

∂2 lnh(x, y, θ)

∂θ2
=
∂2 ln f(x, θ)

∂θ2
.
∂2 ln g(y, θ)

∂θ2

E

(
∂2 lnh(X, Y, θ)

∂θ2

)
= E

(
∂2 ln f(X, θ)

∂θ2

)
.E

(
∂2 ln g(Y, θ)

∂θ2

)
−I(θ) = −IX(θ)− IY (θ)⇒ I(θ) = IX(θ) + IY (θ)

Conséquence : Si le domaine de définition ne dépend pas de θ alors :
In(θ) = nI1(θ) avec

I1(θ) = −E
[
∂2 ln f(X, θ)

∂θ2

]
i.e : que chaque observation a la même importance. Ce qui n’est pas le cas
pour la loi uniforme sur [0, θ] où la plus grande observation est la plus inté-
ressante



5.7.2 Dégradation de l’information 50

Exemple 5.7.1.1. Soit X  N (µ, σ2). Calculer l’information de Fisher
apportée par un n-échantillon issu de X sur le paramètre µ.

In(µ) = n.I1(µ)

I1(µ) = −E
[
∂2 ln f(X,µ)

∂µ2

]
f(x, µ) =

1

σ
√

2π
e−

1
2σ2

(x−µ)2

∂ ln f(x, µ)

∂µ
=

1

σ2
(x− µ)

∂2 ln f(x, µ)

∂µ2
=
−1

σ2
⇒ In(µ) =

n

σ2

5.7.2 Dégradation de l’information

On montre que l’information portée par une statistique est inférieure ou
égale à celle apportée par un échantillon.
En effet :
soit T la statistique de densité g(t, θ) que l’on substitue à l’échantillon.
On a
L(x, θ) = g(t, θ)h(x, θ/t) où h(x, θ/t) est la densité conditionnelle de l’échan-
tillon.

lnL(x, θ) = ln g(t, θ) + lnh(x, θ/t)

∂2 lnL(x, θ)

∂θ2
=
∂2 ln g(t, θ)

∂θ2
+
∂2 lnh(x, θ/t)

∂θ2

En prennant l’espérance mathématique :

In(θ) = IT (θ)− E
(
∂2 lnh(x, θ/t)

∂θ2

)
= IT (θ) + In/T (θ)

D’où
IT (θ) ≤ In(θ) car In/T (θ) ≥ 0

Si T est suffisante In(θ) = IT (θ).

La réciproque est vraie si le domaine de X est indépendant de θ.

5.8 Borne de Cramer-Rao et estimateurs effi-
caces

Sous certaines conditions de régularité, à la fois pour la famille étudiée et
pour l’estimateur sans biais considéré, on peut montrer que sa variance ne



5.8 Borne de Cramer-Rao et estimateurs efficaces 51

peut descendre au-dessous d’un certain seuil qui est fonction de θ. Ce seuil,
appelé borne de Cramer-Rao, est intrinsèque à la forme de la densité (ou
de la fonction de probabilité) f(x, θ). L’intérêt de ce résultat est que, si l’on
trouve un estimateur sans biais dont la variance atteint ce seuil, alors il est
le meilleur possible (UMVUE) parmi les estimateurs sans biais «réguliers».

Théorème 5.8.0.1. (Inégalité de Cramer-Rao ou de Fréchet)
Soit T un estimateur sans biais pour θ de dimension 1. Sous certaines condi-
tions de régularité on a nécessairement, pour tout θ ∈ Θ :

Vθ(T ) ≥ 1

In(θ)

Si T est un estimateur sans biais de h(θ) :

Vθ(T ) ≥ [h
′
(θ)]2

In(θ)

Remarque 5.8.0.1. Les conditions de régularité, dans le cas continu, sont
les suivantes :

1. I(θ) existe pour tout θ ∈ Θ.

2. la dérivée par rapport à θ d’une intégrale sur la densité conjointe∫
· · ·
∫
f(x1, x2, ..., xn, θ)dx1dx2dxn

peut s’obtenir en dérivant à l’intérieur de l’intégrale.

3. la dérivée par rapport à θ de Eθ(T ) peut s’obtenir en dérivant à l’in-
térieur de l’intégrale correspondante.

4. le support de f(x, θ) est indépendant de θ.

Dans le cas discret les conditions portent sur les sommations en lieu et place
des intégrations.

Démonstration 5.8.0.1.

Cov(T,
∂ lnL(x, θ)

∂θ
) = E

(
T
∂ lnL(x, θ)

∂θ

)
puisque

∂ lnL(x, θ)

∂θ
est centrée

=

∫
Rn
t
∂ lnL(x, θ)

∂θ
L(x, θ)dx

=

∫
Rn
t
∂L(x, θ)

∂θ
dx

=
d

dθ

∫
Rn
tL(x, θ)dx

=
d

dθ
E(T )

= h
′
(θ)
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D’autre part l’inégalité de Schwartz donne :[
Cov(T,

∂ lnL(x, θ)

∂θ
)

]2

≤ V ar(T )V ar(
∂ lnL(x, θ)

∂θ
)

c’est à dire : [
h
′
(θ)
]2

≤ V ar(T )In(θ)

5.9 Estimateur efficace

Définition 5.9.0.1. On dit qu’un estimateur T est efficace si sa variance
est égale à la borne de Cramer Rao.

Vθ(T ) =
1

In(θ)

Si T est un estimateur sans biais de h(θ) :

Vθ(T ) =
[h
′
(θ)]2

In(θ)

Propriété :

Un estimateur sans biais efficace est convergent.
En effet :
T efficace ⇒ V (T ) = [h

′
(θ)]2

In(θ)
or In(θ) = n.I1(θ) et T sans biais.

lim
n→∞

eqm(T, θ) = lim
n→∞

V ar(T, θ) puisque T est san biais

= lim
n→∞

[h
′
(θ)]2

In(θ)

= lim
n→∞

[h
′
(θ)]2

n.I1(θ)
= 0

Donc T convergent.

Remarque 5.9.0.1. Un estimateur efficace T est un estimateur sans biais
de variance minimale.

Proposition 5.3. [10] La borne de Cramer-Rao n’est atteinte que :
— Si la famille de lois est dans la classe exponentielle.
— et pour l’estimation d’une fonction de reparamétrisation particulière

de θ, à savoir h(θ) = Eθ(
n∑
i=1

d(Xi)).
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Nous admettrons cette proposition. Ainsi il n’existe qu’une fonction de
θ qui puisse être estimée de façon «efficace». Pour déterminer cette fonction

il suffit de calculer l’espérance mathématique de
n∑
i=1

d(Xi) qui en est donc

l’estimateur efficace.

Exemple 5.9.0.1. Soit à estimer le paramètre λ dans la famille des lois
E(λ) de densités f(x, λ) = λe−λx pour x ≥ 0. Déterminons la borne de
Cramer-Rao. On a :

ln f(x, λ) = lnλ− λx
∂

∂λ
ln f(x, λ) =

1

λ
− x

∂2

∂λ2
ln f(x, λ) = − 1

λ2

D’où
I1(λ) = −E(− 1

λ2
) =

1

λ2

In(λ) = nI1(λ) =
n

λ2

et la borne de Cramer-Rao est donc égale à λ2

n
.

La borne de Cramer-Rao ne peut être atteinte que pour estimer la fonction

de λ pour laquelle
n∑
i=1

d(Xi) =
n∑
i=1

Xi est sans biais, à savoir E(
n∑
i=1

Xi) =

nE(X) =
n

λ
. En reparamétrant avec θ = h(λ) = 1

λ
, θ est alors la moyenne

de la loi et X est l’estimateur qui atteint la borne de Cramer-Rao pour θ.
Celle-ci est

[h
′
(λ)]2

In(λ)
=

(−1/λ2)2

n(1/λ2)
=

1

nλ2
=
θ2

n

On a

V (X) =
1

n
V (X) =

θ2

n
puisque θ2 =

1

λ2
est la variance de la loi.

et donc X est un estimateur efficace pour θ.

5.10 Généralisation (Cas multidimensionnel)

Statistique exhaustive

Soit le modèle statistique paramétrique : (X , (Pθ)θ∈Θ), avec θ ∈ Θ ⊂ Rp.
Soit (X1, X2, ..., Xn) un n-échantillon issu de X  f(x, θ), on suppose que
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f(x, θ) appartienne à la famille exponentielle :

f(x, θ) = a(θ)b(x). exp

p∑
j=1

cj(θ)dj(x)

Si X(Ω) ne dépend pas de θ.

La statistique (
n∑
i=1

d1(Xi),
n∑
i=1

d2(Xi), · · ·,
n∑
i=1

dp(Xi)) est exhaustive pour θ.

Information de Fisher

Soit X  f(x, θ), θ ∈ Θ ⊂ Rp. On note θ = (θ1, θ2, ..., θp)

On fait les hypothèses de régularité suivante :

H1)∀x, ∀θ, f(x, θ) > 0.

H2)∇θf existe , i.e : on peut dériver f par rapport à θi, ∀i = 1, ···, p. Pθ.p.s.

H3) On peut dériver au moins deux fois f(x, θ) par rapport à θi,∀i = 1, p

dériver
∫
f(x, θ)dx et permuter entre dérivation et intégration.

Remarque 5.10.0.1. ∇θf =
(
∂f
∂θ1
, ∂f
∂θ2
, · · ·, ∂f

∂θn

)
vecteur ligne (1, p). On ap-

pelle score S(x, θ) le vecteur (1, p) défini par ∇θ log f .

Définition 5.10.0.1. On appelle information en θ la matrice (p, p) de
variance-covariance de ∇θ log f(x, θ).

I(θ) = E(S
′
S)

Sous les hypothèses H1, H2, H3 on obtient, I(θ) : la matrice dont le terme
général Ii,j(θ),

Ii,j(θ) = −E
(
∂2 ln f(x, θ)

∂θi∂θj

)
I(θ) est une matrice définie positive.

Exemple 5.10.0.1. Prenons le cas de la loi N (µ, σ2), où (µ, σ2) incon-
nus.On a, en posant υ = σ2 :

f(x, µ, υ) =
1√
2πυ

e−
1
2υ

(x−µ)2

ln f(x, µ, υ) = −1

2
ln 2π − 1

2
ln υ − 1

2υ
(x− µ)2

∂
∂µ

ln f(x, µ, υ) = 1
υ
(x− µ) ∂

∂υ
ln f(x, µ, υ) = − 1

2υ
+ (x−µ)2

2υ2

En position (1,1) de la matrice I(µ, σ2) on trouve :

−E
(
∂2

∂µ2
ln f(x, µ, υ)

)
=

1

υ
=

1

σ2
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et en position (2,2) :

∂

∂υ
ln f(x, µ, υ) = − 1

2υ
+

1

2υ2
(x− µ)2

∂2

∂υ2
ln f(x, µ, υ) =

1

2υ2
− 1

υ3
(x− µ)2

−E
(
∂2

∂υ2
ln f(x, µ, υ)

)
=
−1

2υ2
+

1

υ2
E

(
(x− µ)2

υ

)
= − 1

2υ2
+

1

υ2
=

1

2υ2
=

1

2σ4

En position (1,2) ou (2,1) on a :

∂

∂µ
ln f(x, µ, υ) =

1

υ
(x− µ)

∂2

∂µ∂υ
ln f(x, µ, υ) =

−1

υ2
(x− µ)

−E
(

∂2

∂µ∂υ
ln f(x, µ, υ)

)
= 0

I1(θ) =

(
1
σ2 0

0 1
2σ4

)
⇒ In(θ) =

(
n
σ2 0

0 n
2σ4

)

5.11 Méthodes d’estimation

Les paramètres les plus fréquents à estimer sont la moyenne et la variance,
qui sont respectivement estimés par la moyenne et la variance empiriques.
Dans le cas où il n’y a pas d’estimateur évident, on en utilise quelque mé-
thodes, en prend comme exemples la méthode du maximum de vraisemblance
et la méthode des moments.

5.11.1 Méthode du maximum de vraisemblance

Définition 5.11.1.1. Soit un échantillon aléatoire (X1, X2, ..., Xn) dont la
loi mère appartient à une famille paramétrique de densités (ou fonctions de
probabilité) {f(x, θ), θ ∈ Θ} où Θ ⊂ Rk. On appelle fonction de vraisem-
blance de θ pour une réalisation donnée (x1, x2, ..., xn) de l’échantillon, la
fonction de θ :

L(x1, x2, .., xn, θ) =
n∏
i=1

f(xi, θ)

Remarque 5.11.1.1. L’expression de la fonction de vraisemblance est donc
la même que celle de la densité (ou fonction de probabilité) conjointe mais le
point de vue est différent.
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Définition 5.11.1.2. On appelle estimation du maximum de vraisem-
blance une valeur θ̂MV , s’il en existe une, telle que :

L(θ̂MV ) = sup
θ∈Θ

L(θ)

Une telle solution est fonction de (x1, x2, ..., xn), soit θ̂MV = h(x1, x2, ..., xn).
Cette fonction h induit la statistique θ̂MV = h(X1, X2, ..., Xn) appelée esti-
mateur du maximum de vraisemblance (EMV).

Remarque 5.11.1.2. Quand les densités conjointes sont des produits de
fonctions puissances et exponentielles, on a plutôt intérêt à maximiser lnL(θ),
appelée log-vraisemblance.

Cette méthode consiste à résoudre :

1.
∂

∂θ
lnL(θ) = 0

où
∂

∂θ
ln

n∏
i=1

f(xi, θ) = 0

où
n∑
i=1

∂

∂θ
ln f(xi, θ) = 0

Cette dernière égalité s’appelle l’équation de vraisemblance.

2.
∂2

∂θ2
lnL(θ) < 0

pour assurer l’existence du maximum de vraisemblance (EMV).

5.11.2 Exemples et propriétés

Exemple 5.11.2.1. 1. On souhaite estimer le paramètre d’une loi de
Poisson à partir d’un n échantillon. On a

P(x, λ) = Pλ(X = x) =
λxe−λ

x!

La fonction de vraisemblance s’écrit :

L(x1, x2, ..., xn, λ) =
n∏
i=1

e−λ
λxi

xi!
= e−nλ

n∏
i=1

λxi

xi!
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lnL(x1, x2, ..., xn, λ) = −λn+
n∑
i=1

ln
λxi

xi!

= −λn+ lnλ
n∑
i=1

xi +
n∑
i=1

ln(xi!)

La dérivée première du logarithme de la vraisemblance est

∂ lnL(x1, x2, ..., xn, λ)

∂λ
= −n+

n∑
i=1

xi

λ

⇒ n+

n∑
i=1

xi

λ
= 0

⇒ λ =
1

n

n∑
i=1

xi

La dérivée seconde

∂2 lnL(x1, x2, ..., xn, λ)

∂λ2
=

−
n∑
i=1

xi

λ2
≤ 0

Donc l’EMV

λ̂MV =
1

n

n∑
i=1

xi = X

2. Soit (X1, X2, ..., Xn) un n-échantillon issu de X → N (µ, σ2), trouver
l’estimateur EMV de µ et σ2.
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La densité de X est :

f(x, µ, σ2) =
1

σ
√

2π
e
−1

2σ2
(x−µ)2 , x > 0

L(x1, x2, ....xn, µ, σ
2) =

n∏
i=1

f(xi, µ, σ
2)

=

(
1

σ
√

2π

)n
e

−1
2

n∑
i=1

(
(xi − µ)

σ

)2

lnL(x, µ, σ2) = −n ln(σ
√

2π)− 1

2

n∑
i=1

(
xi − µ
σ

)2

∂ lnL(x, µ, σ2)

∂µ
=

n∑
i=1

(
xi − µ
σ

)2 = 0

⇒ 1

σ2

n∑
i=1

(xi − µ) = 0

⇒
n∑
i=1

(xi − µ) = 0⇒ nµ =
n∑
i=1

xi

⇒ µ̂ =
1

n

n∑
i=1

xi

∂2 lnL(x, µ, σ2)

∂µ2
=
−1

σ2
< 0

d’où l’EMV

µ̂MV =
1

n

n∑
i=1

xi = X

Proposition 5.4. Si T est une statistique exhaustive pour θ alors θ̂MV , s’il
existe, est fonction de T .

Ceci résulte immédiatement du théorème de factorisation.
En effet :
L(x, θ) = g(t, θ)h(x) et résoudre ∂

∂θ
lnL(x, θ) = 0 revient à résoudre ∂

∂θ
ln g(t, θ) =

0, donc θ̂ = f(t)

Proposition 5.5. [14] Si la famille de lois considérée répond à certaines
conditions de régularité et si elle admet un estimateur sans biais efficace
pour θ, alors l’EMV existe et est cet estimateur.

5.11.3 Caractéristiques de l’EMV

1. L(x, θ) n’a aucune raison d’être différentiable en θ.
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Exemple 5.11.3.1. Soit X = (X1, X2, ......, Xn) U [0, θ], alors :

L(x, θ) =
n∏
i=1

1

θ
1I[0,θ](xi)

=
1

θn
1Iinf xi≥01Isupxi≤θ

lnL(x, θ) = −n ln θ1I[0,θ](xi)

+ Alors
∂ lnL(x1, x2, ..., θ)

∂θ
= −n

θ
= 0 (5.1)

Mais l’équation (5.1) n’a pas de sens on peut écrire la fonction de
vraisemblance en fonction de θ sous la forme

1

θn
1I[supxi,∞[(θ)

Qui admet une maximum pour θ = supxi donc

θ̂ = supxi

Est l’estimateur du maximum de vraisemblance de θ

2. L’EMV n’est pas forcement sans biais, donc pas forcement
efficace.

Exemple 5.11.3.2. Reprenons l’exemple précédent :
Yn = supXi où :

FYn(y) = P(Yn ≤ y) =
yn

θn
, y ∈ [0, θ]

fYn(y) =
nyn−1

θn

E(Yn) =

∫ θ

0

nyn

θn
dy =

n

n+ 1
θ 6= θ.

Yn est baisé.
On en déduit un estimateur sans biais :

Ŷn =
n+ 1

n
supXi

V ar(Ŷn) = V ar(
n+ 1

n
supXi) =

(n+ 1)2

n2
V ar(supXi)

V ar(supXi) = V ar(Yn) = E(Y 2
n )− E2(Yn)

E(Y 2
n ) =

n

θn
η

∫ θ

0

yn+1dy =
n

n+ 1
θ2

V ar(Yn) =
n

n+ 2
θ2 − (n+ 1)2

n2
θ2

=
n

(n+ 2)(n+ 1)2
θ2
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V ar(
n+ 1

n
supXi) =

θ2

n(n+ 2)
→ 0 quand n→∞

3. L’EMV n’est pas unique.

Exemple 5.11.3.3. U[θ,θ+1], θ > 0. On considère un n-échantillon issu
de X :

L(x, θ) = 1I[θ≤inf xi≤supxi≤θ+1]

= 1I[θ≤inf xi]1I[θ≥supxi−1]

θ

1I[θ≤inf xi] 1 1 0

1I[θ≥supxi−1] 0 1 1

L 0 1 0

Tout estimateur θ̂ compris entre θ̂1 = supXi − 1 et θ̂2 = infXi− est
un EMV. θ̂ est unique si supXi = infXi + 1.

Comportement asymptotique de l’EMV

Proposition 5.6. Soit l’échantillon X1, X2, ..., Xn issu de la densité (ou
fonction de probabilité) f(x, θ) où Θ ⊂ R, répondant à certaines conditions
de régularité qui garantissent notamment l’existence d’un EMV θ̂MV

n pour
tout n. On considère la suite {θ̂MV

n } quand n croît à l’infini. Alors cette suite
est telle que :

√
n(θ̂MV

n − θ) L→ N (0,
1

I(θ)
)

Ceci résulte immédiatement d’une application indirecte de la loi des grands
nombres et du théorème central limite.

Le résultat énoncé dans cette proposition implique les propriétés sui-
vantes :

1. θ̂MV
n est asymptotiquement sans biais, i.e. E(θ̂MV

n ) −→n−→∞ θ.

2. pour n tendant vers l’infini, la variance de θ̂MV
n se rapproche de

1/(nI(θ)). On dit que θ̂MV
n est asymptotiquement efficace.

3. θ̂MV
n converge vers θ en moyenne quadratique (avec un choix adéquat

de conditions de régularité on démontre que θ̂MV
n converge presque

sûrement p.s).
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4. θ̂MV
n tend à devenir gaussien quand n s’accroît.

Résumé :
L’EMV est un estimateur BAN (Best Asymptotically Normal).

5.12 Méthode des moments

Soit à considérer le cas d’un paramètre à une dimension. Pour une réali-
sation x1, x2, ..., xn de l’échantillon la méthode consiste alors à choisir pour
estimation de θ la valeur telle que la moyenne théorique µ(θ) (ou premier
moment de la loi) coincide avec la moyenne empirique x̄.

Exemple 5.12.0.1. 1. Pour la loi E(λ), par exemple, l’estimation de λ
sera λ̂M telle que 1

λ̂M
= x̄, soit λ̂M = 1

x̄
.

2. Pour la loi BN (r, p) avec r connu, l’estimation de p sera p̂M telle que

r(1− p̂M)

p̂M
= x̄ d’où p̂M =

r

r + x̄

Pour un paramètre de dimension 2 l’estimation résulte de la résolution de
deux équations, l’une reposant sur le premier moment, l’autre sur le moment
d’ordre 2.

Exemple 5.12.0.2. 1. Prenons le cas de la loi de Gauss avec (µ, σ2)

comme paramètre, dont le premier moment est µ lui-même et le mo-
ment d’ordre 2 est E(X2) = µ2 + σ2.
On résout donc 

µ = X̄

µ2 + σ2 = 1
n

n∑
i=1

X2
i

d’où µ̂M = X̄ et σ̂2
M

= 1
n

n∑
i=1

X2
i − X̄2 = S2.

La moyenne et la variance théoriques sont donc estimées naturelle-
ment par la moyenne et la variance empiriques.

2. Prenons le cas de la loi de Gumbel de paramètre (α, β), dont la moyenne
est α + γβ, où γ est la constante d’Euler, et la variance est π2β2/6.
On résout : 

α + γβ = X̄

(α + γβ)2 + π2β2

6
= 1

n

n∑
i=1

X2
i
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ou, de façon équivalente, {
α + γβ = X̄
π2β2

6
= S2

ce qui donne la solution β̂M =
√

6
π
S et α̂M = X̄ − γ

√
6

π
S

Définition 5.12.0.1. Soit un n-éhantillon aléatoire (X1, X2, ..., Xn) dont la
loi mère appartient à une famille paramétrique de paramètre inconnu θ ∈ Θ,
où Θ ⊆ Rk, et telle que pour tout θ ∈ Θ il existe un moment µk(θ) l’ordre
k. Si, pour toute réalisation (x1, x2, ..., xn) de (X1, X2, ..., Xn) le système à k
équation 

µ1(θ) = m1

µ2(θ) = m1

·
·
·
µk(θ) = mk

(où mr dénote la réalisation du moment empirique d’ordre r : mr = 1
n

n∑
i=1

xri )

admet une solution unique, cette solution est appelée estimation des moments
de θ. La fonction(de Rn dans Rk) qui à toute réalisation (x1, x2, ..., xn) fait
correspondre cette solution définit, en s’appliquant à (X1, X2 , ..., Xn), une
statistique à valeurs dans Rk appelée estimateur des moments de θ.



Chapitre 6

Estimation paramétrique par
intervalle de confiance

Dans le chapitre précédent, l’objectif était de donner une valeur unique
pour estimer le paramètre inconnu θ par l’estimation ponctuelle. mais elle
n’apporte aucune information sur la précision des résultats, c’est-à-dire qu’elle
ne tient pas compte des erreurs dues aux fluctuations d’échantillonnage.

Pour évaluer la confiance que l’on peut avoir en une estimation, il est
nécessaire de lui associer un intervalle qui contient, avec une certaine pro-
babilité, la vraie valeur du paramètre, c’est l’estimation par intervalle de
confiance.

6.1 Définition et principe de construction

Définition 6.1.0.1. Soit X1, X2, , Xn un échantillon aléatoire issu d’une loi
de densité (ou fonction de probabilité) f(x, θ) où θ ∈ Θ est un paramètre
inconnu de dimension 1. On appelle procédure d’intervalle de confiance de
niveau β tout couple de statistiques (T1, T2) tel que, quel que soit θ ∈ Θ, on
ait :

P(T1 ≤ θ ≤ T2) ≥ β

En pratique on choisira β assez élevé : couramment β = 0, 95. Ainsi, il y a
une forte probabilité pour que l’intervalle à bornes aléatoires [T1, T2] contienne
la vraie valeur de θ.

Exemple 6.1.0.1. . Soit X  N (µ, 1). On a :

X − µ
1√
n

−→ N (0, 1)

63
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d’où

P(−1.96 <
X − µ

1√
n

< 1.96) = 0.95

P(
−1.96√

n
< X − µ < 1.96√

n
) = 0, 95

P(X − 1.96√
n
< µ < X +

1, 96√
n

) = 0.95

et donc l’intervalle [X − 1.96√
n
< µ < X + 1.96√

n
] constitue une procedure d’in-

tervalle de confiance (IC) de niveau 0.95.

Définition 6.1.0.2. Dans le contexte de la définition (6.1.0.1), soit x1, x2, , xn

une réalisation de X1, X2, , Xn conduisant à la réalisation (t1, t2) de (T1, T2).
Alors l’intervalle [t1, t2] est appelé intervalle de confiance de niveau β pour θ
et l’on note :

ICβ(θ) = [t1, t2].

L’intervalle de confiance est donc l’application numérique de la procédure
suite à la réalisation de l’échantillon. Supposons que dans l’exemple précédent,
avec un échantillon de taille 9, on ait observé la valeur 6 pour la moyenne
de cet échantillon, alors :

IC0.95(µ) =

[
6− 1.96√

n
, 6 +

1.96√
n

]
= [5.35, 6.65]

.

Remarque 6.1.0.1. S’il s’agit d’estimer une fonction h(θ) bijective, par
exemple strictement croissante, du paramètre θ, il suffit de prendre l’inter-
valle [h(t1), h(t2)]

6.2 Construction des IC classiques

6.2.1 Intervalle de confiance pour les paramètres d’une
loi normale

Intervalle de l’espérance µ d’une loi N (µ, σ2)

a) Cas où σ2 est connue :
le cas où σ2 est connu a été traité dans l’exemple 6.1.0.1 où, par
commodité, on a supposé σ2 = 1. L’IC obtenu est donc :

IC0,95(µ) = [x− 1, 96
σ√
n
, x+ 1, 96

σ√
n

]
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b) Cas où σ2 est inconnue :

On a S∗2 = 1
n−1

n∑
i=1

(Xi −X)2 est un estimateur sans biais de σ2 et

Xi −X
σ

 N (0, 1)⇒
n∑
i=1

(Xi −X)2

σ2
 χ2

n−1

D’aprés la décomposition de S2 :
n∑
i=1

(Xi − µ)2 =
n∑
i=1

(Xi −X)2 + n(X − µ)2

en dévisant par σ2 :

n∑
i=1

(
Xi − µ
σ

)2

=
nS2

σ2
+

(
X − µ

σ√
n

)2

On a :
n∑
i=1

(
Xi − µ
σ

)2

 χ2
n. Comme somme de n carrés de variables

aléatoires centrées réduites.(
X − µ

σ√
n

)2

 χ2
1

on en déduit que
nS2

σ2
→ χ2

n−1

nS2

σ2
=

(n− 1)S∗2

σ2
 χ2

n−1

Alors la variable aléatoire :
X−µ
σ√
n√

(n−1)S∗2

σ2(n−1)

=
X − µ
S∗
√
n −→ Tn−1 Student

L’intervalle de probabilité est :

P
(
−tα

2
≤ X̄ − µ

S∗
√
n ≤ tα

2

)
= 1− α

P(|Tn−1| ≤ tα) = 1− α
ou bien P(|Tn−1| > tα) = α (tα est lue de la table de Student à n-1 d.d.l)

D’où l’intervalle de confiance pour µ si la variance est inconnue est

x− tα
2

S∗√
n
≤ µ ≤ x+ tα

2

S∗√
n
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Exemple 6.2.1.1. Pour un niveau de risque α = 5%, une taille d’échantillon
n = 10, une réalisation de la variance empirique corrigée S∗2 = 15.21 et une
réalisation de la moyenne empirique xn = 5.6, on obtient une réalisation de
l’intervalle de confiance égale à :

IC0.95(µ) =

[
x̄− tα

2

S∗√
n
, x̄+ tα

2

S∗√
n

]
=

[
5.6− 2.2622

√
15.21√

10
, 5.6 + 2.2622

√
15.21√

10

]
= [5.3059, 5.8940]

Intervalle de confiance pour σ2 d’une loi N (µ, σ2)

a) µ connu :

On a : T = 1
n

n∑
i=1

(Xi − µ)2 est le meilleur estimateur de σ2.

nT
σ2 =

n∑
i=1

(
Xi − µ
σ

)2

 χ2
n comme somme de n carrés de variable

aléatoire N (0, 1).
Un intervalle de probabilité pour la variable aléatoire χ2(n) est (les
bornes de l’intervalle sont lues sur la table loi du chi-deux) :
P(χ2

α/2(n) ≤ χ2(n) ≤ χ2
1−α/2(n)) = 1− α.

L’intervalle de confiance pour σ2 est :

nt

χ2
1−α/2

≤ σ2 ≤ nt

χ2
α/2

La figure suivante réprésente la densité de la loi de χ2 de paramètre n
et définition du quantile zn,α tel que zn,α ≈ χ2

n,1−α
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Exemple 6.2.1.2. Soit X une variable aléatoire suivant la loi nor-
male N (40, σ). Pour estimer la variance, on prélève un échantillon de
taille n=25 et on calcule la valeur de la statistique T (définie précé-
demment) pour cet échantillon. On obtient t=12.
-Intervalle de confiance bilatéral, à risques symétriques, pour la va-
riance.
-Niveau de confiance : 1− α = 0.95.
- La statistique nT

σ2 suit une loi du chi-deux à n=25 degrés de liberté.
On obtient successivement :

P(χ2
0.025(25) ≤ χ2(25) ≤ χ2

0.975(25)) = P(13.120 ≤ χ2(25) ≤ 40.644)

P(13.120 ≤ 25× 12

σ2
≤ 40.644) = P(

25× 12

40.644
≤ σ2 ≤ 25× 12

0.025
)

= P(7.381 ≤ σ2 ≤ 22.866) = 0.95.

L’IC obtenu est donc : [7.381, 22.866].

b) µ inconnu :

On a
(n− 1)S∗2

σ2
−→ χ2

n−1

d’où

P
(
χ2
α
2
(n− 1) ≤ (n− 1)S∗2

σ2
≤ χ2

1−α
2
(n− 1)

)
= 1− α

où χ2
α(n− 1) dénote le quantile d’ordre α de la loi χ2(n− 1). On peut

directement isoler σ2 pour obtenir :

P

(
(n− 1)S∗2

χ2
1−α

2

≤ σ2 ≤ (n− 1)S∗2

χ2
α
2

)
= 1− α

et

IC1−α(σ2) =

[
(n− 1)S∗2

χ2
1−α

2

,
(n− 1)S∗2

χ2
α
2

]
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Exemple 6.2.1.3. Pour un niveau de risque α = 5%, une taille
d’échantillon n = 16, une réalisation de S∗2 = 15.246, on obtient
une réalisation de l’intervalle de confiance égale à :

IC0.95(σ2) = [
(n− 1)S∗2

χ2
1−α

2

,
(n− 1)S∗2

χ2
α
2

]

= [
15× 15.246

27.488
,
15× 15.246

6.262
]

= [8.319, 36.520]

6.2.2 Estimation et intervalle de confiance d’une pro-
portion

Suite au théorème central limite nous avons que la loi B(n, p) de Sn =
n∑
i=1

Xi peut être approchée convenablement par la loi de Gauss N (np, np(1−

p)) pourvu que np > 5 et n(1− p) > 5. D’où le résultat :

Sn − np√
np(1− p)

 N (0, 1)

qui met en évidence une v.a. de loi asymptotiquement indépendante de p et
aussi

P

(
−Uα/2 <

Sn − np√
np(1− p)

< Uα/2

)
= 1− α

L’intervalle de confiance, en fonction de la fréquence relative observée de
p̂ = Sn

n
est

IC(P ) =

P̂ − Uα/2
√
P̂ (1− P̂ )

n
, P̂ + Uα/2

√
P̂ (1− P̂ )

n


Uα/2 est lue sur la table N (0, 1)

Exemple 6.2.2.1. Dans un échantillon pris au hasard de 100 automobilistes,
on constate que 25 d’entre eux possèdent une voiture de cylindrée supérieure
à 1 600 cc.
Quel est l’intervalle de confiance pour la proportion d’automobilistes possé-
dant une voiture de cylindrée supérieure à 1 600 cc (intervalle bilatéral, à
risques symétriques, seuil de confiance 95 %) ?
Un estimateur non biaisé pour la proportion p est donné par la fréquence

p̂ =
25

100
= 0.25.
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Intervalle de confiance pour p, on utilise l’approximation normale :

IC(P ) =

[
p̂− Uα/2

√
p̂(1− p̂)

n
, p̂+ Uα/2

√
p̂(1− p̂)

n

]

=

[
0.25−

√
0.25(1− 0.25)

100
, 0.25 + 1.96

√
0.25(1− 0.25)

100

]
= [0.165, 0.335]



Chapitre 7

Les tests statistiques
paramétriques

7.1 Introduction

Un test d’hypothèses est un mécanisme qui permet de trancher entre deux
hypothèses complémentaires au vu des observations réalisées sur un échan-
tillon.
Un test statistique est une mise à l’épreuve d’une hypothèse concernant une
population sur la base de données fournie à partir d’un échantillon représen-
tatif de population, qui permet de prendre la décision d’accepter ou de rejeter
les hypothèses.

Dans la théorie des tests d’hypothèses et en pratique, on distingue deux
catégories de tests :

1. Tests paramétriques : tester certaine hypothèse relative à un ou plu-
sieurs paramètres d’une variable aléatoire de densité de probabilité
connue.

2. Tests non paramétriques : utilisés lorsqu’on a à faire à un échantillon
aléatoire dont la loi est complètement inconnue.
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Problématique

Hypothèses

Échantillonnage

Résultats

Interprétation des résultats

Décision

ACCEPTE Hypothèses REJETTE Hypothèses

Figure 7.1 – La démarche scientifique des tests statistiques
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7.2 Notions générales

Définition 7.2.0.1. Un test statistique est une procédure de décision entre
deux hypothèses concernant un ou plusieurs échantillons.

Un test statistique permet de trancher entre deux hypothèses :
Hypothèse nulle notée H0 : c’est l’hypothèse à tester.
Hypothèse alternative notée H1 : hypothèse contraire.

Définition 7.2.0.2. Une hypothèse statistique est une assertion (affirma-
tion) sur la distribution d’une ou plusieurs variables ou sur les paramètres
des distributions

Il existe deux sorte d’hypothèses : hypothèse simple et composite.
Si l’hypothèse est réduite à un seul paramètre de l’espace des paramètres, on
parlera d’hypothèse simple sinon on parlera d’hypothèse composite (multiple).
H0 : θ = θ0 hypothèse simple.
H1 : θ > θ0, H1 : θ < θ0, H1 : θ 6= θ0 sont composites (multiples).

La nature de H0 détermine la façon de formuler H1 par conséquent la
nature unilatérale ou bilatérale du test.

Définition 7.2.0.3. Un test unilatéral gauche est un test de la forme
H0 : θ = θ0 contre H1 : θ < θ0. Un test unilatéral droit est un test de la
forme H0 : θ = θ0 contre H1 : θ > θ0

Définition 7.2.0.4. Un test bilatéral est un test de la forme H0 : θ = θ0

contre H1 : θ 6= θ0

7.3 Test d’une hypothèse simple avec alterna-
tive simple

L’espace paramétrique Θ ne comprend donc que deux valeurs θ0 et θ1, la
valeur θ0 étant la valeur spécifiée à tester, i.e. :

H0 : θ = θ0 contre H1 : θ = θ1.

Un test pour H0 est une règle de décision fondée sur la valeur réalisée t d’une
statistique T appelée statistique de test. Sauf exception la statistique T sera à
valeurs dans R, nous le supposerons implicitement. La règle est comme suit :
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— si t ∈ A (une partie de R) on accepte H0 ,
— si t ∈ A (partie complémentaire) on rejette H0 . La région A, qui est

généralement un intervalle, sera appelée région d’acceptation et A
région de rejet.

Une telle règle de décision recèle deux types d’erreur possibles du fait que la
vraie valeur du paramètre est inconnue :

— rejeter H0 alors qu’elle est vraie (i.e. θ = θ0) : erreur de première
espèce.

— accepter H0 alors qu’elle est fausse (i.e. θ = θ1) : erreur de deuxième.
espèce

Définition 7.3.0.1. On appelle risque de première espèce la valeur α telle
que :

Pθ0 = (T ∈ A)

c’est à dire la probabilité de rejeter H0 alors qu’elle est vraie, α s’appelle
aussi niveau de signification.

Remarque 7.3.0.1. Il est usuel de noter cette probabilité P(T ∈ A|H0)

même s’il ne s’agit pas là d’une probabilité conditionnelle et, dorénavant,
nous adopterons cette notation commode.

Définition 7.3.0.2. On appelle risque de deuxième espèce la valeur β telle
que :

Pθ1 = (T ∈ A)

c’est à dire la probabilité de rejeter H1 alors qu’elle est vraie β est notée aussi
P(T ∈ A|H1).

Remarque 7.3.0.2. Il est essentiel de garder à l’esprit que dans une procé-
dure de test on contrôle le risque α mais pas le risque β. En d’autres termes,
dans un test, on souhaite avant tout limiter à un faible niveau le risque de
rejeter à tort la spécification H0, se souciant moins d’accepter à tort, quand
H1 est vraie, cette même spécification.

Question : Comment choisir la variable de décision ? Il ne suffit pas de
choisir n’importe quelle statistique de loi connue sous H0. Il est naturel de
poser comme exigence que la statistique ait une plus forte propension à tom-
ber dans la région de rejet quand H1 est la bonne hypothèse, ce que nous
transcrivons mathématiquement par la condition que la probabilité de reje-
ter H0 soit plus élevée sous H1 que sous H0, et si possible nettement plus
élevée. Toute la recherche, intuitive ou non, d’une bonne statistique de test
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repose sur ce principe que nous allons maintenant formaliser avec la notion
de puissance.

Définition 7.3.0.3. On appelle puissance d’un test la probabilité de re-
jeter H0 alors qu’elle est effectivement fausse soit, dans les notations précé-
dentes :

P(T ∈ A|H1)

Cette probabilité n’est rien d’autre que 1− β

Ces différentes situations sont résumées dans le tableau suivant :

décision
réalité

H0 est vraie H0 est fausse

H0 est acceptée
Bonne décision Niveau de

confiance 1− α
Mauvaise décision Erreur β

de seconde espèce

H0 est rejetée
Mauvaise décision Erreur α

de prmière espèce
Bonne décision Puissance

de test 1− β

Définition 7.3.0.4. On dit qu’un test est sans biais si sa puissance est
supérieure ou égale à son risque α, soit :

P(T ∈ A|H1) ≥ P(T ∈ A|H0)

Remarque 7.3.0.3. Le terme ”sans biais” n’a pas de rapport direct avec la
notion de biais d’un estimateur.

Comparaison de tests :

Définition 7.3.0.5. On dit que le test τ1 est plus puissant que le test τ2 au
niveau α s’il est de niveau α, si τ2 est de niveau égal (ou inférieur) à α et si
la puissance de τ1 est supérieure à celle de τ2.

L’objectif sera finalement de rechercher le test le plus puissant parmi tous.
Dans le cas où H0 et H1 sont des hypothèses simples il existe un tel test, mais
cela n’est pas nécessairement vrai dans le cas où l’hypothèse alternative est
multiple.

Exemple 7.3.0.1. Supposons que deux machines A et B produisent le même
type de produit, mais la machine A fournit un produit plus cher de qualité
supérieure. La qualité d’un produit se mesure à une entité aléatoire qui est
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de loi N (5, 1) pour la machine A et N (4, 1) pour la machine B. Un client
achète le produit le plus cher par lots de 10 et désire développer un test pour
contrôler qu’un lot donné provient bien de la machine A. Comme accuser le
producteur à tort peut avoir de graves conséquences, il doit limiter le risque
correspondant et tester H0 : µ = 5 contre H1 : µ = 4 à un niveau 0, 05 par
exemple.
Il semble naturel d’utiliser comme statistique de test la moyenne X du lot.
Sous H0 sa loi est N (5, 1/10) et l’on a alors l’intervalle de probabilité 0,95 :

[5− 1.96/
√

10, 5 + 1.96
√

10],

Soit [4.38, 5.62]. D’où une règle de décision simple :
— accepter H0 si la réalisation x̄ (moyenne du lot considéré) de X est

dans [4.38, 5.62],
— rejeter sinon.

Il est possible de calculer la puissance de ce test puisque la loi de X est connue
sous H1 : c’est la loi N (4, 1/10). Le risque de deuxième espèce vaut :

P(4.38 < X < 5.62|H1) = P(
4.38− 4

1/
√

10
< Z <

5.62− 4

1/
√

10
) avec Z → N (0, 1)

= P(1.20 < Z < 5.12)

≈ 0.115

D’où une puissance d’environ 0.885.

7.4 Test du rapport de vraisemblance simple

Définition 7.4.0.1. On appelle test du rapport de vraisemblance (RV)
de l’hypothèse H0 : θ = θ0 contre. H1 : θ = θ1 au niveau α, le test défini par
la région de rejet de la forme :{

L(x1, x2, ...., xn, θ0)

L(x1, x2, ...., xn, θ1)
< kα

}
où kα est une valeur (positive) déterminée en fonction du risque de première
espèce α.

Définition 7.4.0.2. On appelle test du rapport de vraisemblance (RV)
de l’hypothèse H0 : θ = θ0 contre. H1 : θ = θ1 au niveau α, le test défini par
la région de rejet de la forme :{

L(x1, x2, ...., xn, θ1)

L(x1, x2, ...., xn, θ0)
> kα

}
où kα est une valeur (positive) déterminée en fonction du risque de première
espèce α.
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7.4.1 La méthode de Neyman et Pearson

Soit X une variable aléatoire de densié f(x, θ) où θ est un paramètre réel
inconnu. Il s’agit de tester :

H0 : θ = θ0 contre H1 : θ = θ1

Supposons α connu et soit A une région critique de Rn telle que :∫
A

L(x1, ..., xn, θ0)d(x1, ..., xn) = α = P(A/H0)

Il s’agit de maximiser : 1 − β =
∫
A
L(x1, ..., xn, θ1)d(x1, ..., xn) = P(A/H1),

on peut écrire

1− β =

∫
A

L(x1, ..., xn, θ1)

L(x1, ..., xn, θ0)
L(x1, ..., xn, θ0)d(x1, ..., xn)

Théorème 7.4.1.1. (Neyman-Pearson)
La région critique optimale est définie par l’ensemble des points de Rn tels
que :

L(x1, x2, ...., xn, θ1)

L(x1, x2, ...., xn, θ0)
> kα

Démonstration 7.4.1.1. 1. S’il existe une constante kα, telle que l’en-
semble A des points de Rn où :

L(x1, x2, ...., xn, θ1)

L(x1, x2, ...., xn, θ0)
> kα

Soit de probabilité α sous H0 : P(A|H0) = α, alors cette région critique
réalise le maximum de 1− β.
En effet
Soit A∗ une autre région de Rn |P(A

∗|H0) = α. A∗ diffère alors de A
par des points où :

L(x1, x2, ...., xn, θ1)

L(x1, x2, ...., xn, θ0)
≤ kα.∫

A

L(x1, x2, ...., xn, θ1)

L(x1, x2, ...., xn, θ0)
L(x1, x2, ..., θ0)d(x1, ..., xn)

diffère de∫
A
∗

L(x1, x2, ...., xn, θ1)

L(x1, x2, ...., xn, θ0)
L(x1, x2, ..., xn, θ0)d(x1, ..., xn)

pour les parties non communes à A et A∗

P(A|H0) = P(A
∗|H0) = α
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P(A− A∗|H0) = P(A
∗ − A|H0)

On pose x = x1, x2, ..., xn∫
A−A∗

L(x, θ1)

L(x, θ0)
L(x, θ0)dx >

∫
A
∗−A

L(x, θ1)

L(x, θ0)
L(x, θ0)dx

En effet :∫
A−A∗

L(x, θ1)

L(x, θ0)
L(x, θ0)dx =

L(ζ̀ , θ1)

L(ζ̀ , θ0)
P(A− A∗|H0) avec ζ̀ ∈ A− A∗

∫
A
∗−A

L(x, θ1)

L(x, θ0)
L(x, θ0)dx =

L(ζ, θ1)

L(ζ, θ0)
P(A

∗ − A|H0) avec ζ ∈ A∗ − A

Alors
L(ζ̀ , θ1)

L(ζ̀ , θ0)
≤ kα ≤

L(ζ, θ1)

L(ζ, θ0)

D’où 1) est démontré

Proposition 7.1. Le test du RV est sans biais.

Démonstration 7.4.1.2. Puisque L(x, θ1) > kαL(x, θ0). D’où∫
A

L(x, θ1)dx > kα

∫
A

L(x, θ0)dx

Si kα > 1, la proposition est triviale.
Si kα < 1 : ceci revient à montrer que β < 1− α.
β = P(A|H1) et 1− α = P(A|H0).

A = {x = (x1, .., xn) ∈ Rn :
L(x, θ1)

L(x, θ0)
≤ kα}

Donc ∫
A

L(x, θ1)dx < kα

∫
A

L(x, θ0)dx

D’où ∫
A

L(x, θ1)dx <

∫
A

L(x, θ0)dx

i.e : β < 1− α, d’où le résultat.
Conclusion : Les test de RV (Le test N-P) sont sans biais.

Exemple 7.4.1.1. Soit (X1, X2, ..., Xn) un n-échantillon issu de X → N (µ, 1).

1. Tester au niveau α = 5% , H0 : µ = µ0 contre H1 : µ = µ1, µ0, µ1

données µ1 > µ0.

2. Calculer la puissance du test.
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3. A.N µ0 = 0, µ1 = 2, x̄ = 0.6, n = 16.

4. Que se passera-t-il si H1 : µ1 = 0.5 ?

A = {(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn,
L((x1, x2, ..., xn, µ1)

L((x1, x2, ..., xn, µ0

> kα}

L((x1, x2, ..., xn, µ1)

L((x1, x2, ..., xn, µ0

=

1
(
√

2π)n
exp

−1
2

n∑
i=1

(xi − µ1)2

1
(
√

2π)n
exp

−1
2

n∑
i=1

(xi − µ0)2

= exp

−1
2

n∑
i=1

(xi − µ1)2

. exp

1
2

n∑
i=1

(xi − µ0)2

ln
L((x1, x2, ..., xn, µ1)

L((x1, x2, ..., xn, µ0)
> ln kα ⇒ −1

2

n∑
i=1

(xi − µ1)2 +
1

2

n∑
i=1

(xi − µ0)2 > ln kα

⇒ −1

2

n∑
i=1

x2
i + µ1

n∑
i=1

xi −
n

2
µ2

1 +
1

2

n∑
i=1

x2
i

+ µ0

n∑
i=1

xi +
n

2
µ2

0 > ln kα

⇒ (µ1 − µ0)
n∑
i=1

xi −
n

2
(µ2

1 − µ2
0) > ln kα

⇒ (µ1 − µ0)
n∑
i=1

xi >
n

2
(µ2

1 − µ2
0) + ln kα

⇒
n∑
i=1

xi > Kα.

D’où

A = {(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn,
n∑
i=1

xi > kα}

P(A|H0) = α sous H0 :
n∑
i=1

xi → N (nµ0, n)

P(
n∑
i=1

Xi > kα) = α⇒ P(

n∑
i=1

Xi − nµ0

√
n

>
kα − nµ0√

n
) = 1− α

kα − nµ0√
n

= φ−1
N (0,1)(1− α)
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(φ fonction de répartition de N (0, 1)). Alors :

kα = nµ0 +
√
nφ−1
N (0,1)(1− α)

A.N : µ0 = 0, µ2 = 2,
n∑
i=1

xi = nx = 16.0.6 = 9.6, n = 16

φ−1
N (0,1)(1− α) = φ−1

N (0,1)(0.95) = 1, 64.
Kα = 16× 0 +

√
16× 1.64 = 4× 1.64 = 6.56.

On a
n∑
i=1

xi = 9.6 > Kα = 6.56⇒ on rejette H0.

Puissance du test

1− β = P(A|H1) = PH1(
n∑
i=1

Xi > kα)

= P(

n∑
i=1

Xi − nµ1

√
n

>
kα − nµ1√

n
)

= 1− P(

n∑
i=1

Xi − nµ1

√
n

≤ kα − nµ1√
n

)

= 1− φN (0,1)(
kα − nµ1√

n
)

= 1− φN (0,1)(
nµ0 +

√
nφ−1(1− α)− nµ1√

n
)

= 1− φN (0,1)(
n(µ0 − µ1) +

√
nφ−1(1− α)√
n

)

= 1− φN (0,1)(
√
n(µ0 − µ1) + φ−1(1− α))

= 1− φ[4(−2) + 1.64]

= 1− φ(−6.36)

= 1− [1− φ(6.36)] = φ(6.36)

= φ(6.36) = 1

⇒ β = 0

Si µ1 = 0.5, la région critique ne change pas la puissance du test.
1− β = φ(0.36) = 0.64⇒ β = 0.36 (grand).

7.5 Tests d’hypothèses multiples

Définition 7.5.0.1. Soit H0 : θ ∈ Θ0 une hypothèse nulle multiple et α(θ)

le risque de première espèce pour la valeur θ ∈ Θ0. On appelle niveau du test
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(ou seuil du test) la valeur α telle que :

α = sup
θ∈Θ0

α(θ)

De même si l’hypothèse alternative H1 : θ ∈ Θ1 est multiple le risque de
deuxième espèce est une fonction β(θ) ainsi que la puissance. On définit
alors la fonction puissance du test :

h(θ) = 1− β(θ) = Pθ(T ∈ A) définie pour tout θ ∈ Θ1

Définition 7.5.0.2. On dit qu’un test est sans biais si sa fonction puissance
reste supérieure ou égale à son niveau α, soit :

Pθ(T ∈ A) ≥ α pour tout θ ∈ Θ1

Définition 7.5.0.3. On dit que le test τ1 de niveau α est uniformément plus
puissant que le test τ2 au niveau α s’il est de niveau α, si τ2 est de niveau égal
(ou inférieur) à α et si la fonction puissance de τ1 reste toujours supérieure
ou égale à celle de τ2, mais strictement supérieure pour au moins une valeur
de θ ∈ Θ1 ie ∀θ ∈ Θ1 h1(θ) ≥ h2(θ) et ∃ θ∗ ∈ Θ1 tel que h1(θ∗) > h2(θ∗), où
h1(θ) et h2(θ) sont les fonctions puissance respectives des tests τ1 et τ2.

7.5.1 Tests d’hypothèses multiples unilatérales

Nous considérons des situations de test du type :

H0 : θ ≤ θ0 contre H1 : θ > θ0

H0 : θ ≥ θ0 contre H1 : θ < θ0

Proposition 7.2. [10] S’il existe une statistique T = t(X1, X2, , Xn) exhaus-
tive minimale à valeurs dans R et si, pour tout couple (θ, θ̀) tel que θ < θ̀. le
rapport de vraisemblance L(x1, x2, ..., xn, θ)/L(x1, x2, ..., xn, θ̀) est une fonc-
tion monotone de t(x1, x2, , xn), alors il existe un test uniformément le plus
puissant pour les situations d’hypothèses unilatérales et la région de rejet est
soit de la forme t(x1, x2, , xn) < k, soit de la forme t(x1, x2, , xn) > k.

Cas particulier : Si la loi mère est dans une famille appartenant à la
classe exponentielle,i.e f(x, θ) = a(θ)b(x) exp{c(θ)d(x)} et si la fonction c(θ)
est monotone, alors il existe un test uniformément le plus puissant pour les
situations d’hypothèses unilatérales et la région de rejet est soit de la forme
n∑
i=1

d(xi) < kα, soit de la forme
n∑
i=1

d(xi) > kα.
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Exemple 7.5.1.1. Soit la loi mère N (0, 1) où µ inconnu. Testons
H0 : µ ≤ µ0 contre H1 : µ > µ0. La densité de la loi mère est :

f(x, µ) =
1√
2π

exp{−1

2
(x− µ)2} =

1√
2π

exp{−1

2
(x2)} exp{−1

2
µ2} exp{µx}

Ici c(µ) = µ et d(x) = x. Le test UPP a donc une région de rejet de la forme
n∑
i=1

xi > k ou
n∑
i=1

xi < kα.

Pour trouver le sens correct de l’inégalité il faut repartir du rapport de
vraisemblance

L(x1, x2, ..., xn, µ)

L(x1, x2, ..., xn, µ̀)

qui varie comme exp{(µ− µ̀)
n∑
i=1

xi} et pour µ < µ̀,

est donc une fonction décroissante de
n∑
i=1

xi Ainsi un RV inférieur à kα est

équivalent à
n∑
i=1

xi > k̀ ⇒ x >
`̀
k.

X̄ est de loi N (µ0,
1√
n
) pour µ = µ0 Pour un niveau 0,05 la constante `̀

k est

définie par Pµ0(X >
`̀
k) = 0, 05 et donc

P(
X − µ0

1√
n

>
`̀
k − µ0

1√
n

) = 0.05

soit `̀
k = µ0 + 1.645( 1√

n
).

La fonction puissance est définie par h(µ) = Pµ(X > µ0 + 1.645( 1√
n
) pour

X → N (µ, 1√
n
) et µ ∈ ]µ0,+∞[. En posant Z =

√
n(X − µ) on obtient :

h(µ) = P(Z > 1.645−
√
n(µ− µ0)) où Z −→ N (0, 1)

Exemple 7.5.1.2. Soit X → B(p), X1, X2, ..., Xn un n-échantillon issu de
X. Tester : H0 : p ≤ p0 contre H1 : p > p0, on a :

f(x, p) = px(1− p)1−x, x ∈ {0, 1}
ln f(x, p) = x ln p+ (1− x) ln(1− p)

= x ln
p

1− p
+ ln(1− p)

f(x, p) = (1− p) expx ln
p

1− p
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On a

c(p) = ln
p

1− p
= ln p− ln 1− p

c̀(p) =
1

p
+

1

1− p
> 0⇒ est croissante en p

D’où la loi de B(p) est à rapport de vraisemblance monotone en

T =
n∑
i=1

d(xi) =
n∑
i=1

xi

Le test UPP a donc une région de rejet de la forme

A = {(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn|
n∑
i=1

xi > kα}

avec sous H0 :
n∑
i=1

xi  B(n, p0) tabulée, on trouve kα par : PH0(A) = α.

7.5.2 Tests d’hypothèses bilatérales

considérons deux situations du type bilatéral :

H0 : θ = θ0 contre H1 : θ 6= θ1

ou
H0 : θ1 ≤ θ ≤ θ2 contre H1 : θ < θ1 et θ > θ2

La première situation est fréquente lorsque θ représente en fait un écart entre
paramètres de deux populations, par exemple entre leurs moyennes. La se-
conde teste si le paramètre est situé dans un intervalle de tolérance accep-
table.
On ne peut s’attendre dans ces situations à obtenir un test UPP du fait qu’il
faut faire face à des alternatives à la fois du type θ < θ0 et du type θ > θ0,
par exemple pour le premier cas.

Toutefois il pourra y avoir un test uniformément plus puissant dans la
classe restreinte des tests sans biais, en bref UPP-sans biais. Ceci est no-
tamment vrai pour les familles de lois de laclasse exponentielle. D’une façon
générale la région d’acceptation aura la forme c1 < t < c2 ou c1 < c2, pour

la réalisation d’une statistique de test T appropriée (soit
n∑
i=1

d(Xi) pour la

classe exponentielle).
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Remarque 7.5.2.1. L’usage veut que l’on détermine les valeurs critiques c1

et c2 en répartissant α/2 sur chaque extrémité. Ainsi, pour le cas H0 : θ = θ0,
ces valeurs seront telles que Pθ0(T < c1) = Pθ0(T > c2) = α/2. Mais cette
règle ne conduit pas au test UPP-sans biais si la loi de T n’est pas symétrique.
Dans la classe exponentielle la répartition doit être telle que la dérivée par
rapport à θ de Pθ0(T < c1) + Pθ0(T > c2) s’annule en θ0.
Pour le cas H0 : θ1 ≤ θ ≤ θ2 la condition est que le seuil α soit atteint à la
fois en θ1 et en θ2.

7.6 Test du rapport de vraisemblance généra-
lisé

Considérons maintenant les hypothèses paramétriques les plus générales.

1. Soit la famille paramétrique {f(x, θ), θ ∈ Θ}, où Θ ⊆ Rk, et les hy-
pothèses H0 : θ ∈ Θ0 contre H1 : θ ∈ Θ1 où Θ1 = Θ − Θ0 est le
complémentaire de Θ0 par rapport à Θ. On appelle rapport de vrai-
semblance généralisé (RVG), la fonction λ(x1, x2, ..., xn) telle que :

λ(x1, x2, ..., xn) =

sup
θ∈Θ0

L(x1, x2, ..., xn, θ)

sup
θ∈Θ

L(x1, x2, ..., xn, θ)

et test du RVG, le test défini par une région de rejet de la forme :

λ(x1, x2, ..., xn) < k ≤ 1.

Il existe une estimation du maximum de vraisemblance θ̂MV alors le
dénominateur est la valeur de la fonction de vraisemblance en θ̂MV ,
soit : L(x1, x2, ..., xn, θ̂

MV ).
Le problème est toutefois de connaître la loi de la statistique du RVG
λ(X1, X2, , Xn) pour toute valeur de θ dans Θ0 afin de définir la valeur
de kα permettant de garantir le niveau α choisi. En effet cette valeur
doit être telle que :

sup
θ∈Θ0

Pθ(λ(X1, X2, , Xn) < kα) = α.

2. Test H0 : θ = θ0 contre H1 : θ 6= θ0 où θ peut être un vecteur de
dimension r. On pose :

λ =
L(x1, ..., xn, θ0)

sup
θ∈Θ

L(x1, .., xn, θ)
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Remarque 7.6.0.1. 0 ≤ λ ≤ 1, plus λ est grand, plus H0 est vrai-
semblable, cela revient à remplacer sous H1, θ par son estimation du
maximum de vraisemblance. La région critique du test sera :

A = {(x1, ...xn) ∈ Rn/λ < k}

Théorème 7.6.0.1. La distribution de −2 lnλ est asymptotiquement
celle de χ2

r sous H0

Démonstration 7.6.0.1. Pour r = 1,−2 lnλ −→
n→+∞

χ2
1 ?

lnλ = lnL(x1, ...xn, θ0)− lnL(x1, ..., xn, θ̂)

Le développement en série de Taylor la log-vraisemblance de L(xn, θ0)

en θ0 autour de l’estimation du maximum de vraisemblance θ̂ :

lnL(xn, θ0) = lnL(xn, θ̂)+(θ̂−θ0)
∂L(xn, θ̂)

∂θ
+

1

2
(θ̂−θ0)2 ∂

2

∂θ2
lnL(xn, θ̃)

où θ̃ ∈ [θ0, θ̂].
Comme, par définition de l’estimation du MV, ∂L(xn,θ̂)

∂θ
= 0θ, on a,

pour le RVG :

−2 lnλ = −2[lnL(xn, θ0)− lnL(xn, θ̂)]

d’où
−2 lnλ = −(θ̂ − θ0)2 ∂

2

∂θ2
lnL(xn, θ̃)

lnλ =
1

2
(θ̂ − θ0)2 ∂

2

∂θ2
lnL(xn, θ̃)

Sous H0 : θ = θ0, l’EMV θ̂ converge en probabilité vers θ0 et il en va
donc de même pour θ̃.

− 1

n

∂2 lnL(xn, θ̃)

∂θ2
= − 1

n

n∑
i=1

∂2

∂θ2
ln f(xi, θ̃)

converge en probabilité et donc en loi vers

E

[
− ∂2

∂θ2
ln f(X, θ0)

]
= I1(θ0)

d’où
−2 lnλ

L−→ (θ̂ − θ0)2n.I1(θ0)

mais on a

θ̂ − θ0√
1

In(θ0)

L−→ N (0, 1)⇒ (θ̂ − θ0)2n.I1(θ0)→ χ2
1
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Exemple 7.6.0.1. Soit (X1, X2, ..., Xn) un n-échantillon issu de X → N (µ, 1),
tester au niveau α : {

H0 : µ = µ0 = 5

H1 : µ 6= µ0

λ =
L(x1, .., xn, µ0)

L(x1, .., xn, µ̂)

=
( 1√

2π
)ne

− 1
2

n∑
i=1

(xi − µ0)2

( 1√
2π

)ne

− 1
2

n∑
i=1

(xi − x̄)2

= e

− 1
2


n∑
i=1

(xi − µ0)2 −
n∑
i=1

(xi − x̄)2



−2 lnλ =
n∑
i=1

(xi − µ0)2 −
n∑
i=1

(xi − x̄)2

= n(x̄2 − 2µ0x̄+ µ2
0)

= n(x̄− µ0)2

λ < k ⇒ −2 lnλ > −2 ln k

⇒ n(x̄− 5)2 > −2 ln k

P(n(x̄− 5)2 > −2 ln k) = α ⇒ P(χ2
1 ≤ −2 ln k) = 1− α

−2 ln k = φ−1
χ2
1
(1− α) ⇒ k = e

−1
2
φ−1

χ21

(1−α)

d’où
Ā = {(x1, ..., xn) ∈ Rn/λ < e

−1
2
φ−1

χ21

(1−α)
}

7.7 Les tests paramétriques usuels

7.7.1 Tests sur la moyenne d’une loi N (µ, σ2)

Cas où σ2 est connu

{
H0 : µ = µ0

H1 : µ 6= µ1

On sait que la moyenne empirique X est un estimateur sans biais de µ, tel
que : X → N (µ, σ

2

n
) et la statistique X−µ

σ/
√
n
de loi connue : N (0, 1) :

On utilise la variable de décision X.
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Comme

1− α = Pµ0(−z1−α/2 <
X − µ0

σ/
√
n
< z1−α/2)

= Pµ0(µ0 − z1−α/2
σ√
n
< X < µ0 + z1−α/2

σ√
n

)

donc, une région de non-rejet peut être définie, pour un test de risque α, par :

A = {µ0 − z1−α/2
σ√
n
< x < µ0 + z1−α/2

σ√
n
}

Exemple 7.7.1.1. On prélève, au hasard, dans une population suivant une
loi normale de variance égale à 25, un échantillon de taille n = 16.

En choisissant un risque de première espèce α = 0 : 05 (risque bilatéral,
symétrique), quelle est la règle de décision si l’on veut tester les hypothèses :
H0 : µ = µ0 = 45 contre H1 : µ = µ1 6= 45 ?
Soient k1 et k2 les seuils critiques. La règle de décision est : on accepte l’hy-
pothèse H0 si k1 < x < k2

Pµ0(k1 ≤ x ≤ k2) = 0.95

Pµ0(
k1 − 45

5/4
≤ X − 45

5/4
≤ k2 − 45

5/4
) = 0.95

d’où k1−45
5/4

= −1.96, k2−45
5/4

= 1.96, k1 = 42.55, k2 = 47.45.

On observe une moyenne de l’échantillon égale à 49. Cette valeur est en
contradiction avec l’hypothèse H0, on refuse donc l’hypothèse H0 et on ac-
cepte l’hypothèse H1

On peut calculer le risque de deuxième espèce associé à cette valeur µ1 = 49.

β = P(
42.55− 49

5/4
≤ x− 49

5/4
≤ 47.45− 49

5/4
|H1)

= P(−5.16 ≤ x− 49

5/4
≤ −1.24|H1)

= 0.1075

La probabilité de refuser l’hypothèse H1 : µ = µ1 = 49, alors qu’elle est vraie,
est égale à 0.1075, la puissance du test est égale à 0.8925.

Remarque 7.7.1.1. Les tests unilatéraux correspondants sont de rejeter H0

si
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1. Ā = {x̄|x̄ < µ0 − z1−α
σ√
n
} pour

{
H0 µ ≥ µ0

H1 µ < µ0

2. Ā = {x̄|x̄ > µ0 + z1−α
σ√
n
} pour

{
H0 µ ≤ µ0

H1 µ > µ0

Cas où σ2 est inconnu

σ2 est estimée par S∗2 = 1
n−1

n∑
i=1

(Xi −X)2 On a

(n− 1)S∗2

σ2
→ χ2

n−1

Alors la variable aléatoire :

X̄−µ0
σ√
n√

(n−1)S∗2

σ2(n−1)

=
X̄ − µ0

S∗
√
n −→ Tn−1 Student

Comme

1− α = Pµ0(−t
(n−1)
1−α/2 ≤

X − µ0

S∗/
√
n
≤ t

(n−1)
1−α/2)

= Pµ0(µ0 − t(n−1)
1−α/2

S∗√
n
≤ X ≤ µ0 + t

(n−1)
1−α/2

S∗√
n

)

Où t(n−1)
1−α

2
est lue sur la table de Student à (n-1) d.d.l.

Donc, une région de non-rejet peut être définie, pour un test de risque α,
par :

A = {(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn|µ0 − t(n−1)
1−α/2

S∗√
n
≤ x ≤ µ0 + t

(n−1)
1−α/2

S∗√
n
}

Remarque 7.7.1.2. Les tests unilatéraux correspondants sont de rejeter H0

si

1. Ā = {(x1, ...., xn) ∈ Rn|x < µ0 − t(n−1)
1−α/2

S∗√
n
} pour

{
H0 µ ≥ µ0

H1 µ < µ0

2. Ā = {(x1, ...., xn) ∈ Rn|x > µ0 + t
(n−1)
1−α/2

S∗√
n
} pour

{
H0 µ ≤ µ0

H1 µ > µ0

Exemple 7.7.1.1. Un fabricant de téléviseurs achète un certain composant
électronique à un fournisseur. Un accord entre le fournisseur et le fabricant
stipule que la durée de vie de ces composants doit être égale à 600 heures au
moins. Le fabricant qui vient de recevoir un lot important de ce composant
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veut en vérifier la qualité. Il tire au hasard un échantillon de 16 pièces. Le
test de durée de vie pour cet échantillon donne les résultats suivants :

620 570 565 590 530 625 610 595

540 580 605 575 550 560 575 615

Le fabricant doit-il accepter le lot ? (On choisit un risque de première espèce
égal à 5%) Quel est le risque de deuxième espèce ?
On admettra que la durée de vie de ces composants suit une loi normale
Caractéristiques de l’échantillon : x̄ = 581.60 et S2 = 778.41 et S∗2 = 830.304

Les hypothèses à tester sont :

H0 : µ = 600 heures et H1 : µ < 600 heures

La variable X̄−µ
S∗/
√
n
suit une loi de Student à (n− 1) = 15 degrés de liberté.

Calcul du seuil critique k. La règle de décision est la suivante :

x̄ < k Refus de H0

x̄ > k Acceptation de H0

Pµ0(X̄ < k|H0) = 0.05

Pµ0(
x̄− 600

28.81√
16

<
k − 600

28.81√
16

) = 0.05

La valeur t < t
(15)
α = −t((15)

1−α. d’où

x̄− 600
28.81√

16

= −1.753⇒ k = 587.38

La valeur de la moyenne arithmétique donnée par l’échantillon étant égale à
581.60, on doit rejeter l’hypothèse H0.
Risque de deuxième espèce :
La forme de l’hypothèse H1 implique que l’on doit calculer le risque pour
toutes les valeurs de µ < 600. On fait le calcul pour µ1 = 575 par exemple :

β = P(X > k|H1)

= P(
k − 575

28.81/4
>

587.38− 575

28.81/4
|H1)

= P(
k − 575

28.81/4
> 1.71|H1)

≈ 0.05
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Exemple 7.7.1.2. En un point de captage d’une source on a répété six me-
sures du taux d’oxygène dissous dans l’eau (en parties par million). On a
trouvé :

4.92 5.10 4.93 5.02 5.06 4.71.

La norme en dessous de laquelle on ne doit pas descendre pour la potabilité
de l’eau est 5 ppm. Au vu des observations effectuées peut-on avec un faible
risque d’erreur affirmer que l’eau n’est pas potable (admettre une distribution
quasi-gaussienne des aléas des mesures) ?

On teste
H0 : µ ≥ 5 et H1 : µ < 5

L’alternative H1 correspondant à l’affirmation (eau non potable) dont le
risque doit être contrôlé.
Sous H0

X̄ − 5

S∗/
√

6
→ t(5)

et l’on doit rejeter H0 au niveau de risque α si T prend une valeur t < t
(5)
α =

−t(5)
1−α Caractéristiques de l’échantillon : x̄ = 4.9567 et S∗ = 0.1401, soit

¯4.9567− 5

0.1401/
√

6
= −0.757

Pour α = 0.05, t
(5)
0.05 = −2.105, on doit accepter H0

7.7.2 Tests sur la variance σ2 d’une loi N (µ, σ2)

Cas où µ est inconnu :

On sait que la variance empirique corrigée S∗2 est un estimateur sans
biais de σ2 t.q. : n a

(n− 1)S∗2

σ2
→ χ2

n−1

Ainsi pour une hypothèse nulle H0 : σ2 = σ2
0 contre H1 : σ2 6= σ2

0, on a, sous
H0 :

(n− 1)S∗2

σ2
0

→ χ2
n−1

Comme

1− α = Pσ2
0
(−χ2(n−1)

α/2 ≤ (n− 1)S∗2

σ2
0

≤ χ
2(n−1)
1−α/2 )

= Pσ2
0
(−χ2(n−1)

α/2

σ2
0

n− 1
≤ S2∗ ≤ χ

2(n−1)
1−α/2

σ2
0

n− 1
)
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donc, une région de non-rejet peut être définie, pour un test de risque α, par :

A = {(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn| − χ2(n−1)
α/2

σ2
0

n− 1
≤ S2∗ ≤ χ

2(n−1)
1−α/2

σ2
0

n− 1
}

Remarque 7.7.2.1. Pour des hypothèses unilatérales, par exemple H0 : σ2 ≤
σ2

0 contre H1 : σ2 > σ2
0, il est naturel de On a pour région de rejet

A = {(x1, ...., xn) ∈ Rn|S∗2 > σ
2
0

n− 1
χ

2(n−1)
1−α }

Pour H0 : σ2 ≥ σ2
0 contre H1 : σ2 < σ2

0, la région de rejet sera

A = {(x1, ...., xn) ∈ Rn|S∗2 < σ
2
0

n− 1
χ2(n−1)
α }

Exemple 7.7.2.1. On veut tester la précision d’une méthode de mesure du
cholestérol émie sur un échantillon sanguin. La précision est définie comme
étant égale à deux fois l’écart-type de l’aléa (supposé pratiquement gaussien)
de la méthode.
On partage l’échantillon de référence en 6 éprouvettes que l’on soumet à
l’analyse d’un laboratoire. Les valeurs trouvées en g/litre sont :

1.35 1.26 1.48 1.32 1.50 1.44.

Tester l’hypothèse nulle que la précision est inférieure ou égale à 0,1 g/litre
au niveau 0,.05.

L’hypothèse à tester est 2σ ≤ 0.14, ce qui équivaut à H0 : σ2 ≤ 0.0025

contre H1 : σ2 > 0.0025

Sur la base des observations on trouve S∗2 = 0.009216, χ2(5)
0.95 = 11.1

σ2
0

n− 1
χ

2(n−1)
1−α =

0.0025

5
× 11.1 = 0.005, on doit rejeter H0

7.7.3 Test pour une proportion

Soit X une variable aléatoire observée sur une population et soit (X1, X2, .., Xn)

un n-échantillon extrait de cette population. On veut savoir si cet échantillon
de fréquence observée Sn

n
= p̂ estimateur de p, appartient à une population

de fréquence p0 (sous H0) ou à une autre population inconnu de fréquence p
(sous H1). {

p = p0 contre
p 6= p0



7.7.3 Test pour une proportion 91

On peut utiliser une approximation gaussienne de la loi binomiale par le
théorème de la limite centrale sous la condition que les nombres np0 et n(1−
p0) soient suffsamment grands.
D’où

p̂ =
Sn
n
 N (p0,

√
p0q0

n
) sous H0

Comme

1− α = P(−z1−α
2
≤ p̂− p0√

p0q0
n

≤ z1−α
2
)

= P(p0 − z1−α
2

√
p0q0

n
≤ p̂ ≤ p0 + z1−α

2

√
p0q0

n
)

donc, une région de non-rejet peut être définie, pour un test de risque α, par :

A = {(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn|p0 − z1−α
2

√
p0q0

n
≤ p̂ ≤ p0 + z1−α

2

√
p0q0

n
}

où z1−α
2
est lue sur la table N (0, 1)

Remarque 7.7.3.1. Pour des hypothèses unilatérales, par exemple H0 : p ≤
p0 contre H1 : p > p0, il est naturel de On a pour région de rejet

A = {(x1, ...., xn) ∈ Rn|p̂ > p0 + z1−α

√
p0q0

n
}

Pour H0 : p ≥ p0 contre H1 : p < p0, la région de rejet sera

A = {(x1, ...., xn) ∈ Rn|p̂ < p0 − z1−α

√
p0q0

n
}

Exemple 7.7.3.1. Le fournisseur d’un lot de 100 000 puces affirme que le
taux de puces défectueuses ne dépasse pas 4%. Pour tester cette hypothèse
800 puces prises au hasard sont contrôlées et l’on en trouve 40 défectueuses.
Effectuer un test de niveau 0.05.

On doit tester {
p ≤ 0.04 contre
p > 0.04

où p est la proportion de pièces défectueuses dan le lot. On applique l’approxi-
mation gaussienne car np0 = 800× 0.04 > 5 et n(1− p0) = 800× 0.96 > 5.
On a trouvé p̂ = 40

800
= 0.05, z1−α = 1.645

p̂− p0√
p0q0
n

=
0.05− 0.04√

(0.04)(0.96)
800

= 1.41

On doit accepter H0
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7.8 Tests de comparaison des moyennes de deux
lois de Gauss

On est en présence de deux échantillons indépendants, l’un de taille n1, de
moyenne empirique Xn1 et variance empirique S∗2n1

, issu d’une loi N (µ1, σ
2
1),

l’autre de taille n2, de moyenne empirique Xn2 et variance empirique S∗2n2
,

issu d’une loi N (µ2, σ
2
2)

7.8.1 Si σ21 et σ22 sont connus :

On sait que Xn1−Xn2  N (µ1−µ2,
σ2
1

n1
+
σ2
2

n2
) et la statistique Xn1−Xn2−µ1+µ2√

σ21
n1

+
σ22
n2

de loi connue N (0, 1).
Ainsi pour une hypothèse nulle H0 : µ1 − µ2 = 0 contre H1 : µ1 − µ2 6= 0, on
a, sous H0 :

Xn1 −Xn2√
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

 N (0, 1)

Comme

1− α = P(−z1−α/2 <
Xn1 −Xn2√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

< z1−α/2)

= P(−z1−α/2

√
σ2

1

n1

+
σ2

2

n2

< Xn1 −Xn2 < z1−α/2

√
σ2

1

n1

+
σ2

2

n2

)

donc, une région de non-rejet peut être définie, pour un test de risque α, par :

A = {−z1−α/2

√
σ2

1

n1

+
σ2

2

n2

< Xn1 −Xn2 < z1−α/2

√
σ2

1

n1

+
σ2

2

n2

}

Exemple 7.8.1.1. On dispose de deux échantillons de tubes, construits sui-
vant deux procédés de fabrication A et B. On a mesuré les diamètres de ces
tubes et on a trouvé (en millimètres) :

Procédé A 51.90 50.90 52.80 52.90 53.40
Procédé B 51.10 51.30 51.50 52.10

On suppose que les diamètres sont distribués suivant une loi normale et
que les écarts-types sont égaux à σ2

A = 1mm et σ2
A = 0.45mm.

Peut-on jaffirmer au niveau 5% qu’il y a une différence signignificative entre
les procédés de fabrication A et B ?
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Soient XA et XB, les variables aléatoires « diamètres des tubes fabriqués
suivant les procédés A et B».
On veut tester H0 : µ1−µ0 = 0 contre H1 : µ1−µ2 < 0 avec un seuil critique
égal à 5%.

P

−1.96 <
Xn1 −Xn2√

1
5

+ (0.45)2

4

< 1.96


avec les données apportées par les échantillons, on obtient pour la moyenne
des deux échantillons xn1 = 52.38 et xn2 = 51.50.
Comme

52.38− 51.50√
1
5

+ (0.45)2

4

= 1.76

on ne peut rejeter l’hypothèse d’égalité des moyennes.

7.8.2 Si σ21 et σ22 sont inconnus, mais σ21 = σ22 = σ2

On a :
X1  N (µ1,

σ2

n1

)

X2  N (µ2,
σ2

n2

)

et
X1 −X2  N (µ1 − µ2, σ

2(
1

n1

+
1

n2

))

(X1 −X2)− (µ1 − µ2)

σ
√

( 1
n1

+ 1
n2

)
 N (0, 1)

Le problème qui se pose est celui de l’estimation de σ que l’on effectue, en
fait via σ2. Sachant que

(n1 − 1)S∗21

σ2
 χ2

n1−1

(n2 − 1)S∗22

σ2
 χ2

n2−1

L’indépendance des deux échantillons entraîne que :

(n1 − 1)S∗21 − (n2 − 1)S∗22

σ2
 χ2

n1+n2−2

En faisant le rapport de la variable aléatoire X1−X2 centrée réduite à la ra-
cine carrée de la v.a. ci-dessus divisée par ses degrés de liberté, et en posant :

S∗2n1n2
=

(n1 − 1)S∗2n1
+ (n2 − 1)S∗2n2

n1 + n2 − 2
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on obtient :
(X̄n1 − X̄n2)− (µ1 − µ2)√

S∗2n1n2
( 1
n1

+ 1
n2

)
 t(n1 + n2 − 2)

où S∗2n1n2
=

(n1−1)S∗2n1+(n2−1)S∗2n2
n1+n2−2

est un estimateur sans biais de la variance
commune σ2.
Ainsi pour une hypothèse nulle H0 : µ1 − µ2 = 0 contre H1 : µ1 − µ2 6= 0 on
a, sous H0 :

(X̄n1 − X̄n2)√
S∗2n1n2

( 1
n1

+ 1
n2

)
 t(n1 + n2 − 2)

ce qui permet de définir une région de non-rejet peut être définie, pour un
test de risque α, par :

A = {−t(n1+n2−2)
1−α

2

√
S∗2n1n2

(
1

n1

+
1

n2

) ≤ x̄n1−x̄n2 ≤ t
(n1+n2−2)
1−α

2

√
S∗2n1n2

(
1

n1

+
1

n2

)}

7.9 Tests de comparaison des variances de deux
lois de Gauss

7.9.1 Si µ1 et µ2 sont inconnus

On considère le rapport σ2
1

σ2
2
pour les lois N (µ1, σ1) et N (µ1, σ1). Comme :

(n1 − 1)S∗2

σ2
1

 χ2
n1−1 et

(n2 − 1)S∗2

σ2
2

 χ2
n2−1

On a
S∗21 /σ

2
1

S∗22 /σ
2
1

 F (n1 − 1, n2 − 1)

Ainsi pour une hypothèse nulle
σ2
1

σ2
2

= 1 contre
σ2
1

σ2
2
6= 1

On a sous H0,

S∗21

S∗21

suit la loi de Fisher F (n1 − 1, n2 − 1)

Ce qui permet de définir une région de non-rejet peut être définie,pour un
test de risque α :

A = {F (n1−1,n2−1)
α
2

≤ S∗21

S∗21

≤ F
(n1−1,n2−1)
1−α

2
}
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Remarque 7.9.1.1. Ce test est basé sur la statistique de Fisher : on a :
F

(n1−1,n2−1)
α
2

= 1/F
(n2−1,n1−1)
1−α

2

Exemple 7.9.1.1. Soit X1, X2, ..., Xn1 un n1-échantillon issu de Xn1  

N (n1, σ
2
1) tel que :

n1 = 7,x̄n1 = 14.2, S∗21 = 0.0114. Soit X1, X2, ..., Xn2 un n2-échantillon issu
de Xn2  N (n2, σ

2
2) tel que :

n2 = 5,x̄n2 = 14.5, S∗22 = 0.05

Peut-on accepter que Xn1 et Xn2 suivent la même loi normale au niveau
α = 0.05 ?
On veut tester H0 : σ2

1 = σ2
2 contre H1 : σ2

1 6= σ2
2 Ce test est basé sur la

statistique de Fisher :
on a :

0.0114

0.05
= 0.228

F
(n1−1,n2−1)
α
2

= 1/F
(n2−1,n1−1)
1−α

2
= 1/F

(4,6)
0.975 = 1/6.23 = 0.160

F
(n1−1,n2−1)
1−α

2
= F

(6,4)
0.975 = 9.20

on ne rejette pas H0 car 0.228 ∈ [0.160, 9.20].
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