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لخصائص المتغيرة المواد ذات ا صفائح مثل المتطورة المركبة للألواح الحر الاهتزاز تحليل فيه الاطروحة هذ بحثت :ملخص

 كثير وكذلك ثيةالمثل مثل) الأبعاد ثلاثية شبه نظرية باستخدام يناملمع ذات مرنة أسس إلى تستند التي (FGM) تدريجيا 

 تشوه عين الاعتباربتاخذ  ، القص تصحيح عامل تتطلب لا والتي ، الحالية النظرية هذه.  (HSDT)العالي الترتيب ذات( الحدود

 حركة عادلاتم تستمد. السماكة عبر نزوحال عمليات لكل مكافئ ومقطع جيبي تغيير طريق عن السماكة تمدد وتأثيرات القص

 على العثور تموي ، Navier تقنية باستخدام المغلق النموذج حلول على الحصول يتم. هاملتون مبدأ من FGM لوحات اقتراح

 الحصول تم التي نتائجال مقارنة خلال من الحالي نموذجال دقة من التحقق يتم. ببساطة المدعومة للصفائح ، الطبيعية الترددات

 لاثية الأبعادث علياال القص تشوه نظريات طريق عن التنبؤات من وغيرها ، من الدرجة الاولى القص تشوه نظرية مع عليها

 .مرنة أسس على ظيفياو المتدرجة للصفائح الطبيعية بالترددات التنبؤ في وبسيطة فعالة المقترحة النظرية أن الاستنتاج يمكن

 

 تأثير. نامليمع مع مرنة أسس .عاليةال من الدرجة القص تشوهنظرية . المتغيرة تدريجيا لوحة الحر الاهتزاز: المفتاحية الكلمات

 .ددتمال



Résumé 
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Résumé : Cette recherche examine l'analyse par vibration libre des plaques composites avancées 

telles que des plaques en matériaux fonctionnellement gradués (FGM) reposant sur une 

fondation élastique à deux paramètres en utilisant une théorie hybride quasi-3D (trigonométrique 

ainsi que polynomiale) (HSDT). La présente théorie, qui n'exige pas de facteur de correction de 

cisaillement, tient compte des effets de déformation et d'étirement d'épaisseur par une variation 

sinusoïdale et parabolique de tous les déplacements à travers l'épaisseur. Les équations de 

mouvement qui régissent les plaques FGM sont dérivées du principe d’ Hamilton. Les solutions 

sont obtenues en utilisant la technique de Navier et les fréquences propres qui en résultent, pour 

des plaques simplement appuyées, la précision de la présente méthode est vérifiée en comparant 

les résultats obtenus avec la théorie de la déformation de cisaillement du premier ordre et les 

autres prédites par les théories quasi-3D de la déformation de cisaillement d'ordre supérieur. On 

peut conclure que la théorie proposée est efficace et simple pour prédire les fréquences propres 

des plaques fonctionnellement graduées reposant sur des fondations élastiques. 

 

 
 
 

Mots clés: Vibration libre; plaques fonctionnellement graduées ; théorie d’ordre élevé; 

 fondations élastiques à deux paramètres; effet d'étirement. 
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Abstract. This research investigates the free vibration analysis of advanced composite plates such as 

functionally graded plates (FGPs) resting on a two-parameter elastic foundations using a hybrid 

quasi-3D (trigonometric as well as polynomial) higher-order shear deformation theory (HSDT). 

This present theory, which does not require shear correction factor, accounts for shear deformation 

and thickness stretching effects by a sinusoidal and parabolic variation of all displacements across 

the thickness. Governing equations of motion for FGM plates are derived from Hamilton’s principle. 

The closed form solutions are obtained by using Navier technique, and natural frequencies are found, 

for simply supported plates, by solving the results of eigenvalue problems. The accuracy of the 

present method is verified by comparing the obtained results with First-order shear deformation 

theory, and other predicted by quasi-3D higher-order shear deformation theories. It can be concluded 

that the proposed theory is efficient and simple in predicting the natural frequencies of functionally 

graded plates on elastic foundations.  

 

Keywords: Free vibration; functionally graded plates; high-order theory; two-parameter elastic 

foundations; stretching effect 
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Introduction générale 

 

Les matériaux fonctionnellement gradués (FGM) sont des matériaux composites non 

homogènes, proposés pour la première fois en 1984 par des scientifiques spécialistes des 

matériaux dans la région de Sendai (Koizumi 1993, Koizumi 1997) comme barrière 

thermique. Les FGM se caractérisent par la variation des propriétés des matériaux d’une 

surface à l’autre dans le sens de l’épaisseur. Ce concept de FGM peut efficacement éliminer 

les problèmes d’interface couramment rencontrés dans les matériaux composites en raison de 

la concentration de contraintes sous l’action de charges mécaniques et / ou thermiques 

externes. Ces matériaux composites avancés ont les constituants primaires constitués d'un 

mélange de métal avec de la céramique ou d'une combinaison d’autre matériaux. Les FGM 

sont maintenant utilisées dans de nombreuses applications structurelles: avions, véhicules 

spatiaux (Kar et Panda, 2015a; Xu et Xing 2016) et dans divers autres domaines: génie civil, 

turbines à gaz, fusions nucléaires, électronique des biomatériaux, couches minces optiques 

(Bensaid et al. 2017) et d'autres applications techniques et d'ingénierie (Miyamoto et al. 

1999). Cette flexibilité dans la conception des FGM est donnée par leur force et leur rigidité. 

Ces dernières années, un certain nombre d'études et de techniques informatiques ont 

été réalisées et appliquées au domaine de l'ingénierie afin d'analyser les comportements 

statiques, dynamiques et de flambement des plaques FG (Jha et al. 2013; Kar et Panda 2013; 

Sobhy, 2013; Ait Amar Meziane et al. 2014; Kar et Panda 2014; Meksi et al. 2015; Attia et al. 

2015; Kar 2015a; Kar 2015b; Kar et Panda 2015b; Kar et Panda 2015c; Kar et Panda 2015d; 

Bouderba et al. 2016; Kar et Panda 2016a; Kar et Panda 2016b; Kar et Panda 2016c; Kar et 

Panda 2016d; Houari et al 2016, Boukhari et al 2016, Kar et al 2017, Kar et Panda 2017a, Kar 

et Panda 2017 b, Mahapatra et al. .; 2017; Neves et al. 2017) ont conduit au développement de 

diverses théories sur les plaques. Cependant, ce comportement peut être prédit à l'aide de la 

théorie classique des plaques (CPT), de la théorie des plaques de déformation de cisaillement 

du premier ordre (FSDT) et de la théorie des plaques d'ordre supérieur (HSDT). La théorie 

classique des plaques (CPT) néglige l'effet de la déformation de cisaillement transverse 

(Feldman et Aboudi 1997; Javaheri et Eslami 2002; Chen et al. 2006; Abrate 2008; Zhang et 

al. 2008; Mahdavian 2009; Mohammadi et al. 2010; Baferani et al. 2010 . 2011) et n’est 

acceptable que pour les plaques minces. La théorie des plaques de déformation de 

cisaillement du premier ordre (FSDT) a été utilisée pour les plaques FG épaisses et 

moyennement épaisses (Yaghoobi et Yaghoobi 2013; Mantari et Granados 2015; Bellifa et al. 
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2016). Cette théorie prend en compte des effets de la déformation du cisaillement transversal 

et nécessite un facteur de correction du cisaillement approprié afin de satisfaire aux conditions 

limites de contrainte de cisaillement transversal nulles en haut et en bas de la plaque. Saidi et 

Sahraee (2006) ont utilisé la théorie de la plaque de déformation de cisaillement de second 

ordre (SSDT). Ils ont étudié la flexion et l'étirement axisymétriques de plaques circulaires et 

annulaires massives de niveaux fonctionnels. Khdeir et Reddy (1999) ont étudié la vibration 

libre de plaques composites stratifiées à l'aide de SSDT. Shahrjerdi et Mustapha (2011) ont  

utilisé la SSDT pour étudier la vibration libre des plaques FG (rectangulaires et carrées). 

Karami et al. (2018) ont utilisé la SSDT pour étudier la dispersion dans les ondes du graphène 

monté sous contrainte initiale. Nami et al. (2015) ont utilisé la théorie de la déformation de 

cisaillement de troisième ordre non locale pour analyser le flambement thermique des 

nanoplaques rectangulaires FG. Alternativement, plusieurs théories de plaque de déformation 

par cisaillement d'ordre supérieur (HSDT) ont été proposées pour les plaques FG, avec des 

variations de déplacements d'ordre supérieur (Neves et al. 2012, 2012; Bouazza et al. 2015; 

Bensatallah et al. 2016). Un grand nombre d'études ont été réalisées pour étudier le 

comportement mécanique des plaques composites avancées utilisant des fonctions non 

polynomiales (hyperbolique, sinusoïdale, exponentielle et tangente). L’utilisation de ces 

fonctions vise à décrire le gauchissement à travers l’épaisseur, en tenant compte de l’effet de 

déformation de cisaillement transversal dans la plaque. Mantari et al. (2012) ont utilisé la 

fonction trigonométrique non polynomiale dans le déplacement pour étudier la réponse en 

flexion des plaques sandwiches et stratifiées. Mantari (2015) a également étudié l'analyse en 

flexion des coques à gradation fonctionnelle en présentant une solution sous forme compacte 

d'une théorie de la déformation de cisaillement d'ordre élevé quasi-hybride de type hybride 

généralisé. Le comportement en flambage de plaques sandwiches avec des peaux de niveaux 

fonctionnels utilisant une nouvelle théorie quasi-3D de déformation en cisaillement en sinus 

hyperbolique a été étudié par Neves et al. (2012). Tounsi et ses collègues (Ait Amar Meziane 

et al. 2014; Attia et al. 2015; Hassaine Daouadji et al. 2015 et Bousahla et al. 2016) ont 

développé une nouvelle théorie raffinée des plaques pour l'analyse de vibrations libres de 

matériaux de dimension fonctionnel.  Ils ont introduit des variables intégrales indéterminées 

dans le champ de déplacement. Cette théorie ne nécessite pas de facteur de correction de 

cisaillement et satisfait au cisaillement transversal nul sur les surfaces de la plaque. L'effet 

d'étirement de l'épaisseur est ignoré dans la théorie ci-dessus et le déplacement transversal est 

considéré comme constant dans le sens de l'épaisseur, comme dans les plaques de  FGM 

minces de type Kirchhoff-Love. La majorité des théories de déformation de cisaillement 
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d'ordre supérieur utilisées pour étudier le comportement mécanique des plaques de MGF 

contiennent cinq inconnus. Afin de réduire le nombre de variables utilisées dans l'équation 

d'équilibre, satisfaisant les effets de déformation de cisaillement sur les surfaces inférieure et 

supérieure de la plaque sans utiliser de facteur de correction de cisaillement, de nombreuses 

théories raffinées ont été proposées. Shimpi et Patel (2006) ont étudié la vibration libre de la 

plaque en utilisant la théorie de la plaque raffinée variable. Nguyen et ses collaborateurs 

(2015) ont étudié l'analyse de la flexion, de la vibration et du flambement des plaques 

sandwiches FG en utilisant une théorie de déformation en cisaillement raffinée. Karami et al. 

(2017) ont utilisé une théorie des plaques raffinée à quatre variables pour étudier l'analyse de 

la propagation des ondes dans des nano plaques FG sous champ magnétique dans le plan, sur 

la base de la théorie du gradient de déformation non local. 

Karami et Janghorban (2016) ont utilisé la théorie des plaques raffinée à un paramètre 

et à deux variables pour étudier l'effet du champ magnétique sur la propagation des ondes 

dans les nano plaques, sur la base de la théorie du gradient de déformation. Toujours, Karami 

et Janghorban (2018) ont étudié la propagation des ondes dans des nano plaques FG poreuses. 

Dans la littérature, de nombreuses études ont été menées sur les comportements de 

flexion, de vibration et de flambement des plaques de FG reposant sur des fondations 

élastiques (Ait Atmane et al. 2010; Abualnour et al. 2018; Shahsavari et 2018; Ait Atmane et 

Tounsi 2017 ). Meftah et al. (2017) ont étudié la vibration libre de plaques rectangulaires 

épaisses FG sur un support élastique en utilisant une théorie des plaques raffinée à quatre 

variables non polynomiale. Shahsavari et al. (2018) ont étudié le flambement par cisaillement 

de feuilles de graphène monocouche dans un environnement hygrothermique reposant sur une 

base élastique reposant sur différentes théories de gradient de déformation non locales. Ces 

fondations considérées incluent les fondations élastiques de type Winkler et Pasternak. 

Dans ce travail, le comportement en vibration libre des plaques FG est analysée sur la 

base d’une théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé quasi-3D hybride simple et 

efficace. Le point culminant de cette théorie est qu’en plus d’inclure les fondations élastiques 

de Winkler-Pasternak et l’effet d’étirement d’épaisseur, le champ de déplacement ne contient 

que cinq inconnus pour six fonctions de déplacement ou plus rencontrées dans d’autres 

théories. Les équations de mouvement qui régissent les plaques FG sont dérivées du principe 

d’Hamilton. Les solutions en forme compacte sont obtenues en utilisant la technique de 

Navier et les fréquences propres sont déterminées, pour des plaques simplement appuyées, en 
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résolvant les résultats de problèmes aux valeurs propres. De plus, la précision du HSDT 

quasi- 3D hybride est examinée en comparant les résultats actuels avec ceux publiés. 

Ce travail s’articule autour de cinq chapitres : 

Le premier chapitre présente les matériaux composites, leurs différents composants 

ainsi que leurs divers domaines d’application. 

Le deuxième chapitre expose un aperçu bibliographique sur les matériaux à gradient 

de propriété, leurs caractéristiques et leurs principales méthodes de fabrication. 

Le troisième chapitre englobe les différents modèles sur les théories des plaques 

développées dans la littérature pour l’amélioration du champ de déplacement à travers 

l’épaisseur des plaques. 

Le quatrième chapitre est consacré à l’étude analytique de la vibration libre des 

plaques fonctionnellement graduées reposant sur des fondations élastiques de type winkler-

Pasternak, en tenant compte l’étirement de la plaque (stretching effect).  

Le cinquième et dernier chapitre expose les différents résultats obtenus à l’issu d’une 

programmation numérique visant à déterminer les fréquences propres de vibration des plaques 

FG. Ces résultats présentés dans des tableaux et sur des graphes ont été commentés et 

discutés. Ils ont été validés avec ceux d’autres recherches rencontrées dans la littérature.  

Finalement, la thèse est clôturée par une conclusion générale rassemblant les 

principaux points à retenir à l’issu de ce travail de recherche. Des perspectives des travaux 

futurs seront données à la fin de ce travail. 
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Chapitre I : Généralités sur les matériaux composites 

I.1 I-1 Introduction 

Un matériau composite est constitué de l’assemblage de deux matériaux ou plus de nature 

différente; ce complément permet d’aboutir à un matériau dont l’ensemble des performances 

est supérieur à celui des composantes prises séparément. 

Les matériaux composites structuraux sont principalement constitués d’une ou plusieurs 

phases discontinues reparties dans une phase continue. 

La phase continue est appelée la matrice. La phase discontinue présente usuellement des 

propriétés mécaniques (rigidités  et résistances) supérieures a celle de la matrice et est notée 

renfort. 

- Le renfort : Le rôle du renfort est d’assurer la fonction de résistance mécanique aux 

efforts. 

- La matrice : assure quant à elle la cohésion entre les renforts de manière à répartir les 

sollicitations mécaniques. 

 

Fig I.1 : Matériau composite 

D’une manière générale, les matériaux composites structuraux de part la nature du renfort 

sont fortement anisotropes, c'est-à-dire que leurs propriétés sont très différentes suivant la 

direction considérée. 

D’autre part,  les matériaux composites sont légers, c’est-à-dire que les masses volumiques de 

leurs constituants sont de l’ordre de 1 à 3.5 g / cm3. 
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I.2 Notions sur les différents renforts disponibles : 

On peut distinguer cinq classes de fibres à savoir : les fibres de carbone, les fibres de verre, 

les fibres d’aramide, les fibres céramiques et les fibres végétales. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig1.2: Types de renforts 

 

I.2.1 Les fibres de carbone : 

 

 

Fig I.3: Les fibres de carbone  

Les fibres de carbone présentent des propriétés mécaniques très élevées (haut module, haute 

résistance, faible dilatation thermique) et sont utilisées pour les applications industrielles 
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hautes performances. Ce type de matériau est produit essentiellement aux Etats-Unis et au 

Japon. Le diamètre d’une fibre de carbone est de l’ordre de 5 micron. Maïs, actuellement trois 

sortes sont commercialisées : 

1- Les fibres haute résistance classique (types : As4, As6, T300 et X635) ; 

2- Les fibres à haute résistance module intermédiaire (types : IM6, X636); 

3- Les fibres à haut module (types : M40 et HM5). 

D’un fabricant à l’autre, les propriétés mécaniques varient suivant les propriétés physiques et 

mécaniques moyennes. Elles sont données dans le tableau ci - dessous: 

Tableau I.1 : Propriétés des fibres de carbone 

Propriétés en traction HR IM HM 

𝑅𝑡(𝑀𝑃𝑎) 3000 à 

5000 

4000 à 

4500 

47000 à 

52000 

2000 à 

2500 

1100 à 

2000 

𝐸𝑜𝑇(𝑀𝑃𝑎) 220000 à 

240000 

235000 à 

250000 

275000 à 

300000 

350000 à 

400000 

450000 à 

500000 

AR (%) 1.2 à 

1.5 

1.6 à 

1.8 

1.4 à 

1.6 

0.5 à 

0.7 

0.3 à 

0.5 

Masse volumique 

(g / cm3) 

1.75 à 

1.8 

1.75 à 

1.8 

1.7 à 

1.8 

1.8 à 

1.85 

1.9 à 

1.95 

𝑅𝑡 : Résistance à la rupture ; 

𝐸𝑜𝑇  : Module de Young ; 

AR : l’allongement à la rupture. 

Une particularité importante de ces fibres est leur coefficient de dilatation thermique négatif 

ou quasi nul dans le sens de la fibre, c'est-à-dire que les fibres se raccourcissent quand on les 

chauffe et s’allongent quand on les refroidit. 

I.2.2 Les fibres d’aramide : 

      

Fig I.4 : Fibre d’aramide 
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Dont la plus connue est le kevlar, Les fibres de Kevlar sont des fibres synthétiques à base de 

polyamide aromatique (les aramides). Actuellement, il existe deux types de produits : 

1- les fibres de Kevlar 49 ; 

2- les fibres de Kevlar 29  

Tableau I-2 : Propriétés des fibres de Kevlar 

Propriétés en traction Kevlar 49 Kevlar 29 

𝑅𝑡(𝑀𝑃𝑎) 3000 2700 

𝐸𝑜𝑇(𝑀𝑃𝑎) 120000 à 130000 60000 

AR (%) 2.1 4 

Masse volumique (g / cm3) 1.45 1.44 

 

I.2.3  Les fibres de Verre : 

             

Fig I.5: les fibres de verre 

Il existe une multitude de fibres de verre dont les propriétés dépendent de leur composition. 

Actuellement, trois types de fibres de verre sont commercialisés sous forme de files. Ce sont 

les variétés E, S et R. Ces deux derniers sont très voisines (l’une est Américaine et l’autre est 

Française) 

Les propriétés des ces fibres sont présentées dans le tableau 

Tableau I-3 : Propriétés des fibres de Verre 

Propriétés en traction Verre E Verre R Verre S 

𝑅𝑡(𝑀𝑃𝑎) 3400 4400 4900 

𝐸𝑜𝑇(𝑀𝑃𝑎) 73000 86000 87000 

AR (%) 4.9 5.2 ------- 

Masse volumique 

(g / cm3) 
2.54 2.55 2.54 
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I.2.4 Les fibres céramiques : 

Comme les fibres Sic, présentent une bonne stabilité des propriétés sa haute température (de 

500°C a 1600°C). Le diamètre de ces fibres est important (100 micron) et elles présentent un 

Comportement anisotrope. Leur cout de fabrication est très élevé. 

I.2.5 Les fibres végétales : 

Comme le chanvre ou le coton, présentent des propriétés mécaniques faibles mais ont un cout 

de fabrication dérisoire en regard des autres types de fibre. On notera que le module de 

traction d’une fibre de chanvre est du même ordre de grandeur (E ≈ 70GPa) que celui d’une 

fibre de verre, pour un cout bien moindre. La résistance de traction est toutefois 5 fois 

inferieure. Ces matériaux sont utilises dans l’industrie navale, l’industrie automobile ou le 

génie civil pour des applications présentant un fort aspect écologique (Berthelot D, Masson 

1996) 

 

Fig I.6 : Exemples de tissus de renforts utilisés pour les CMO haute performance : (a) verre, 

(b) carbone, (c) aramide (Kevlar). 

 

Fig I.7: Les structures géométriques des composites : (a) fibres longues, (b) fibres courtes, 

(c) particules 
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I.2.6 Intérêt de l’orientation des fibres sur la déformation :  

L’orientation de la fibre est choisie de façon adaptable avec les directions d’efforts. Les fibres 

sont disposées de sorte qu’elles résistent aux efforts de traction et de compression. Pour 

résister aussi à l’effet de cisaillement, on met deux fibres orthogonales de façon à ce que l’une 

d’elle supporte l’effet de compression ou traction et l’autre l’effet de cisaillement. 

 

Figure I.8 : Orientation des fibres à 90°. Essai de traction-compression 

I.2.7 Architecture des renforts   

Les structures composites sont anisotropes. La plupart des renforts travaillent bien en 

traction, mais offrent de moins bonnes performances en compression et cisaillement. Il est 

donc impératif de jouer sur la texture et la géométrie des renforts pour créer une architecture 

adaptée. Il existe différentes géométries et textures de renforts : 

I.2.7.1 Les unidirectionnels (UD)  

 Dans un tissu unidirectionnel, les fils sont alignés parallèlement à la direction chaine, et ils 

sont réunis par un fil fin dans la direction trame. Ainsi, le tissu est unidirectionnel avec des 

performances élevées dans la direction chaine. Les performances mécaniques des divers tissus 

dépendent : 

-Du type de fils constituant le tissu : nature (verre, carbone, etc.), fils avec ou sans 

torsion, etc. 

-De l’armure, Les armures unidirectionnelles et haut module donnent les meilleures 

Performances. L’armure satin est à un degré moindre, le sergé a des performances 

supérieures à celles de l’armure toile. 
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Fig I.9 : les renforts unidirectionnels 

I.2.7.2 Tissus standards  

a. Toile ou taffetas : Dans l’armure taffetas, les fils de chaines et de trame d’entrecroisent 

alternativement, conduisant à un tissu très plat, stable, mais peu déformable, Cette armure 

confère au tissu des propriétés mécaniques sensiblement identiques dans les deux directions 

chaine et trame. Toutefois, l’armure taffetas conduit à un haut degré de courbure des fibres 

qui induit une diminution des performances mécaniques des composites. 

 

Fig I.10 : la toile ou taffetas  

b. Sergé : Pour l’armure sergé, le nombre de fils chaine et de fils trame qui s’entrecroisent 

peut varier. Dans un sergé 2x1, les fils trame passent sur un fil chaine et sous deux fils 

chaines, et dans un sergé 2x2, les fils trame passent sur deux fils chaine et sous deux fils 

chaine. Ce type d’entrecroisement conduit à un motif répétitif du tissu sous forme de nervures 

diagonales. L’armure sergé offre l’avantage d’être à la fois souple et dense. Le tissu sergé 

permet ainsi un glissement entre les fils chaine et trame et s’adapte bien à des moulages de 

formes complexes. 
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Fig I.11 : Le sergé  

 

c. Satin : L’armure satin est assez semblable à celle du sergé, mais le nombre de fils 

chaine et de fils trame qui passent les uns sur les autres avant de s’entrecroiser est plus élevé. 

Chaque tissu satin est caractérisé par un nombre, usuellement 4 ou 8, indiquant que les fils 

chaine passent sur 4ou 8 fils trame. Il en résulte un tissu avec une face qui contient plus de fils 

chaine et une autre face plus de fils trame. L’armure satin est bien adaptée au moulage de 

formes complexes. 

 

Fig. I.12 : Le satin 
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I.3  Notions sur les matrices  

Actuellement, on distingue deux catégories de matrices : 

- Les matrices organiques (résines synthétiques) ; 

- Les matrices métalliques 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig I.13: Types de matrices. 

I.3.1 Les matrices organiques : 

Qui constituent, les principales matrices utilisées et qui sont : 

I.3.1.1 Résines thermodurcissables  

Les résines polyesters insaturés (UP) peu couteuses, sont généralement utilisées avec les 

fibres de verre et que l'on retrouve dans de nombreuses applications de la vie de tous les jours. 

Les résines époxy (EP) qui possèdent de bonnes caractéristiques mécaniques. Elles sont 

généralement utilisées avec les fibres de carbone pour la réalisation de pièces de structure  

d'aéronautique. Les résines vinyles ter qui sont surtout utilisées pour des applications où les 

résines polyester ne sont pas suffisantes. Les résines phénoliques (PF) utilisées dans les 

applications nécessitant des propriétés de tenue aux feux et flammes imposées par les normes 

dans les transports civils. Les résines polyamides thermodurcissables (PIRP) pour des 

applications à haute température (~300°C)  

Le tableau I-4 présente les propriétés physiques et mécaniques de ces résines après 

polymérisation 

 

Matrices 

Organiques Minérales 

Thermodurcissables Thermoplastiques Elastomères Carbures Mécaniques 

Borures Céramique Nitrures 
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Tableau I -4 : Propriétés des Résines thermodurcissables 

Propriétés en 

traction 
Polyester Epoxyde Polyamide Phénolique Silicone 

𝐸𝑜𝑇(𝑀𝑃𝑎) 30 à 90 30 à 100 Environ 90 20 à 60 20 à 60 

AR (%) 2000 à 3000 2500 à 4000 Environ 3000 1000 à 5000 Environ 

3000 

Densité (g / 

cm3) 

1.1 à 1.3 1.1 à 1.3 Environ 1.3 1.2 à 1.4 1 à 1.1 

 

I.3.1.2 Résines thermoplastiques  

Les résines thermoplastiques sont des polymères à chaîne linéaire. Elles développent des 

liaisons flexibles qui permettent leur mise en forme plusieurs fois par chauffage et 

refroidissement successif. Elles sont généralement, utilisées dans les produits de grande 

diffusion. Cependant, l’amélioration des caractéristiques des résines thermoplastiques conduit  

à leur utilisation dans des applications de plus en plus importantes. 

Les principales résines thermoplastiques utilisées dans les composites sont : le polypropylène 

(PP) (polyoléfines) ; les polyamides (PA) ; le polyéthylène (PE) ; l’acrylonitrile butadiène 

styrène (ABS) ; le polyéther-éther-cétone (PEEK).  

De même que pour les résines thermodurcissables, les matériaux les plus performants ont des 

caractéristiques mécaniques élevées et une masse volumique faible : ces dernières sont 

présentées dans le tableau I -5. 

Tableau I -5 : Caractéristiques des résines thermoplastiques 

Résines Tf (◦C) 𝝆(kg/m3) 𝝈𝒕
𝑹(𝑴𝑷𝒂) E(GPa) 

Polyamide 65 à 100 1 140 60 à 85 1,2 à 2,5 

Polypropylène 900 1 200 20 à 35 1,2 à 2,5 

 

I.3.2 Les  matrices céramiques 

Réservés aux applications de très haute technicité et travaillant à haute température comme le 

spatial, le nucléaire et le militaire. Dans le cas des CMC (composites à matrices 

Céramiques), la matrice peut être constituée de carbone ou de carbure de silicium. Ces 

dernières sont déposées soit par dépôt chimique en phase vapeur (CVD) par densification 
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d'une préforme fibreuse, soit à partir de résines cokéfiables comme les résines phénoliques 

(dans le cas des matrices de carbone). 

I.3.3 Les  matrices métalliques 

Trouvent leurs principales applications dans le transport aérien, maritime et ferroviaire, le 

bâtiment, l'aérospatial ainsi que les sports et loisirs. Dans ce cas le renfort et la matrice 

doivent être compatibles entre eux et se solidarisent grâce à l'intervention d'une interface qui 

assure la compatibilité renfort-matrice, qui transmet les contraintes de l'un à l’autre sans 

déplacement relatif 

I.4 Charges et additifs  

Dans une formulation, une charge est une substance solide, non miscible et dispersée 

par un moyen mécanique dans une matrice. Elle est introduite dans un mélange pour en 

particulier diminuer le coût, améliorer certaines propriétés ou modifier la densité. On 

distingue une toute variété des charges (minérales ou cellulosiques) et additifs (colorants, 

pigments, plastifiants, protecteurs, agents anti-UV,…etc.) des matières plastiques sont des 

éléments ajoutés aux matériaux composites au cours de leur élaboration ou de leur 

transformation et qui visent à leur conférer des caractéristiques particulières utiles lors de la 

transformation ou des fonctionnalités pour leur usage final. La typologie proposée repose sur 

le type de fonction de l'additif. 

Enfin les charges et additifs sont incorporés dans un matériau composite pour : 

 Modifier la couleur ; 

 Modifier sensiblement les propriétés mécanique, électrique ou thermique ; 

 Réduire le coût ; 

 Résister au feu ; 

 Diminuer le retrait ; 

 Faciliter le démoulage ; 

 Améliorer la résistance au vieillissement ; 

 Modifier la densité du matériau. 

 

http://fr.wikipedia.org/wiki/Formulation
http://fr.wikipedia.org/wiki/Miscibilit%C3%A9
http://fr.wikipedia.org/wiki/Densit%C3%A9
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I.5 Les différentes structures des composites  

La rigidité d’un composite est conditionnée par le nombre et l’empilement des 

couches, leur nature, leur orientation, leur séquence d’empilement, etc. Généralement les 

matériaux composites sont classés en trois catégories : 

 Les monocouches. 

 Les stratifiés. 

 Les sandwiches. 

I.5.1 Monocouches 

Les monocouches représentent l'élément de base de la structure composite. Les différents 

types de monocouches sont caractérisés par la forme du renfort : à fibres longues 

(unidirectionnelles UD, réparties aléatoirement), à fibres tissées, à fibres courtes. Dans une 

nappe UD, les fibres sont assemblées parallèlement les unes par rapport aux autres à l'aide 

d'une trame très légère. Taux de déséquilibre très grand. 

 

Fig. I.14 : Matériau composite monocouche 

I.5.2 Stratifiés 

Un stratifié est constitué d'un empilement de monocouches ayant chacun une orientation 

propre par rapport à un référentiel commun aux couches et désigné comme le référentiel du 

stratifié.  

 

Fig. I.15: Matériau composite stratifié 
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I.5.3 Sandwichs 

Matériaux composés de deux semelles (ou peaux) de grande rigidité et de faible épaisseur 

enveloppant une âme (ou cœur) de forte épaisseur et faible résistance. L'ensemble forme une 

structure d'une grande légèreté. Le matériau sandwich possède une grande légèreté en flexion  

c'est un excellent isolant thermique. 

 

Fig. I.16 : Matériau composite sandwich 

I.6 La zone inter faciale  

Les composites à fibres sont généralement composés de deux matériaux aux propriétés 

mécaniques différentes et de deux interfaces: fibre/ensimage et résine/ensimage. L’ensimage 

est une opération de lubrification réalisée en sortie de filière sur les fils de base. Le filament 

est revêtu d’une pellicule d’ensimage constituée, en général, d’une dispersion aqueuse de 

divers composés chimiques présentant chacun une fonction bien définie. Cet ensimage est 

ensuite enlevé et remplacer par l’ensimage définitif à base de silane pour accrochage.  

Il se forme donc une interface qui constitue et assure la continuité. Elle peut être 

considérée comme un troisième constituant avec des propriétés mécaniques particulières, si 

son épaisseur n'est pas négligeable.  

La contrainte appliquée sur la matrice est transmise à la fibre par l'intermédiaire de 

l'interface. Ses propriétés ont donc une influence importante sur les propriétés du composite. 

L'interface joue un rôle primordial dans la résistance à la propagation des fissures. 
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I.7 Qualités et défauts des composites  

Les qualités principales les plus cités des matériaux composites sont : 

 Légèreté (gain de masse) ; 

 Tenue mécanique particulière (fatigue, résiliences,…) ; 

 Rigidité adaptable selon le type de renforts ; 

 Bon comportement à la corrosion ; 

 Résistance chimique, tenue électrique et une meilleure isolation thermique ; 

 Amélioration de la tenue au feu ; 

 Fabrication facile, maintenance réduite et réparation possible. 

Ces matériaux ne sont pas une solution miracle pour toutes les applications. Des 

problèmes existent et peuvent empêcher leur usage. Les défauts principaux les plus courants 

sont les suivants : 

 Sensibilité aux agents atmosphériques (rayons UV, humidité, température) ; 

 Problèmes d’assemblage (grande concentration de contraintes dans les composites 

stratifiés et les sandwiches).   

 Cout important du passage matériau métallique au matériau composite, prenant en 

compte le cout matériau (des constituants) et le cout associé au procède de fabrication 

néanmoins ce cout a connu ces dernières années une baisse remarquable; 

 Dispersion matériau plus importante que les matériaux métalliques induisant 

un surcout des campagnes de qualification matériau due aux nombres de 

répétitions d’essais imposées. 

 Forte sensibilité aux singularités géométriques (de type trou, entaille…) 

constituant des maillons faibles au sein de la structure. 

 Faible tenue a l’impact pour les stratifies d’unidirectionnels ou de tisses 2D, ce 

qui constitue en revanche l’atout majeur des tisses 3D. 

 Faible conductivité électrique des composites a matrice organique, ce qui 

constitue un problème important pour la résistance aux impacts de foudres des 

fuselages composites (Zine ali , 2010-2011) 

I.8 Domaines d’application des composites  

I.8.1 Les composites dans la construction civile  

L’utilisation des composites dans la construction civile est un nouveau créneau, qui 

commence à intéresser nos bâtisseurs. Le nombre de dégâts causés par les séismes à travers le 
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monde a poussé les chercheurs à s’intéresser aux composites. L’handicap majeur de 

l’utilisation des matériaux composites dans la construction civile, reste leur coût, qui est 

encore excessif. L’utilisation des composites renforcés de fibres de carbone, en complément 

des composites à fibre de verre (TD et TP) pourra se développer dans le secteur de la 

construction civile lorsque leur prix deviendra inférieur à 6€/kg. [Menail 2009]. Les 

composites apportent au bâtiment la souplesse des formes, la résistance aux  contraintes 

climatiques, et les composites renforcés de fibres de carbone la résistance aux séismes 

.L’utilisation des composites dans le bâtiment ne pourra se développer que si les prescriptions 

techniques actuelles sont mieux adaptées à leur spécificité. 

I.8.2 Les composites dans le secteur médical  

Les composites TD et TP ont investi récemment le secteur médical et de la sécurité, 

comme ils ont investi auparavant les autres secteurs. Il s’agit surtout des composites hautes 

performances, à matrice époxy et fibres de carbone, ou à matrice thermoplastique et fibres 

longues de verre ou de carbone d'autre part. L’utilisation des composites permet d’augmenter 

la fiabilité et la précision des instruments grâce à une meilleure résistance aux chocs, une 

grande rigidité et une bonne résistance à la corrosion (prothèses, brancards). Le médical reste 

attaché à l’utilisation des aciers spéciaux dont le prix de 9€/kg reste bien au dessous de celui 

des composites HP qui peut atteindre 50€/kg. 

I.8.3 Les composites dans les produits aéronautiques  

La principale motivation dans l’utilisation des matériaux composites pour la 

réalisation des structures aéronautiques est essentiellement le gain de masse apporté tout en 

conservant d’excellentes caractéristiques mécaniques. Les matériaux composites présentent 

aussi un quasi insensibilité à la fatigue, en comparaison aux matériaux métalliques qui 

nécessitent une maintenance et un suivi régulier de la propagation des fissures. Ils ne sont pas 

aussi sujets à la corrosion, mais ils nécessitent une bonne isolation électrique lors des  

assemblages avec des pièces en alliages légers entre le composite et le métal pour éviter la 

corrosion galvanique de l’aluminium (si la fibre de renfort est en carbone par exemple). Les 

techniques de fabrication utilisées permettent l’obtention de formes complexes directement 

par moulage avec possibilité de réaliser en une seule pièce un ensemble, qui réalisé en 

métallique, nécessite plusieurs sous éléments. Ceci permet de réduire les coûts d’assemblage 

de façon importante. 
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I.8.4 Les composites dans les produits militaires  

Pour les produits militaires (missiles), le premier avantage, c’est la performance des 

matériaux composites, ensuite l’utilisation des composites sur les ailettes de guidage  

de missiles permet de garder une bonne maîtrise de la trajectoire jusqu’à la cible finale à 

cause de l’échauffement cinétique provoqué par le frottement de sur la structure des ailettes 

de missile, en fin de trajectoire les ailettes en alliage d’aluminium peuvent foudre dans 

certaines conditions et le missiles poursuit sa trajectoire sans contrôle ce qui entraîne une 

perte précis de tir. 

I.8.5 Les composites dans  les produits spatiaux (satellites)  

 Les déformations de la structure peuvent avoir une origine thermique avec des 

expositions en température pouvant varier entre –180°C lorsque le satellite est dans l’ombre et 

+160°C lorsque le satellite est exposé au soleil. De plus, sur la même structure, entre la face 

éclairée et la face à l’ombre, le gradient de température peut être important. Les structures en 

matériaux composites à matrice organique peuvent, avec une orientation optimisée des 

différentes couches constituant la structure, présenter globalement un coefficient de dilatation 

thermique proche de zéro pour l’ensemble de la structure.  

La stabilité géométrique de la structure aussi apportée par la raideur globale de la structure. 

L’utilisation des fibres de carbone à très haut module sur les composites permet de répondre à 

cette préoccupation. Le principal inconvénient des composites à matrices organiques pour les 

applications satellites est sans aucun doute la reprise d’humidité, pendant les opérations 

d’assemblage et pendant le stockage avant lancement. 

I.9 Conclusion  

Dans ce chapitre, nous avons définis les matériaux composites et les caractéristiques 

mécaniques de leurs constituants, les différentes structures du matériau ainsi que l’influence 

de la disposition des fibres et même leur orientation pour finir avec les domaines 

d’application et les qualités et defaults de ces matériaux. 

 

 

 



Chapitre II : Les matériaux à gradient de propriétés (Matériaux Fonctionnellement Gradués)  

 

21 
 

II Chapitre II Les matériaux à gradient de propriétés (Matériaux 

Fonctionnellement Gradués) 

II.1 Introduction 

Le développement des technologies modernes exige que l'on utilise des matériaux 

présentant des propriétés mécaniques élevées spécifiques à leur emploi, mais dont les masses 

volumiques soient faibles. L'objectif est notamment de réduire la masse des structures.  

 Les matériaux composites sont des matériaux qui répondent aux exigences précédentes. En 

raison de leur faible densité, grande résistance, rigidité importante et de leur excellente 

durabilité, les matériaux composites ont d'abord été utilisés dans de nombreuses composantes 

structurelles.  

 De nos jours, la diminution de leurs coûts de production permet l'utilisation de ces 

matériaux dans des applications de plus en plus variées (automobile, navigation, construction, 

etc.).  

Pour les applications industrielles, il est essentiel dans l'utilisation que toutes les parties de 

la matière présente des propriétés uniformes. les exigences en matière composites 

conventionnels ne font pas exception. La plupart des efforts dans le développement des 

composites dans le passé a été mis en déterminant comment mélanger uniformément la 

matière dispersée dans la matrice. Par conséquent, d'un point de vue macroscopique, même 

les composites ont été considérées comme homogènes, car dans ces matériaux les propriétés 

mécaniques et d'autres caractéristiques se révèlent être homogènes, comme le montre la figure 

II.1.1.a. En revanche, des études ont  également été  menées pour concevoir des matériaux qui 

ont deux propriétés différentes au sein du matériau donné. Ces matériaux composites sont 

hétérogènes qui sont caractérisés par différentes propriétés de matériaux sur des surfaces ou 

des pièces séparées. Un exemple d'un composite ayant des fonctions différentes dans ses 

différentes surface est un matériau revêtu destiné à améliorer les caractéristiques de surface 

d'un matériau. Cependant, ces composites présentent des limites nettes inhomogènes, comme 

le montre la figure II.1.1.c. 

De ce fait, et d’après la littérature malgré les avantages que présentent ces matériaux, ils 

apportent aussi des problèmes spécifiques liés principalement à leur hétérogénéité, des 

travaux ont démontré que la différence des propriétés mécaniques entre des couches 

adjacentes peut entrainer des contraintes très élevées aux interfaces. Ces contraintes 

interraciales élevées peuvent engendrer des fissurations au niveau des interfaces qu’on appelle 
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délaminage, des fissures, et d’autres mécanismes d’endommagement en raison du changement 

brutal des propriétés mécaniques et thermiques d’une couche à l’autre, pour cette raison, et en 

se basant sur  de nombreux milieux naturels qui présentent des variations unidirectionnelles et 

continues  de leurs propriétés élastiques. Tels que Les tissus vivants, la croûte terrestre, les 

océans ou encore l’os  cortical. Et tirant leur inspiration de la Nature qui les entoure, les 

scientifiques (chercheurs et ingénieurs), se sont penchés sur les avantages que présentent ce 

type de matériaux en terme de comportement mécanique et c’est ainsi que l’on vit apparaître, 

dans les années 1980, une proposition visant à concevoir un nouveau matériau destiné à 

éliminer la limite macroscopique dans les matériaux stratifiés (Niino M., 1987). Autrement 

dit, l'approche consiste à synthétiser des composites non homogènes, dans lesquels, les 

propriétés mécaniques, physiques et chimiques de la matière changent continuellement, et qui 

n'a pas de discontinuités dans le matériau. Ces matériaux sont appelés matériaux à gradient 

fonctionnel (FGM), figure. II.1.1.b. (Hirai T., 1987; Koizumi M., 1993; Hirai T., 1996). 

 

 

 

 

 

  

 

 

                        

a) Os humain                            b) racine d’IRIS (plante) 

Fig. II.2. Exemples des FGM naturels  

Fig.II.1. Matériau composite conventionnel et matériau de gradient de propriété (Hirai T., 1996) 

 

. 

                  

a) homogène                  b) Matériau à gradient de propriété         c) Composite stratifié 
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II.2 Définition et Historique des FGM 

Les matériaux fonctionnellement graduées, matériaux à gradient de propriété ou matériaux 

à gradient évalués (FGM) : sont des matériaux de type composite macroscopiquement non 

homogènes, ils sont fabriqués généralement à partir de deux matériaux ou plus, le plus 

souvent un métal et une céramique, ou en changeant la microstructure d’un seul matériau. 

Les matériaux à gradient évalués (FGM) sont des matériaux composites avec un 

changement spatiale continu des propriétés (Koizumi M., 1994; Kawasaki A., 1997; Borchert 

R., 1999). 

Les matériaux à gradient fonctionnelle (FGM) sont des matériaux composites dont la 

composition ou la structure contrôlée (Erdogan F., 1995; Yang Y.Y., 1997; Kokini K., 1997; 

Yang Z., 2003) et il est donc possible de fabriquer des composants avec des propriétés locales 

souhaités (Carvalho O., 2015). 

Les matériaux fonctionnellement graduées (FGM) sont une classe de matériaux composites 

qui ont une variation continue des propriétés des matériaux d'une surface à l'autre et d'alléger 

ainsi la concentration des contraintes trouvées dans les composites stratifiés. La gradation des 

propriétés du matériel réduit les contraintes thermiques, les contraintes résiduelles et les 

concentrations de contraintes. 

Une structure à gradation fonctionnelle est définie comme " ceux dans lesquels les 

fractions volumiques de deux ou plusieurs matériaux sont varié continuellement selon une 

fonction exiger en fonction de la position le long de certaine dimension (s) de la structure à 

réaliser " (Reddy J.N., 2000). 

Les matériaux à gradient fonctionnel (FGM) ont été introduits comme une classe de 

composite avancé qui compose de simple gradient continu ou discontinu dans la composition 

et de la microstructure (Siti Nur Sakinah J., 2013) 

Dans les formes les plus simples, deux ingrédients de matériaux différents changent 

progressivement de l'un à l'autre comme l'illustre la figure II.2.a. Les ingrédients matériels 

peuvent également changer de façon discontinue telle que la gradation progressive illustrée à 

la figure II.2.b. Ce type de structure peut également être considéré comme un FGM. Le FGM 

le plus traditionnel est obtenu par composition d'une céramique réfractaire à un métal. Il peut 

intégrer des fonctions incompatibles telles que la résistance à la chaleur, l'usure, l'oxydation, 

une haute ténacité, la capacité de liaison des métaux, sans contrainte thermique interne grave. 
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La première idée générale de gradients structurels a été avancé pour les composites et les 

matériaux polymères en 1972 (Bever M.B., 1972; Shen M., 1972). Différents modèles ont été 

proposés pour des gradients de composition, dans la concentration des fibres, et dans la 

polymérisation pour obtenir des structures gradués. Cependant, il n'y avait aucune enquête 

réelle sur la façon de concevoir, fabriquer, et d'évaluer les structures de gradient progressives 

jusqu'aux années 1980 (Miyamoto Y., 1999). 

En 1985, l'utilisation du contrôle de la texture continue a été proposé afin d'augmenter la 

force d'adhérence et de minimiser les contraintes thermique dans les revêtements céramiques 

et les articulations en cours d'élaboration pour le moteur de fusée réutilisable (Niino M., 

1984). Les développeurs ont réalisé que ce contrôle continu d'une propriété pourrait être 

étendu à un concept plus général qui pourrait être appliqué pour conférer de nouvelles 

propriétés et fonctions à tout matériau en changeant progressivement sa texture ou 

composition. À l'heure actuelle, le concept de l'ingrédient matière a été introduit pour la 

conception de tels matériaux. 

En 1986, ces types de matériaux ont été appelés matériaux à gradient fonctionnel, qui est 

devenu bientôt en abrégé FGM. En 1995, à la suite d'une discussion lors de la troisième 

Symposium international sur les FGM tenue à Lausanne en 1994, il a été décidé de changer le 

nom complet de matériaux à gradient fonctionnel, car il est plus précis à la fois descriptive et 

grammaticalement. 

Les FGM ne sont pas des matériaux homogènes, il a été reconnu que, pour les créer, il 

faudrait une méthodologie de conception et de modélisation théorique ainsi que dans le 

 

            a) Matériau FGM continu                       b) Matériau FGM à gradation discontinue 

  
Fig. II.3 Matériau de gradient de propriété (Miyamoto Y., 1999). 
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traitement et l'évaluation des études approfondies. Par conséquent, en 1987, un programme de 

recherche de 5 ans, des études fondamentales sur la relaxation de la contrainte thermique, a 

été lancé au Japon (Miyamoto Y., 1997). L’accent mis par le programme était de développer 

des formes pour une utilisation à haute température. Depuis 1989, les résultats de ces 

programmes de recherche et de développement ont été diffusés dans le monde entier par 

l'intermédiaire de papiers, des articles, des réunions internationales et des programmes 

d'échange. Un colloque international sur les FGM a lieu tous les 2 ans à compter de la 

première en 1990 à Sendai suivie par San Francisco, Lausanne. Aujourd'hui, le concept de la 

FGM étend sur une variété de domaines des matériaux à travers le monde (Hirai T., 1996). 

En fonction de la nature du gradient, les matériaux fonctionnellement graduées FGM 

peuvent être groupées en catégories suivantes (Gupta K.M., 2012; Neubrand A., 2001). 

 

a)                                                b) 

 

c)                                                   d) 

 

    

 

 

Fig. II.4 Différentes types des FGM (Gupta K.M., 2012; Neubrand A., 2001). 
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II.3 Application des Matériaux FGM 

En raison de leurs propriétés, les FGM sont potentiellement largement applicable dans de 

nombreux domaines, figure II.4. 

 

 

 

Les matériaux à gradient de propriété ont été élaborés autant que matériaux résistants à des 

grandes contraintes thermiques pour les structures aéronautiques et les réacteurs à fusion 

(Hirai T., 1999; Uemura S., 2003). 

Maintenant, ils sont développés pour une multitude d’objectifs structurels dans les 

environnements de haute température. Les applications des matériaux FGM sont diverses et 

nombreuses, ils offrent de grandes performances dans les applications où les conditions de 

fonctionnement sont sévères (BENATTA Mohamed A., 2011). 

Le plus souvent les céramiques peuvent utilisés comme barrières thermiques pour les 

moteurs, turbines à gaz, couches minces en optiques (Nguyen., 2004). Dans le domaine de 

Fig. II.5 Principaux domaines d’application des matériaux à gradient de propriété FGM 

(Miyamoto Y., 1999). 
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transport comme composants de véhicules spatiaux, la protection du véhicule lors de choc, les 

moteurs de fusée, missiles furtifs (Miyamoto Y., 1999), des sondes (Müller E., 2003), des 

déclencheurs (Qiu J., 2003), des outils de coupe (Cho J.R., 2002), des turbines et moteurs 

aéronautiques (Miyamoto Y., 1999), des détecteurs photoélectriques (Paszkiewicz B., 2008) 

et des implants dentaires (Watari F., 2004). Plusieurs revues traitent des divers aspects de 

FGM ont été publiées dans les dernières années. Elles prouvent que la majeure partie de 

première recherche étudie dans les FGM s'était concentrée sur l’analyse du comportement 

mécanique et la rupture sous l’effet des contraintes thermiques (Shen H.S., 2009). 

II.4 Fabrication et Méthodes D’élaboration des FGM 

Depuis 1980, des recherches sur les FGM ont été consacrées au traitement de ces 

matériaux et une grande variété de méthodes de production a été développée (Hirai T., 1996). 

Le processus de fabrication d'un FGM peut habituellement être divisé en deux étapes, la 

première c’est d’établir la structure non homogène dans l’espace, gradation, la deuxième c’est 

la transformation de cet matériau en bloc « consolidation ». Des processus constitutifs sont 

basés sur un habillage par étapes de la structure graduée à partir des matériaux de précurseur 

ou des poudres. Les principaux procédés disponibles de nos jours pour la production des 

matériaux FGM : coulage séquentiel en barbotine (Slip Casting), coulage en bande (Tape 

Casting), projection thermique (plasma), dépôt chimique et physique en phase vapeur (CVD 

et PVD) et le frittage laser différentiel. Il ressort de notre étude bibliographique que de 

nombreuses méthodes d’élaboration sont employées pour la réalisation des matériaux FGMs. 

les paragraphes suivants s’attachent à décrire les principales méthodes d’élaboration des FGM 

utilisées dans l’industrie (BENATTA Mohamed A., 2011). 

II.4.1 Coulage séquentiel en barbotine (Slip Casting) 

La coulée en barbotine, est une technique utilisée pour la mise en forme de la céramique, 

un procédé typique pour la poudre empilé sous un courant induit par la pression. Une cavité 

dans un moule en plâtre de Paris est remplie d'une suspension contenant des particules d'un 

matériau céramique. Le liquide de suspension est absorbé par le moule par le biais des forces 

capillaires et les particules de céramique, qui sont généralement plus grands que les canaux 

capillaires, qui sont laissés sur les parois de la cavité du moule. Lorsque l'épaisseur de paroi 

souhaitée a été atteinte, la barbotine en excès est évacuée du moule et le corps vert est éliminé 

par séchage. La répétition de coulage en boues de compositions différentes peut être utilisée 

pour produire des MGF stratifiés. Un schéma de coulée à gradient dans laquelle un feuillet 

circule continuellement à travers le moule pendant l'étape de coulée est représenté sur la 
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figure II.5 (Marple B.R., 1997). D'autres configurations sont également proposées par (Marple 

B.R., 1996). L'élément commun est la présence de plusieurs réservoirs contenant des 

suspensions de matériaux et d'être jeté. La composition de la barbotine introduite dans le 

moule est commandée pour correspondre à la composition souhaitée des piles étant déposé. 

Le glissement est diffusé en continu à travers le moule, et les suspensions des réservoirs sont 

ajoutées par des pompes de flux à des débits contrôlés par l'ordinateur. Le mélange des 

suspensions est amélioré par l'utilisation des mélangeurs fixes, en forme de spirale pour créer 

une turbulence pendant l'écoulement à travers les tubes d'alimentation. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II.4.2 Coulage en bande (Tape casting) 

La méthode de coulage en bande (Tape casting) est favorisée, du fait de faire coller 

facilement de grands nombres de feuilles minces d'une épaisseur uniforme entre eux. D'une 

manière générale, ce procédé a été effectué dans un système non aqueux (Takemura M., 1990; 

Kawasaki A., 1990).  

Le processus de coulage en bonde a été employé pour préparer les diverses bandes de 

poudres fines en suspension non aqueuse, dont lequel les matériaux composites laminaires et 

les matériaux à gradient de propriétés (FGM Al2O3-TiC) ont été produits en coupant, en 

empilant, en stratifiant le matériau, ensuite enlevant la reliure, et ont pressant les produits 

obtenus à chaud, le coulage en bonde est une méthode utile pour modifier les propriétés 

mécaniques des composants en céramique (Zeng Y.P., 2000). 

 

 

 
Fig. II.6 Schéma du processus de production de matériaux gradué par coulage (Marple B.R., 1997). 
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II.4.3 Compactage des couches (poudre d’empilement) 

Dans cette méthode simple, un gradient est constitué par le dépôt des couches de poudre 

avec des compositions change dans la matrice compacté (Atarashiya K., 1993) (Leushake U., 

1999). Les inconvénients de ce processus sont évidents : changements discrets, nombre limité 

des couches (jusqu'à 10 dans l'échelle de laboratoire, mais pas plus de deux ou de trois dans la 

fabrication potentielle), épaisseur limitée des différentes couches (normalement pas moins de 

1mm), taille limitée de la pièce (<100 cm2) en raison des limites des forces de compaction. 

Néanmoins cette méthode permet des études de laboratoire efficaces sur des systèmes à 

gradient de propriétés (Kieback B., 2003). 

II.4.4 Coulée par centrifugation 

Dans la coulée par centrifugation, des particules d'une phase réfractaire sont dispersées 

dans un métal fondu. Ces particules peuvent être formées in situ pendant le refroidissement du 

fondant (Zhang J., 1998), ou être dispersées dans une étape précédente. La différence de 

densité entre les particules et le métal fondu mène à la formation d'un gradient de 

concentration de particules si le fondant est moulé dans une centrifugeuse. Particules avec une 

plus faible densité (Mg2Si, (Zhang J., 1998)) et une densité plus élevée (Al3Ti, (Watanabe Y., 

1997)) que le fondant a été utilisé pour préparer les tubes en aluminium à gradient de 

propriétés qui sont sélectivement la particule renforcée sur la surface intérieure ou extérieure 

du tube. 

II.4.5 Projection plasma 

La projection plasma consiste à introduire des particules solides (de taille inférieur à 100 

μm, environ) dans un jet de gaz, dont la température atteint couramment 11000 °C et la 

vitesse 1000-1500 m/s. Le dépôt est ainsi formé par l’empilement des tronçons solidifiés 

obtenues par l’impact des particules sur le substrat préalablement préparé (Watremetz B., 

2006). 

Ce procédé est utilisé en particulier pour déposer des matériaux à haute température de 

fusion tels que des alliages réfractaires ou des céramiques. Les caractéristiques de cette 

méthode sont l’isolation thermique et électrique, la résistance à l’usure et à la corrosion. 

Une recherche détaillée a été effectuée sur la microstructure et le contrôle de propriété des 

fines particules pulvérisés par plasma. La projection par plasma est un processus rapide et 

fournit la formation de film sur une large zone, mais a habituellement un inconvénient avec sa 

microstructure approximative (Omori M., 1998). (Ichikawa K., 2000) a employé les poudres 
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mécaniquement alliées des matériaux thermoélectriques, et a réussi à bien contrôler la teneur 

en dépôt dans le SiC pour former un matériau thermoélectrique transporteur gradué avec une 

microstructure homogène. Sa configuration de pulvérisation est montrée par la figure II.6. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II.4.6 Dépôt physique en phase vapeur (PVD) 

La technique de dépôt physique en phase vapeur (Physical Vapor Deposition) est une 

technologie nécessaire pour la production de revêtements de barrière thermique. Parmi les 

avantages de PVD, les revêtements sont fabriqués ont des surfaces lisses, sans exigence, en 

fin il n'y a pas de fermeture de trous de refroidissement. Toutefois, le principal avantage est 

leur résistance exceptionnelle aux chocs thermiques, ainsi que la durée de vie 

considérablement plus longue. L'équipement utilisé par PVD pour déposer les revêtements 

d'isolation thermiques, se compose de plusieurs récipients pour le chargement, le 

préchauffage, et le dépôt plus un dispositif de rotation et la manipulation des échantillons 

...etc. (Miyamoto Y., 1999). 

Une autre approche pour obtenir une structure à gradients est d'utiliser un mélange 

d'aluminium, l'alumine, et de zircone, chimiquement contrôlés peuvent être fabriqués 

facilement par vaporisation à partir de sources multiples en utilisant un ou plusieurs pistolets 

électroniques. En ajustant les paramètres de faisceau d'électrons, différents taux de dépôt 

peuvent être obtenus pour chaque source (Miyamoto Y., 1999). Si les taux d'évaporation de 

 

Fig. II.7 Projection plasma pour former un FGM thermoélectrique (Ichikawa K., 2000). 

(La composition est graduée dans la direction plane) 
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deux composants, par exemple alumine et zircone, sont changés sans interruption, un gradient 

défini de composition est obtenu, c’est le FGM. 

Pour les systèmes de barrières thermiques plus sollicités à des environnements oxydant, 

notamment les aubes mobiles de turbines aéronautiques ou terrestres ne sont, toutefois, pas 

systématiquement élaborés par projection thermique ; dans le cas de la zircone yttriée ZrO2, 

un autre procédé différent est également employé. En l’occurrence, il s’agit de la technique de 

l’évaporation sous faisceau d’électrons (EB-PVD) qui conduit à des microstructures et des 

propriétés thermomécaniques assez différentes de celles obtenues par la technique de la 

projection thermique (Mévrel R., 2009). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II.4.7 Dépôt chimique en phase vapeur (CVD) 

Dans la technique de dépôt chimique en phase vapeur (Chemical Vapor Deposition), figure 

I.8, un dépôt est formé sur un substrat en soumettant la source des gaz (par exemple, des 

hydrures, bromures ou chlorures) qui occupent la chambre de réaction, à différents types 

d'énergie comme la chaleur, la lumière et le plasma (Miyamoto Y., 1999). 

Les FGM peuvent être synthétisés à lent pour modérer des taux de dépôt en modifiant le 

rapport de mélange de la source des gaz, ou par le contrôle de la température de dépôt, la 

pression de gaz, ou le débit de gaz. En raison de son faible taux de dépôt, CVD est largement 

utilisé pour l'infiltration de piles ou pour la fabrication de couches minces. Un exemple 

typique d'une application de FGM par CVD est la formation d'un revêtement gradué de 

carbure de silicium SiC sur le graphite dans lequel il y a une transition continue de SiC au C. 

des compositions contrôlés la source de mélanges des gaz (CH4-SiCl4-H2) sont employés aux 

températures de dépôt entre 1400°C et 1500°C et aux pressions entre 1.3 et 6.5 KPa. 

 

Fig. II.8 Schéma d'un faisceau d'électrons - dépôt physique en phase vapeur coucheuse à deux 

sources d'évaporation chauffée par un faisceau unique de saut (Schulz U., 1997). 
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II.4.8 Frittage : 

 Par définition le frittage est un procédé de fabrication de pièces solide par chauffage d’une 

poudre sans la mener jusqu’à la fusion. Sous l'effet de la chaleur, les grains se soudent entre 

eux, ce qui forme la cohésion de la pièce. Cette technique est constituée de deux étapes et 

convient à la fabrication d'un composite FGM composé de deux matériaux dont les 

températures de fusion sont très différentes. La première étape est de fabriquer une matrice 

frittée du matériau à haute température de fusion avec un gradient de porosité. La seconde est 

de remplir ces porosités avec le deuxième matériau fondu par infiltration. Le résultat est 

excellent pour la diminution de la contrainte thermique (Takahashi M., 1990). Ce procédé 

peut être généralement appliqué pour plusieurs combinaisons de matériaux qui sont 

chimiquement inertes et qui ont des points de fusion bien différents les uns par rapport aux 

autres. 

Le rayonnement thermique du laser permet le contrôle de la température et la focalisation 

du point à chauffer. La différence de l'intensité de l'irradiation sur différents points du 

matériau, provoque un frittage différentiel le long de la pièce, ce qui résulte en des 

microstructures différentes, dépendant de la position du point irradié. 

(Yuki M., 1991) ont utilisé cette technique pour élaborer un FGM PSZ/Mo. La figure II.9. 

 

 

 

Fig. II.9 Installation pour la préparation d'un FGM SiC/C par le dépôt chimique en phase vapeur 

(CVD) (Miyamoto Y., 1999). 
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II.4.9 Dépôt par électrophorèse 

Un autre processus est ajouté aux différentes techniques de la fabrication des FGM, ce que 

n’appel le dépôt par électrophorèse (EPD) est un processus assez rapide à faible coût, capable 

de produire les matériaux à gradient de propriétés changeant sans interruption avec la 

géométrie complexe. EPD se compose de deux processus, c’est-à-dire le mouvement des 

particules chargées en suspension dans un champ électrique entre deux électrodes 

(électrophorèse) et le dépôt de particules sur l’un des électrodes (Aldo R., 2002). EPD permet 

la conception des matériaux FG en forme de plaque binaire en déposant une suspension de 

poudre à laquelle une deuxième suspension est sans interruption ajoutée pendant le processus. 

Le dépôt est un contrat de poudre emballé étroit qui a besoin de l'agglomération pour réaliser 

les composants matériels entièrement denses. 

Depuis lors, de nombreuses applications d'EPD ont été développées pour la fabrication de 

la céramique, y compris l'application des matériaux sans interruption à gradient de propriétés 

peut être obtenu tels que le céramique-céramique ZrO2/Al2O3, et le céramique-métal, WC/Co 

puisque la composition des couches est déterminée par la suite de la suspension au moment du 

dépôt, figure II.10. 

 

 

Fig. II.10 Procédé de frittage laser différentiel (Yuki M., 1991). 
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II.5 Lois Régissantes la Variation des Propriétés Matérielles des Plaques FGM 

Les matériaux à gradient de propriétés FGM consistent en l’association de deux matériaux 

aux propriétés structurales et fonctionnelles différentes avec une transition idéalement 

continue de la composition, de la structure et de la distribution des porosités entre ces 

matériaux de manière à optimiser les performances de la structure qu’ils constituent. 

Les caractéristiques les plus distinctes des matériaux FGM sont leurs microstructures non 

uniformes avec des macro-propriétés graduées dans l’espace. Un FGM peut être définie par la 

variation des fractions de volume. La plupart des chercheurs emploient la fonction de 

puissance, la fonction exponentielle, ou la fonction sigmoïde pour décrire les fractions de 

volume. 

Les liaisons entre les particules doivent être assez dures à l’intérieur pour résister à la 

rupture, et également assez dures à l’extérieur pour empêcher l’usure (HOUARI Mohammed 

S.A., 2011; BENATTA Mohamed A., 2011; KACI A., 2012). 

 

 

 

Fig. II.11 Procédé EPD pour la production des matériaux FG (Aldo R., 2002). 
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Le plan de la plaque est défini par les coordonnées 𝑥 et 𝑦 ; tandis que l’axe 𝑧 

perpendiculaire au plan moyenne de la plaque est dans la direction de l’épaisseur. Les 

propriétés du matériau : dont le module de Young 𝐸, le coefficient de dilatation thermique 𝛼, 

la conductivité thermique 𝐾, la masse volumique 𝜌 ou même le coefficient de Poisson 𝜈, la 

variation de ce dernier à travers l’épaisseur est négligeable (Jomehzadeh E., 2009), sur les 

surfaces supérieure et inférieure sont différentes mais sont déterminées selon les besoins 

d’utilisation. 

Toutefois le module de Young et le coefficient de Poisson varient de façon continue, dans 

le sens de l’épaisseur (l’axe 𝑧). Les propriétés de la plaque FGM changent dans la direction de 

l'épaisseur suivant une fonction de loi de puissance (P-FGM), une fonction exponentielle (E-

FGM), au avec une fonction sigmoïdes (S-FGM). 

II.5.1 Propriétés matérielles de la plaque P-FGM  

La fraction volumique d’une plaque P-FGM obéit à une fonction en loi de puissance. 

𝑉𝑐 = (
𝑧

ℎ
+

1

2
)𝑘, 𝑘 ≥ 0 (II.1) 

𝐸(𝑧) = 𝐸𝑐𝑉𝑐 + 𝐸𝑚(1 − 𝑉𝑐) (II.2) 

𝛼(𝑧) = 𝛼𝑐𝑉𝑐 + 𝛼𝑚(1 − 𝑉𝑐) (II.3) 

où 𝑘 est le paramètre du matériel qui décrit le profil de variation du matériau à travers 

l’épaisseurℎ. En utilisant la loi de mélange, les propriétés des matériaux tels que le module 

d'élasticité 𝐸 et de dilatation thermique 𝛼 sont supposés être fonction des matériaux 

constitutifs, figure II.12.  

Fig. II.12 Caractéristiques géométriques d’une plaque FGM 
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II.5.2 Propriétés matérielles de la plaque S-FGM 

Dans le cas de l'ajout à la plaque FGM, une fonction singulière simple au composites 

multicouches, les concentrations de contraintes apparaissent sur l'une des interfaces où la 

matière est continue mais changent rapidement. 

Par conséquent, Chung et Chi définissent la fraction volumique de puissance en utilisant 

deux fonctions afin d'assurer la bonne distribution des contraintes de toutes les interfaces (Chi 

Shyang-ho., 2003). Les deux fonctions sont définis par : 

𝑉𝑓
1(𝑧) = 1 −

1

2
(1 −

2𝑧

ℎ
)𝑘                    0 ≤ 𝑧 ≤

ℎ

2

𝑉𝑓
2(𝑧) =

1

2
(1 +

2𝑧

ℎ
)𝑘                       −

ℎ

2
≤ 𝑧 ≤ 0

 (II.4) 

En utilisant la loi de mélange, la propriété S de la plaque S-FGM peut être calculée par : 

𝐸(𝑧) = {
𝑉𝑓

1(𝑧)𝐸𝑐 + (1 − 𝑉𝑓
1(𝑧)) 𝐸𝑚            0 ≤ 𝑧 ≤

ℎ

2

𝑉𝑓
2(𝑧)𝐸𝑐 + (1 − 𝑉𝑓

2(𝑧)) 𝐸𝑚         −
ℎ

2
≤ 𝑧 ≤ 0

 (II.5) 

𝛼(𝑧) = {
𝑉𝑓

1(𝑧)𝛼𝑐 + (1 − 𝑉𝑓
1(𝑧)) 𝛼𝑚         0 ≤ 𝑧 ≤

ℎ

2

𝑉𝑓
2(𝑧)𝛼𝑐 + (1 − 𝑉𝑓

2(𝑧)) 𝛼𝑚         −
ℎ

2
≤ 𝑧 ≤ 0

 (II.6) 

Où les indices 𝛼𝑐 et 𝛼𝑚 désignent respectivement la propriété de la céramique et le métal. 
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Fig. II.13 Variation de module de Young 𝐸 en fonction de 𝑘 dans une plaque P-FGM. 
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La figure II.13, montre que la variation du module de Young selon l’équation (II.5) a des 

distributions sigmoïdes, donc la plaque FGM est ainsi appelée Plaque S-FGM. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

II.5.3 Propriétés matérielles de la plaque E-FGM 

Beaucoup de chercheurs utilisent la fonction exponentielle pour décrire les propriétés 

matérielles des matériaux FGM, la fonction exponentielle est donnée par (Delale F., 1983) : 

𝐸(𝑧) = 𝐸2𝑒𝐵(𝑧+
ℎ

2
)
 (II.7) 

𝛼(𝑧) = 𝛼2𝑒𝐵(𝑧+
ℎ

2
)
 (II.8) 

Avec 

𝐵 =
1

ℎ
ln (

𝐸1

𝐸2
) ou 𝐵 =

1

ℎ
ln (

𝛼1

𝛼2
) 

Selon la propriété du matériau cherchée. 

La figure II.14, représente la variation du module de Young à travers l’épaisseur de la 

plaque E-FGM. 
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Fig. II.14 Variation de module de Young 𝐸 en fonction de 𝑘 dans une plaque S-FGM. 
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II.6 Avantages et inconvénients des FGM : 

Les matériaux fonctionnellement gradués présentent des avantages et des inconvénients: 

II.6.1 Avantages des FGM 

Outre l'accomplissement de son objectif principal, c'est à dire de fournir les différents requis 

des propriétés en divers points et des surfaces du futur produit qui, pourrait être réalisé par un 

simple revêtement (Narottam.P et al, 2011) et beaucoup d'autres soulignent divers avantages 

supplémentaires de la FGM. Ils énumèrent certains avantages qui en résultent principalement 

de la non-existence d'une interface forte FGM, tels que: 

 Diminuer les contraintes thermiques causées par les différences de coefficients de 

dilatation thermique des matériaux utilisés. 

 Absence d'une interface nette devrait conduire à un contrôle d'ensemble mieux des 

contraintes 

 Meilleure cohésion entre différents matériaux, par exemple un métal et une céramique.  

 Extension de la région fonctionnelle avant d'atteindre la valeur limite de la 

déformation plastique.  

 Suppression de délaminage.  

 Augmentation de la ténacité à la rupture.  

 Elimination des singularités des contraintes à divers endroits, tels que les surfaces 

libres, des coins, des racines de fissures, etc. 

Fig. II.15 Variation de module de Young 𝐸 dans une plaque E-FGM. 
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II.6.2 Inconvénients des FGM 

Le principal obstacle à une application plus large de la FGM est leur fabrication compliquée 

en raison de l'inadéquation des propriétés différentes, par exemple, la température de fusion, 

des affinités différentes pour divers autres éléments, la taille des particules, la morphologie, 

etc un exemple type est un mélange d'un métal avec la température de fusion (T1) et une 

céramique avec une température de fusion (T2).  

Dans la plupart des cas, un tel couple est habituellement (T1 << T2). Puis, si la température de 

fabrication est d'environ (T1), la céramique est encore non fondue et la structure finale 

contient des particules de céramique non fondue dans une matrice métallique. Dans de 

nombreux cas, une telle structure présente une grande porosité et une petite adhérence entre 

les différents composants et son application générale est limitée. Cependant, pour des 

applications spéciales, la présence de particules très dures (carbures) dans une matrice solide 

peut être souhaitable.  

D'autre part, travailler autour (T2) va certainement entraîner une oxydation rapide et de 

l'évaporation de nombreux métaux. La formation de phases indésirables, etc. Les matériaux 

doivent être fabriqués dans une atmosphère protectrice ou à une basse pression et ces deux 

technologies sont très coûteuses (Narottam.P et al, 2011). 

II.7 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons définis les matériaux à gradient de propriétés « FGM », 

l’histoire de leur développement depuis l’idée jusqu’au premier concept, et leurs principales 

méthodes de fabrication, leurs domaines d’application et les différents modèles des plaques 

FGMs selon les principales lois de mélange. 

La variation spatiale et progressive des propriétés des matériaux à gradient de propriétés 

permet de créer des structures innovantes unissent à la fois une rigidité, une résistance 

mécanique et thermique, une ténacité élevée et une grande légèreté, qui peuvent être 

exploitées dans de nombreux domaines d’application dans les structures spéciales en génie 

civil. 
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III Chapitre III Aperçus bibliographiques sur les théories des plaques 

III.1 Introduction 

L’utilisation intensive des plaques isotropes et des plaques composites dans diverses 

industries, particulièrement dans les domaines de l’aéronautique, de l’automobile, et de la 

construction navale, a stimulé les chercheurs à développer des théories capables de décrire 

correctement leur comportement structural. 

Définition d’une plaque : Une plaque est un solide bidimensionnel, définit par une surface 

plane plan (x,y) et par une petite épaisseur notée (h) par rapport au autre dimensions 

(longueur, largeur ) elle peut être constitué d’un matériaux homogène ou peut être obtenu par 

empilement de différents couches de matériaux orthotropes. Les plaques peuvent être classées 

en trois catégories : 

1) Les plaques isotropes : elles sont constitués d’un matériau isotrope ( acier ,béton) et 

leurs sections transversales sont homogènes .Elle sont définit par deux paramètres 

élastique respectivement (le module d’élasticité ,le coefficient de poisson). On les 

trouve dans les constructions civiles courantes ( bâtiment, ouvrage d’art, …etc.). 

2) Les plaques orthotropes : leurs propriétés élastiques sont différentes dans deux 

directions perpendiculaires. L’orthotropie peut être naturelle (bois) ou artificielle 

(dalle rédies) le comportement de ces dalles est définit par quatre paramètres 

élastiques et on les trouve dans les constructions navales, aéronavale, des bâtiments et 

ouvrage d’art (Jean-Louis Batoz 1990). 

3) Les plaques anisotropes : leurs propriété élastiques sont différentes dans toute les 

directions. Neuf paramètres élastiques sont suffisantes pour le devenir, elles sont 

souvent constitués de matériaux composites et sont surtout utilisé dans l’industrie 

aéronavale. 

L’analyse des plaques est un problème tridimensionnel. Presque toutes les théories 

développées ont eu pour principal objet la réduction du problème 3-D à un problème 2-D en 

se servant des hypothèses simplificatrices concernant la cinématique des déformations et l’état 

des contraintes à travers l’épaisseur. Dans ce qui suit, seules les théories les plus utilisées dans 

l’analyse des plaques, seront exposées. Ces théories des plaques développées dans la 

littérature conduisent à améliorer l’évolution de la variation des champs de déplacements à 

travers l’épaisseur des plaques.  



Chapitre III : Aperçus bibliographiques sur les théories des plaques 

 

41 
 

III.2 Théorie classique des plaques minces de Love-Kirchhoff  (CPT) 

En 1850, Kirchhoff (1850 ab) a développé la plus connue des théories des plaques appelée     

« théorie classique des plaques ». 

 Le champ des déplacements d’un point de coordonnées (x, y, z) à l’instant t s’écrit : 

𝑢̅(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝑧
𝜕𝑤

𝜕𝑥
                                                       (III.1a) 

𝑣̅(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝑧
𝜕𝑤

𝜕𝑦
                                                       (III.1b) 

𝑤̅(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)                                                                  (III.1c) 

Où u, v, w sont les déplacements le long des coordonnées x, y et z d’un point du plan moyen 

(plan z = 0). 

 

Etant donné que les hypothèses de Kirchhoff négligent le cisaillement transverse et l’effet de 

la déformation normale dans la direction transversale, la déformation de la plaque est due 

essentiellement à la flexion et aux déformations en plan (Figure II.1); ce qui limite la validité 

de cette théorie aux plaques minces (Ashton et Whitney (1970), Timoshenko et Woinowsky-

Krieger (1959)) 

 

 

 Figure III.1: Schématisation des déformations dans le cas de la théorie classique  

des plaques (Mahi, 2012) 
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III.3 Théorie  de déformation de cisaillement du premier ordre (Reissner-Mindlin) 

(FSDPT)  

Cette théorie (également appelée théorie de Mindlin) et une extension des travaux de 

Timoshenko (1921, 1922) et est considérée comme une amélioration de la théorie classique 

des plaques minces (théorie de Kirchhoff). Cette amélioration consiste à rajouter la 

déformation en cisaillement transverse dans les hypothèses cinématiques. La distribution de 

cette déformation est supposée constante dans l’épaisseur. Le champ des déplacements est 

alors le suivant (Figure III.2.): 

            𝑢̅(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑧∅𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑡)                                           (III.2a) 

𝑣̅(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑧∅𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑡)                                           (III.2b) 

𝑤̅(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)                                                                    (III.2c) 

Où u, v, w sont les déplacements le long des coordonnées x, y et z d’un point du plan moyen 

(plan z = 0); ∅𝑥et ∅𝑦sont les rotations de la normale à la section transversale par rapport aux 

axes y et x respectivement. 

La théorie des déformations du premier ordre nécessite un facteur de correction du 

cisaillement qui est difficile à déterminer à cause de sa dépendance à la fois, de la géométrie, 

du coefficient de Poisson à travers l’épaisseur, des charges appliquées et des conditions aux 

limites. 

Timoshenko a été le premier à avoir étudié les effets des déformations de cisaillement et de 

l’inertie de rotation dans l’analyse des poutres, c’est pourquoi le modèle de la poutre avec une 

théorie du premier ordre est aussi appelé modèle ou poutre de Timoshenko. 

 

Figure III.2.: Schématisation des déformations dans le cas de la théorie des plaques du 

premier ordre (Mahi. 2012) 
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III.4 Théorie de déformation en cisaillement  d’ordre élève  (HSDPT)  

A la différence de la théorie classique des plaques (CPT) qui se base sur la distribution 

linéaire des déplacements suivant l’épaisseur et la théorie de déformation de cisaillement du 

premier ordre (FSDT) qui introduit le cisaillement transversal d’une façon uniforme à travers 

l’épaisseur, la théorie d’ordre élève (HSDT) est basée sur une distribution non linéaire des 

champs à travers l’épaisseur .par conséquent, on tient compte des effets de la déformation 

transversale de cisaillement et/ou de la déformation normale transversale .ces modèles  

n’exigent pas des facteurs de correction . les références sur de tels modèles peuvent  être 

trouvées dans (Hildebrand et al..,1949 ; Naghdi,1957 ; Reissner , 1975 ; Reddy, 1984 ; Kant et 

swaminathan, 2002 ; Soldatos 1992 ; Akavci 2010 ; Akavci 2014 ; Mahi et al .2014 ; Mantari 

et al. 2011 ; mantari et guedes soares 2012 ; mantari et guedes soares 2012  ; Mantari et 

guedes soares 2013 ;zenkour 2007) 

Le champ de déplacement de cette théorie est généralement écrit comme suit : 

                          𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑢₀(𝑥, 𝑦) − 𝑧
𝜕𝑤₀

𝜕𝑥
+ 𝑓(𝑧)𝜑𝑥(𝑥, 𝑦)                                         (III.3a) 

                      𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑣0(𝑥,𝑦) − 𝑧
𝜕𝑤0

𝜕𝑥
+ 𝑓(𝑧)𝜑𝑦(𝑥, 𝑦)                                               (III.3b) 

                                     𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑤₀(𝑥, 𝑦)                                                                   (III.3c) 

 

Avec : (𝑢₀ , 𝑣₀ , 𝑤₀) 𝑒𝑡 (∅𝑥, ∅𝑦) sont les déplacements en membrane et la rotation autour des 

axes x et y et f (z)est la fonction de forme pilotant la distribution des déformations de 

cisaillement et des contraintes à travers l’épaisseur de la plaque. Elle est propre à chaque 

théorie (Tableau III.1). 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.3 : Schématisation des déformations dans le cas de la théorie d’ordre supérieur 

des plaques (Mahi, 2012) 
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Tableau III.1: Différentes fonctions de forme des théories des plaques isotropes  

Théorie 

 

Intitulé 

 

Fonction de forme  

f(z) 

Distribution 

de γxz et γyz 

suivant z 

Coefficient de 

correction de 

(cisaillement) 

Validité 

 

CPT 

Kirchhoff  

(1850) 

     

 

Théorie classique 

des plaques 

 

0 

 

- 

 

- 

Plaques 

minces 

FSDPT 

Mindlin 

(1951) 

     

 

Théorie de 

déformation des 

plaques du 1er 

ordre 

 

z 

 

 

Constante 

 

 

Requis 

 

Plaques 

minces et 

moyennement 

épaisses 

 

Ambartsuin  

(1958) 

     

 

 

Théorie d’ordre 

supérieur 

 

𝑧

2
(

ℎ2

4
−

𝑧2

3
) 

 

Quadratique 

 

 

Non requis 

 

Plaques 

minces et 

moyennement 

épaisses 

TSDPT 

Touratier  

(1991) 

Théorie de 

déformation 

trigonométrique 

des plaques 

 

ℎ

𝜋
𝑠𝑖𝑛 (

𝜋𝑧

ℎ
) 

 

Parabolique 

 

 

Non requis 

 

Plaques 

minces et 

épaisses 

ESDPT 

Karama, Afaq 

et al. (2003) 

Théorie de 

déformation 

exponentielle des 

plaques 

 

zExp (−2 (
𝑧

ℎ
)

2

) 

 

Parabolique 

 

 

Non requis 

 

Plaques 
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III.5 Conclusion 

        Dans ce chapitre, on a exposé les différents modèles sur les  théories des plaques 

rencontrés  dans la littérature telles que la théorie classique des plaques de Love-Kirchhoff 

(CPT), celle de déformation de cisaillement du premier ordre (Reissner-Mindlin, FSDPT ) et 

la théorie de déformation en cisaillement  d’ordre élève (HSDPT).  
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IV Chapitre IV : Etude analytique de la vibration libre des plaques FGM 

sur fondations élastiques 

IV.1 Introduction 

Le contrôle des vibrations dans les éléments de structure tels que les plaques est une 

préoccupation majeure des chercheurs. Pour assurer ce contrôle, la détermination des 

caractéristiques dynamiques des plaques s’avère indispensable.  

Les vibrations libres  sont des vibrations inhérentes aux propriétés propres de la 

structure en l’absence des forces extérieures. Dans tous les cas, Ces vibrations mettent en jeu 

un échange permanent entre l’énergie cinétique et l’énergie de déformation de l’élément 

plaque. L’énergie cinétique est associée à la vitesse vibratoire et la masse des éléments 

déformés. Alors que la déformation est associée aux contraintes dynamiques liées à la rigidité 

des éléments déformés par le mouvement vibratoire.  

Pour atténuer l’effet des ces vibrations sur le comportement des plaques, une alternative 

a été suivie en dotant ces plaques par des fondations élastiques de type Winkler ou Pasternak. 

Le développement des modèles plus réalistes de fondation et des méthodes simplifiées pour 

résoudre ce problème est très important pour arriver à des concepts sures. Ces structures de 

plaques peuvent être trouvées dans différents types industriels telles que les radiers, les 

réservoirs de stockage et les piscines. La théorie classique des plaques (CPT) qui néglige 

l’effet de cisaillement transverse est valable pour l’étude des plaques minces. Cependant, la 

théorie classique CPT sous-estime la flèche. Plusieurs théories de déformation de cisaillement 

ont été développées pour surmonter les insuffisances de la théorie CPT. 

Dans ce chapitre, on a mené une analyse en vibration libre des plaques FGM reposant sur 

une assise élastique de type Winkler-Pasternak (à deux paramètres).  Une théorie de 

déformation de cisaillement d’ordre élevé quasi-3D (HSPDT quasi-3D) a été utilisée pour 

déterminer le comportement dynamique.  Le point culminant de cette théorie est qu’en plus 

d’inclure les fondations élastiques de Winkler-Pasternak et l’effet d’étirement (Stretching 

effect), le champ de déplacement ne contient que cinq inconnus par rapport à d’autres 

comportant  six fonctions de déplacement ou plus rencontrées dans la littérature. Dans cette 

théorie, le champ de déplacement utilise des termes intégrés indéterminés. Les équations de 

mouvement qui régissent les plaques FGM sont dérivées du principe d’Hamilton. Les 

solutions analytiques ont été obtenues en utilisant la technique de Navier.  Les fréquences 
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propres adimensionnelles ont été calculées, pour des plaques simplement appuyées, en 

résolvant les problèmes aux valeurs propres. La fraction volumique des particules est 

supposée changée selon une loi de puissance P-FGM. 

IV.2 Configuration géométrique et propriétés des matériaux 

Considérons une plaque rectangulaire en FGM ayant les dimensions représentées dans la 

Figure VI.1. On suppose qu’elle est posée sur une base élastique de type Winkler-Pasternak 

avec une rigidité de Winkler de 𝑘𝑤 et une rigidité de cisaillement de 𝑘S. On suppose que la 

plaque a un comportement élastique linéaire. Les propriétés matérielles de la plaque FGM 

varient selon une distribution de puissance suivant l'épaisseur de la plaque sous la forme 

(Reddy2000) : 

                                     
 

p

mcm
h

z
PPPzP 










2

1
)(

                                
 

P : présente les propriétés matérielles tel que le module de Young E et la masse volumique ρ, 

les lettres m et c indiquent le métal et la céramique, les deux matériaux qui constituent les 

deux surfaces de la plaque inferieure et supérieure, respectivement, Ou -h/2 ≤ z ≤ h/2.  

P : est l’indice de puissance, ν est le coefficient de Poisson supposant constant. La valeur  p=0 

représente une plaque de céramique. 

 

 

Figure IV.1: Géométrie d’une plaque FG rectangulaire 

 

 

 

….. (IV-1)
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IV.3 Formulation théorique : 

IV.3.1 Relations constitutives 

Les relations constitutives linéaires des plaques FG sont écrites comme suit: 
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Où( x , y , z , yz , xz , xy )et ( x , y , z , yz , xz , xy )sont les composantes de contrainte et de 

déformation, respectivement. Les coefficients de rigidité Qij  sont donnés par: 
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IV.3.2 Champ de déplacement et déformations : 

Les hypothèses de base pour le champ de déplacement de la plaque, y compris l'effet de 

contrainte normale transversale, sont données comme suit (Mahi et al. 2015): 
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Où 𝑢0et 𝑣0sont les déplacements du plan médian de la plaque le long des directions x et y. 

𝑤𝑏et 𝑤𝑠 sont les composants de flexion et de cisaillement du déplacement transversal, 

respectivement, et le déplacement z supplémentaire représente l'effet de la contrainte 
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normale. f (z) et  g(z) représentent des fonctions de forme définissant la distribution des 

efforts de cisaillement transversaux et des contraintes à travers l’épaisseur. 

       Sur la base de la théorie des plaques épaisses et tenant en compte l'effet d'étirement de 

l'épaisseur (effet de la contrainte normale transversale), les hypothèses de base relatives au 

champ de déplacement de la plaque FG peuvent être exprimées comme suit (Abualnour et al. 

2018): 
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Les coefficients 1k  et 2k  dépendent de la géométrie de la plaque FG. Le champ de déplacements 

de la présente théorie, satisfait les conditions de nullité des contraintes de cisaillement 

transverses sur les surfaces supérieure et inférieure de la plaque, est présenté sous une forme plus  

Simple:  

  

 

 

  

 

On constate clairement que le champ de déplacement dans l'équation (6) ne gère que cinq 

inconnus, à savoir u0, v0, wb, et .     

Dans cette étude, les fonctions de forme f(z) et g(z) sont choisies en fonction de la forme 

trigonométrique (Mahi et al. 2015): 
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Les déformations non nulles associées au nouveau champ de déplacement dans Eq. (6) sont : 
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Il peut être vu de l'équation. (9) que les efforts de cisaillement transversal 

( yz
et xz

) sont égaux à zéro en haut (z = h/2) et le fond(z = −h/2) surfaces supérieure et 

inferieure  de la plaque FG. 

Nous avons utilisé la procédure de type Navier pour résoudre les intégrales utilisées dans les 

équations ci-dessus. Nous pouvons les exprimer comme: 
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Les coefficients 'A et 'B  dépendent du type de solution obtenu par la méthode Navier. Nous 

donnons ci-dessous, 'A , 'B , 1k   et 2k : 

                                    

,'
2

1


A ,'

2

1


B ,2

1 k
                

2
2 k

                               
.…(IV-12)

 

 et   sont définis dans l'équation (IV-27). 

IV.3.3 Équations de mouvement  

Le principe d’Hamilton a été utilisé pour déterminer les équations du mouvement, donnée par 

(Reddy 2002; Bennoun et al. 2016):  
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La variation de l'énergie de déformation est exprimée en 
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Où A est la surface supérieure et les résultantes de contrainte N, M, S et Q sont données par: 
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L'énergie cinétique de la plaque est exprimée par: 
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Où ),,,,,,,( 20021210 KKJJJIII sont les inerties de masse données ci-dessous par les formules 

(IV-20a) et (IV-20b).  (z) est la masse volumique. 
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En Substituant les expressions pour U  , eV   et K   à partir des équations. (IV-14), (IV-17) et 

(IV-19) dans l'équation (IV-13) et en intégrant par parties et en collectant les coefficients de 0u

, 0v
, 0w

,   et z , les équations de mouvement de la plaque sont exprimées par: 
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En remplaçant les équations. (IV-6) dans (IV-20), les contraintes résultantes de la plaque FG 

sont liées à la déformation totale par: 
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IV.3.4 Equations de mouvement en termes de déplacements 

     En remplaçant  l'équation (IV-22) dans Eq. (IV-21), les équations d'équilibre peuvent être 

exprimées en termes de déplacements 0u , 0v , 0w ,  et z  par les formules suivantes. 
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où,
 ijd , ijld , ijlmd  et sont donnés par: 
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IV.3.5 Solutions analytiques : 

Une plaque FG rectangulaire simplement supportée est considérée avec une longueur (b) et 

une largeur (a) sous une charge transversale. En utilisant la méthode de solution de Navier, les 

expressions de déplacements (( 0u , 0v , 0w , et z ) sont données par: 
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ou mnU , mnV , mnW , mnX et mn  Des coefficients de déplacement inconnus doivent être 

déterminés, correspond à la fréquence propre associée au mode propre.  et  sont exprimés 

comme: 
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En substituant Eq. IV (26) dans Eq. IV (24), les solutions analytiques peuvent alors être 

définies par: 
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où éléments de ijs et ijm sont des matrices de rigidité et de masse, respectivement. Ces 

éléments sont donnés par: 
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IV.4 Conclusion 

      Dans ce chapitre, nous avons proposé un cheminement de calcul des fréquences propres de 

vibration des plaques FG reposant sur une assise élastique de type Winkler-Pasternak. Une 

théorie de déformation de cisaillement quasi-3D à cinq variables a été utilisée qui ne nécessite 

pas un facteur de correction de cisaillement et assure la nullité des contraintes aux bords libres de 

la plaque. Cette dernière utilise des termes intégrés indéterminés dans le champ de déplacement.  
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V Chapitre V : Résultats et discussions 

V.1 Introduction :   

       Dans le présent chapitre, divers exemples numériques sont présentés pour vérifier 

l'exactitude de la HSDPT actuelle dans la prédiction de la fréquence naturelle de plaques 

simplement appuyées. La solution analytique du présent travail est comparée à celle d’autres 

théories. Des plaques fonctionnellement graduées composées de deux combinaisons de 

matériaux en métal et céramique: Al / ZrO2 et Al / Al2O3 sont considérés. Les propriétés 

correspondantes des matériaux sont données dans le tableau V-1. 

Tableau V-1 Propriétés matérielles du métal et de la céramique 

Propriétés 

Metal Ceramique 

Aluminum 

Al 

Alumina 

Al2O3 

Zirconia 

ZrO2 

Module de Young 

E(GPa) 

 

 

70 

 

380 

 

200 

Module de Poisson 

ʋ 

 

0,3 

 

0,3 

 

0,3 

Mass volumique 

ρ(kg/m3) 

 

2702 

 

3800 

 

5700 

 

 

V.2 Résultats de la vibration libre : 

V.2.1 Exemple 1 : 

   Les résultats numériques pour l'analyse en vibration libre sont présentés dans le (tableau V-2). 

Une comparaison des résultats de la fréquence propre obtenue par la présente théorie, pour une 

plaque carrée isotrope simplement supportée, est présentée. Par commodité, les fréquences 

naturelles non dimensionnelles et les paramètres non dimensionnels des fondations sont données 

par: 

                                           0
2 Dha  ˆ

                                                                  ….. (V-1) 

                                         0
4 DawKwk /                                                                       ….. (V-2) 

                                     0
2 DasKsk /                                                                             …. (V-3) 



Chapitre V : Résultats et discussions 

 

60 
 

                            



  )(/ 21123

0 EhD
                 

 

Le tableau V-2 présente les huit premières fréquences naturelles non dimensionnelles. Les 

résultats obtenus sont comparés aux solutions exactes 3D développées par Leissa (1973), Zhou et 

al. (2002), Nagino et al. (2008), une FSDT calculée par DQM (méthode des éléments en 

quadrature différentielle) donnée par Liu et Liew (1999), et les théories HSDT étudiées par 

Shufrin et Eisenberger (2005), Hosseini-Hashemi et al. (2011), Akavci (2014) et Mantari (2015). 

En examinant le tableau V-2, on constate que les valeurs obtenues par le présent calcul sont très 

proches de celles données par les théories exactes 3D et les théories HSDT avec un rapport 

d'épaisseur décroissant de 1000 à 5. 

D'autre part, les plaques FG (Al / Al2O3) sont étudiées pour déterminer les fréquences 

fondamentales non dimensionnelles,  l'objectif principal de ce calcul est de vérifier les résultats 

obtenus avec une solution exacte 3D réalisée par Jin et al. (2014) et Mantari (2015). 

Les résultats sont données dans le tableau V-3 pour différentes valeurs d’indice de loi de 

puissance et de rapport d’épaisseur. Dans cette partie, les fréquences propres non dimens-

ionnelles et les paramètres de la fondation élastique ont été utilisés (tels que définis dans  les 

équations (V-2) à (V-8)). Idem, on constate un excellent accord entre les résultats (pour des 

plaques carrées et rectangulaires).
  

                                                              mEmh /                             …….. (V-5)       

  

                                                                                            ……. (V-6) 

 

                                                                                
 …… (V-7)        

 

                                                 cEcha /)/ (  2                                  ……. (V-8) 

 

    .…. (V-4) 
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Tableau V-2 : Fréquences fondamentales non dimensionnelles  pour plaques carrées 

isotropes simplement appuyées 

 

/a h  Théorie 

Mode (m,n) 

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2) (1,3) (3,1) (2,3) (3,2) 

 

1000 

Leissa (1973) 19.7392 49.3480 49.3480 78.9568 98.6960 98.6960 128.3021 128.3021 

Zhou et al. (2002) 19.7115 49.3470 49.3470 78.9528 98.6911 98.6911 128.3048 128.3048 

Akavci (2014) 19.7391 49.3476 49.3476 78.9557 98.6943 98.6943 128.3020 128.3020 

Mantari (2015) 19.7405 49.3486 49.3486 78.9580 98.6967 98.6967 128.3049 128.3049 

Présente étude 19.7391 49.3475 49.3475 78.9557 98.6943 98.6943 128.3019 128.3019 

 

 

 

100 

Liu and Liew (1999) 19.7319 49.3027 49.3027 78.8410 98.5150 98.5150 127.9993 127.9993 

Nagino et al. (2008) 19.7320 49.3050 49.3050 78.8460 98.5250 98.5250 128.0100 128.0100 

Akavci (2014) 19.7322 49.3045 49.3045 78.8456 98.5223 98.5223 128.0346 128.0346 

Mantari (2015) 19.7332 49.3086 49.3086 78.8550 98.5365 98.5365 128.0346 128.0346 

Présente étude 19.7323 49.3049 49.3049 78.8467 98.5241 98.5241 128.0146 128.0146 

 

 

 

10 

Liu and Liew (1999) 19.0584 45.4478 45.4478 69.7167 84.9264 84.9264 106.5154 106.5154 

Nagino et al. (2008) 19.0653 45.4869 45.4869 69.8093 85.0646 85.0646 106.7350 106.7350 

Akavci (2014) 19.0850 45.5957 45.5957 70.0595 85.4315 85.4315 107.3040 107.3040 

Mantari (2015) 19.1190 45.7339 45.7339 70.3148 85.7622 85.7622 107.7376 107.7376 

Présente étude 19.0914 45.6286 45.6286 70.1297 85.5289 85.5289 107.4422 107.4422 

 

 

 

5 

Shufrin and 

Eisenberger (2005) 

17.4524 38.1884 38.1884 55.2539 65.3130 65.3130 78.9864 78.9864 

Hosseini-Hashemi et 

al. (2011) 

17.4523 38.1883 38.1883 55.2543 65.3135 65.3135 78.9865 78.9865 

Akavci (2014) 17.5149 38.4722 38.4722 55.8358 66.1207 66.1207 80.1637 80.1637 

Mantari (2015) 17.5899 38.6582 38.6582 56.0674 66.3474 66.3474 80.3365 80.3365 

Présente étude 17.5324 38.5275 38.5275 55.9053 66.1815 66.1815 80.1826 80.1826 
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   …(V-11) 

Tableau V- 3 : Comparaison des fréquences fondamentales non dimensionnelles

 pour des plaques FG Al/Al2O3  

ab /  ha /  p  Théories 

Jin et al.  

(2014) 

Mantari  

(2015) 

Présente 

étude  

 

 

 

 

 

1 

10 0 0.1135 0.1137 0.1135 

1 0.0870 0.0883 0.0882 

2 0.0789 0.0806 0.0806 

5 0.0741 0.0756 0.0755 

5 0 0.4169 0.4183 0.4170 

1 0.3222 0.3271 0.3261 

2 0.2905 0.2965 0.2961 

5 0.2676 0.2726 0.2720 

2 0 1.8470 1.8543 1.8538 

1 1.4687 1.4803 1.4798 

2 1.3095 1.3224 1.3237 

5 1.1450 1.1565 1.1547 

 

 

 

 

 

 

2 

10 0 0.0719 0.0719 0.0718 

1 0.0550 0.0558 0.0560 

2 0.0499 0.0510 0.0513 

5 0.0471 0.0480 0.0482 

5 0 0.2713 0.2721 0.2713 

1 0.2088 0.2121 0.2123 

2 0.1888 0.1928 0.1938 

5 0.1754 0.1789 0.1794 

2 0 0.9570 1.3075 1.3055 

1 0.7937 1.0371 1.0381 

2 0.7149 0.9297 0.9335 

5 0.6168 0.8248 0.8253 

 

 

                                                                …..(V-9) 

                                         
DaKk ss /2

                                                                            
…..(V-10) 

Avec 

)]3)(2)(1/[(])2(3)38()[1(12/ 2223 pppEppEppphD cm    

V.2.1.1 L’effet de l’indice de puissance « p »sur la fréquence fondamentale :  

Effet de l'indice de loi de puissance p sur la fréquence fondamentale non dimensionnelle 

de plaques carrées d'épaisseur moyenne (a/h=10) pour deux FGM (Al / ZrO2 et Al / Al2O3) 

est Présente sur  à la Fig. V-1 . On peut remarquer que la fréquence non dimensionnelle est 

supérieure lorsque l’Al2O3 est utilisé à la surface supérieure. Également, la fréquence propre 

d'un matériau homogène (Al / Al) est indiquée comme valeur de référence. 

DaKk ww /4
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Fig V. 1 Effet de l'indice de loi de puissance p sur la fréquence fondamentale non 

dimensionnelle mm Eha /)/ (~ 2    des plaques carrées FG (a/h=10). 

V.2.1.2 Effet du rapport de forme (a/b) sur la fréquence non dimensionnelle 

La Fig.V-2 montre l’effet du rapport de forme (a/b) sur la fréquence fondamentale non 

dimensionnelle pour les plaques moyennement épaisses (a/h=10, p=1) Nous voyons à nouveau 

que la fréquence non dimensionnelle est plus élevée lorsque le matériau Al2O3 est utilisé dans la 

surface supérieure. Cependant, la fréquence non dimensionnelle est proche de celle d'un matériau 

homogène (Aluminium) pour de petites valeurs du rapport de forme (a/b). 

 

Fig. V.2 Effet du rapport de forme a / b sur la fréquence fondamentale non dimensionnelle 

 des plaques FG (a/h=10, p=1). 
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L'effet du rapport de format (a/b) sur la fréquence non dimensionnelle des plaques FG 

reposant sur une fondation Winkler-Pasternak est illustré dans  la Figure. V-3. Nous pouvons 

constater que si le paramètre 
sk  augmente, la fréquence propre augmente, pour un rapport de 

forme donné (a/b) et un paramètre
wk .   

 

Fig. V.3 Variation de la fréquence fondamentale non dimensionnelle  de 

plaques rectangulaires Al / Al2O3 FG reposant sur une base élastique par rapport au rapport 

de forme (a/h=10, p=1). 

V.2.1.3 Effet des paramètres de la fondation élastique sur la fréquence non 

dimensionnelle :  

Les figures V-4 et V-5 montrent l'effet des paramètres de fondation élastiques 
wk et 

sk

respectivement sur la fréquence non dimensionnelle de plaques carrées FG en Al / Al2O3. On 

peut remarquer d'après ce résultat que les courbes affichées sur la figure V-4 présentent une 

tendance linéaire pour différentes valeurs de . Cependant, les courbes ont une pente supérieure 

à celle obtenue à la Fig. V-5. Pour cela, l’influence du paramètre
sk  sur les fréquences propres est 

supérieure à celle du paramètre
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Fig. V.4 Variation de la fréquence fondamentale non dimensionnelle  

de plaques carrées Al / Al2O3 FG reposant sur une fondation élastique (
sk =10, p=1). 

 

 

Fig. V-5 Variation de la fréquence fondamentale non dimensionnelle  de 

plaques carrées Al / Al2O3 FG reposant sur une fondation élastique       ( =10, p=1). 

 

V.3  Conclusions 

     Dans le présent chapitre, une analyse en vibration libre des plaques composites avancées 

reposant sur une fondation élastique de type Winkler-Pasternak à deux paramètres, utilisant une 

théorie de déformation de cisaillement d'ordre hybride quasi- 3D, a été étudiée. Cette théorie 

prend en compte les effets d'étirement en épaisseur et de déformation de cisaillement sans 



Chapitre V : Résultats et discussions 

 

66 
 

nécessiter un facteur de correction de cisaillement  approprié. Ladite théorie,  ne contient que 

cinq fonctions inconnues et par conséquent cinq équations d’équilibre. En outre, ce nombre 

réduit d'inconnus permettra de réduire le temps de calcul et la compilation des résultats 

numériques. Les équations gouvernantes sont déduites en utilisant le principe d’Hamilton. Les 

équations du mouvement sont résolues analytiquement à l’aide de la solution de type Navier. De 

plus, les fréquences propres sont obtenues en résolvant les résultats de problèmes aux valeurs 

propres. Des résultats numériques ont été présentés pour montrer l’exactitude de la théorie 

proposée dans la prévision de la réponse en vibration des plaques fonctionnellement graduées. 

Finalement, une étude paramétrique a été menée pour constater les effets de l'indice de loi de 

puissance, du rapport d'épaisseur et des paramètres de la fondation élastique  fréquences propres 

de vibration. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Conclusion générale et perspectives  

 

67 
 

VI Conclusion générale et perspectives  

Au cours des dernières années, l’utilisation des matériaux conventionnels qui ne peuvent 

résister aux environnements sévères auxquels ils sont confrontées,; c’est pourquoi, depuis un 

certain nombre d’années, on cherche à obtenir des matériaux combinant différentes propriétés, 

avec de meilleures performances (matériaux composites), pour les utilisés au sein de différentes 

secteurs tel que l’aéronautique, les constructions navales, l’industrie automobile, le génie civil, la 

médecine, etc… 

De nombreux nouveaux types de composite ont déjà été fabriqués conformément aux 

propriétés des matériaux exigées par la technologie actuelle. Parmi eux on distingue les 

matériaux à gradient fonctionnelle FGM. 

L’utilisation des matériaux à gradient fonctionnelle FGM pour la conception des structures 

minces et élancées tels que les plaques et les poutres nécessite la vérification de leurs stabilités. 

    La présente thèse porte sur une analyse en vibration libre des plaques composites avancées 

reposant sur une fondation élastique de type Winkler-Pasternak à deux paramètres, utilisant une 

théorie de déformation en cisaillement d'ordre hybride quasi- 3D, a été étudiée. Cette théorie 

prend en compte les effets d'étirement en épaisseur et de déformation en cisaillement sans 

nécessiter un facteur de correction en cisaillement approprié. Ladite théorie,  ne contient que cinq 

fonctions inconnues et par conséquent cinq équations d’équilibre. En outre, ce nombre réduit 

d'inconnus permettra de réduire le temps de calcul et la compilation des résultats numériques. 

Les équations gouvernantes sont déduites en utilisant le principe d’Hamilton. Les équations du 

mouvement sont résolues analytiquement à l’aide de la solution de type Navier. De plus, les 

fréquences propres sont obtenues en résolvant les résultats de problèmes aux valeurs propres.         

Des résultats numériques ont été présentés pour montrer l’exactitude de la théorie proposée dans 

la prévision de la réponse en vibration des plaques fonctionnellement graduées. Finalement, une 

étude paramétrique a été menée pour constater les effets de l'indice de loi de puissance, du 

rapport d'épaisseur et des paramètres de la fondation élastique  fréquences propres de vibration. 

En perspective, on prévoit d’élargir le champ d’application de cette nouvelle théorie de 

déformation de cisaillement des plaques quasi 3-D pour l’analyse dynamique et d’insatiabilité 

des structures fonctionnellement graduées avec des différents géométries et déférentes formes 

sous la combinaison des déférentes types de chargement (mécanique ,thermique ,…etc) 
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