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Avant-propos 

Ce polycopié se trouve être un support pédagogique des cours et exercices  pratiques, 
destiné aux étudiants de 2ème Année des Licences LMD assurées au département de génie 
civil et hydraulique. Ce polycopié regroupe un certain nombre de méthodes étudiées dans 
les différents chapitres du cours de méthodes numériques. 
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Chapitre I : Rappels et définitions   

���� ��������	��
��
���$�

Résoudre un problème signifie trouver une solution x qui dépend de données a et de formules. Ces 

formules sont issues en général d’une modélisation d’un problème scientifique (en physique, 

chimie, biologie, économie, etc.). Nous ne discutons pas ici de l’erreur de modélisation qui est 

l’écart entre le phénomène réel et le phénomène simulé. Dans la suite, les variables x et a 

appartiennent à des espaces vectoriels normés et il existe une fonction F telle que le problème 

s’écrive F(x, a)=0. En général, il n’est possible de résoudre qu’un problème approché. Ce problème 

discret, formulé en dimension finie, doit être résolu par un algorithme, qui peut être direct ou 

itératif. Enfin, l’algorithme est exécuté sur un ordinateur avec une précision finie. Dans le résultat 

d’un calcul scientifique, il apparait ainsi plusieurs sources d’erreur :[1]

• l’erreur due à l’approximation des données, 

• l’erreur d’approximation ou de discrétisation,  

• l’erreur due à l’algorithme s’il est itératif, 

• l’erreur d’arrondi due à la précision finie. 

 Les différentes sources d’erreur interférente avec les erreurs d’arrondi lors d’un calcul. Par 

exemple, la résolution d’un problèmetrès sensible aux variations sur les données donne lieu à des 

calculs avec de grandes erreurs d’arrondi. 

1. 1.1 Mesures de l’erreur 

Tout calcul devrait s’accompagner d’une estimation des erreurs d’approximation commises. Pour 

mesurer celles-ci, nous définissons les erreurs absolues et relatives, ainsi que la notion de chiffres 

significatifs. 

Définition :soit�� � �������� � �� une  approximation de x .l’erreur absolue sur ������	��
� � ��
 si � � 
�, l’erreur relative est 


� � ��
�
�
. ……….. (1,1)

1. Définition : Le nombre de chiffres significatifs de x est le nombre de chiffres `a partir du 

premier chiffre non nul. 

Par exemple, le nombre de chiffres significatifs de�� = 0.0034560 est 5. L’erreur relative sur �����  = 

0.00346 vaut environ 1.16  10−3 et le nombre de chiffres significatifs exacts est ici 2. 

Dans le cas de vecteurs, on définit les erreurs sur les normes ou les erreurs composantes par 

composante.[2]
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2. Définition : Soit� � ����� ���� � ���� ,  une approximation de ������� �une norme définie sur ��. 

L’erreur absolue sur la norme est �� � ���. 

Si � � 
�, l’erreur relative sur la norme est �� � ������� ………(1.1)

Si �� � 
� � � ��� � �� l’erreur relative composante par composante est ���� � � � �
�� � ���
�
��

1.1.2 Les systèmes usuels 

1.1.2.1 Le système binaire (B = 2) 

Le système binaire est le système de la base 2. Il ne comprend que le chiffre 0 et 1. Le passage de 

la base décimale à la base 2 s’effectue par division successives par 2. 

Exemple 6 (67)2 = 1000011 

Les poids sont les puissances de 2. 

Soit a et b deux chiffres binaires. Ils peuvent donc prendre la valeur 0 ou 1. Nous avons 4 cas 

possibles pour chaque opération. 

Le produit vaut 1 si les deux chiffres valent 1 simultanément. Elle est notée P = a.b 

La somme vaut 1 si un seulement des deux chiffres vaut 1. On l'appelle dilemme ou encore « OU 

Exclusif ». Elle est notée : S = a � b. La retenue est identique au produit : R = a.b [3]

1.1.2.2 Le système octal (B = 8) 

Le système octal est le système de la base 8. Il utilise donc les chiffres compris entre 0 et 7. Le 

passage du système binaire au système octal est immédiat. Il suffit de diviser le nombre binaire en 

tranches de trois chiffres à partir de la droite (23 = 8). 

Exemple 7 Le nombre écrit en binaire 

�

��
�


���

�

�
�
 
!
"

La conversion inverse s’effectue selon le même procédé. C'est très rapide. L'intérêt de ce système 

réside justement dans cette rapidité de conversion.

1.1.2.3 Système hexadécimal (B = 16) 

Le système hexadécimal est un système de numération de base 16, donc à 16 chiffres de 0 à 15 

notés : 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F [3]

Exemple 8 (31)10 = 16 + 15 = 1F H (H pour hexadécimal)  
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1.1.3 Notation scientifique des nombres 
La notation scientifique d'un nombre utilise un signe, une mantisse �# $ %%& � ' � ��( )*�+,�)-./01,*�� 2 ' 3 �
4...
����

Exemple  

�"�"�� � 
��""��� 3 �
5
Le nombre de chiffres alloués à la mantisse étant infini, il y aura forcément des erreurs d'arrondi ou 

de troncature. Certaines précautions sont alors nécessaires quand on effectue des opérations 

d'addition et de soustraction sur les nombres. 

_ Il faut additionner les nombres dans l'ordre croissant. A titre d'exemple supposant que l'on alloue 

5 chiffres significatifs à la mantisse alors les deux opérations suivantes donnent des résultats très 

différents : 

�





 6 � 6 � 676 �8999:999;%�<�==�>��?@�A>�B � C
�� 3 �
D 6 
�



 3 �
DE 6 � 6 � 67� � �






� 6 � 676 �8999:999;%�<�==�>��?@�A>�B 6 �





 � "







On voit que la première manière d'additionner donne un résultat faux. 

_ Il faut éviter de soustraire des nombres très peu différents. Prenons le cas de la fonction 

x - sin x pour x proche de zéro : 

� � ��F #�G� � 
�HHHHHHHHH! 3 �
I%
	��� � 
�HHH�!"J J" 3 �
I%

� � 	��� � 
�


 J�!�!F 3 �
I%
� 
� J�!�!F


 3 �
IK

Plusieurs artifices existent pour éviter ces soustractions :  

- pour la fonction L�5 6 � � � au voisinage de 0, on utilisera l'égalité 

M�5 6 � � � � �5L�5 6 � 6 �
_ Pour la fonction x - sin x, on utilisera le développement en séries de Taylor 

Idem la fonction �N � �I5N au voisinage de 0 (ajouter les puissantes identique  

Pour la fonction OP	5� � 	��5��QPR#�� S TK , on utilisera  l’egalite  



5 | P a g e

OP	5� � 	��5� � OP	"�
Pour la fonction U� � � ��QPR#�� S ���on utilisera la fonction U� N@
1.2 Quelques rappels sur les matrices  

1.2. Définition  

Une matrice m x n est un tableau de nombres à m lignes et n colonnes. Les nombres qui composent 

la matrice sont appelés les éléments de la matrice (ou aussi les coefficients). Une matrice à m lignes 

et n colonnes est dite matrice d’ordre (m, n) ou de dimension m × n. L’ensemble des matrices à m 

lignes et n colonnes à coefficients réels se note Mm,n(R).[4]

Matrice particulières 

V��#�O��G��G������P��������W � C���E � X�%% �%5 7 �%��5% �55 7 �5�Y Y Z Y�<% �<5 7 �<�
[ ………(1.4)

Matrice nulle   

 Tous les éléments��� �0      Exmple \ � $
 �
" 
 (
Matricecarrée d’ordre n  

 Nombre de lignes = nombre de colonnes =n 

Matrice diagonale        X�%% 
 7 

 �55 7 
Y Y Z Y
 
 7 �<�
[………(1.5)    Exemple \ � ]� 
 

  

 
 !^

Matrice identité d’ordre n :_� � X� 
 7 

 � 7 
Y Y Z Y
 
 7 �[ ………(1.7)Exemple \ � ]� 
 

 � 

 
 �^

Matrice triangulaire supérieure X�%% �%5 7 �%�
 �55 7 �5�Y Y Z Y
 
 7 �<�
[………(1.8)

Exemple \ � X�� F " `
 " �F  
 
 � "
 
 
 �[

Matrice triangulaire inferieure X�%% 
 7 
�5% �55 7 
Y Y Z Y�<% �<5 7 �<�
[………(1.9)



6 | P a g e

 Exemple \ � X�� 
 
 
F " 
 
" �F � 
`  " �[
1.2.2. Opérations sur les matrices :  

Multiplication par un scalaire K :a\ � �Xa�%% a�%5 7 a�%�a�5% a�55 7 a�5�Y Y Z Ya�<% a�<5 7 a�<�
[………(1.10)

Exemple \� F � F� ]�� " JF " !`  �^ � ]���F "�F J�FF�F "�F !�F`�F  �F ��F^ � ]�F �
 J"F �
 �F 
 "
 �F^
Addition de deux matrices de même dimension C������E�\ � C���E����b � Cc��E
\ 6 b � X �%% 6 c%% �%5 6 c%5 7 �%� 6 c%��5% 6 c5% �55 6 c55 7 �5� 6 c5�Y Y Z Y�<% 6 c<% �<5 6 c<5 7 �<� 6 c<�

[………(1.11)

Exemple \ � ]�� " JF " !`  �^ ���b � ]� � ��" "  H  ! ^ d \ 6 b � ]�� 6 � " 6 � J � �F 6 " " 6 " ! 6  ` 6 H  6  � 6 !^
\ 6 b � ] " � H!  ��� ` �
^

Multiplication de deux matrices A et B de dimensions respectives  m x n et n xp :\b �

e
ffg
�%% 
 7 
�5% �55 7 
Y Y 7 Y��% ��5 7 ���Y Y Y Y�<% �<5 �<� �<�h

iije
gc%% c%5 7 c%k 7 c%lc5% c55 7 c5k 7 c5lY Y Y Y Y Yc�% c�5 �<� c�k 7 c�lh

j………(1.12)

e
ffg
O%% O%5 7 O%k 7 O%lO5% O55 7 O5k 7 O5lY Y Y 7 Y YO�% O�5 7 O�k 7 O�lY Y 7 Y 7 Y�<% �<5 7 �<k 7 �<lh

iij� m�CG����	�P������Q�E
Avec  

O�� � ��%c%k 6 ��5c5k 6 ��ncnk 676 ��%c�k �o ��pcpk�
pq% C� � ��"��W r � ��"� � � � Q�E

Exemple \ � ]�� " JF " !`  �^ ���b � ]� � ��" "  H  ! ^
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1.2.3. Transposition (AT ou A’) 

La transposée d’une matrice S’obtient en remplacent les lignes de la matrice par ses colonnes. Si la 

matrice A est de dimension m x n, la transposée AT, sera de dimension  n x m  

\s � X�%% �%5 7 �%��5% �55 7 �5�Y Y Z Y�<% �<5 7 �<�
[
s
� X�%% �5% 7 �<%�%5 �55 7 �<5Y Y Z Y�%� �5� 7 ��<[………(1 .13)

Propriétés : soit A et B deux matrice et k un scalaire [5] 

(A+B)T=AT+ BT  

(A T)T=A  

(kA)T=kAT 

(A B)T= BT AT  

Pour toute matrice A, le produit AT A est une matrice carrée symétrique et les éléments de sa 

diagonale principale sont non négatifs  

1.2.4.Rang d’une matrice r(A) 

Le rang d’une matrice A de dimension m et  n  correspond au nombre de lignes non nulles de sa 

forme échelonnée réduite. On dit que A est de « plein rang » si r(A) = m 

Remarque : Le rang d’une matrice donne le nombre maximum de ses lignes linéairement 

indépendantes ainsi que le nb max de ses colonnes linéairement indépendantes. 

Propriétés : 

1. Si B peut être obtenue de A par applications successives d’opérations élémentaires 

sur ses lignes, alors r(A) = r(B) 

2. r(AT) = r(A) 

3. Si le produit matriciel AB est défini, alors  #C\bE � ���t#C\Eu #CbEv
Matrice inverse  

Soit A une matrice carrée nxn .l'inverse de A (notée A-1) , si elle existe , est la matrice qui satisfait  \\I% � \I%\ � _�  ………(1.14)

Si  l’inverse existe, on peut l’obtenir de la façon suivante : Considérer la matrice augmentée 
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C\ Y _E � X�%% �5% 7 �%� Y � 
 7 
�%5 �55 7 �5� Y 
 � 7 
Y Y Z Y Y 7 7 Z 7�%� �5� 7 ��� Y 
 
 7 �[
Effectuer des opérations élémentaires sur les lignes de matrice augmentée jusqu’à ce qu’elle 

devienneC\ Y _E�����la matrice B alors l’inverse de  \��� �� b � \I%[3] 

Propriétés  

Si A est inversible, alors A-1  est aussi inversible et (A-1) -1 =A  ………(1.15)

Si A est inversible, alors (A-1)T  = (AT) -1    ………(1.16)

Si A et  B  sont deux matrice carres inversibles de même dimension, alors leur produit   

AB est aussi inversible et (AB)-1 =B-1 A-1

1.2.4.Determinant CwxyCzE{|
z

Soit Aune matrice carre nxn matrice "�" } ~�%% �%5�5% �55~ � �%%�55 � �5%�%5  ………(1.17)

Ordre supérieur :   le déterminant est égala la somme des produits obtenus en multipliant les 

éléments d’une ligne quelque (ou d’une colonne) par leur cofacteurs respectifs cofacteur � \�k� �C��EC��E��k�V�k��PR�V�k (mineur) est la sous matrice carréeC� � �E��C� � �E obtenue en 

supprimant la ieme  ligne et la jeme colonne de A  [6]

ainsi
\
 � �%%\�% 6 �55\�5 6 ���\��
Propriétés : 

1. Si A possède une ligne (ou colonne) de « 0 », alors 
\
 � 

2. Si A possède 2 lignes (colonnes) identiques, alors 
\
 � 

3. Si A est triangulaire, alors 
\
 � produit de ses éléments diagonaux. En particulier,|
_�
=1. 

4. Si B est obtenue de A en multipliant une seule de ses lignes (colonnes) par unscalaire k, alors 
b
 � a
\
. 
5. Si B est obtenu en permutant 2 lignes (ou colonnes) de A, alors 
b
 � �
\

6. Si B est obtenu de 2 en additionnant le multiple d’une ligne (colonne) à une autre, 

alors
b
 � 
\

7.�\s� � 
\

8. Si A et B sont 2 matrices carrées de même dimension, alors  
\b
 � 
\

b
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9. A est inversible si 
\
 � 
. On dit que la matrice est non singulière. 

1.2.5.Matrice adjointe 

Soit A une matrice carrée d’ordre n. La matrice adjointe de A (notée adj A) est définiecomme la 

transposée de la matrice des cofacteurs de A i.e. \ � X\%% \%5 7 \%�\ \55 7 \5�Y Y Z Y\<% \<5 7 \<�
[ �PR�\�k �

C��E�V�k�
si A est une matrice carrée telle que 
\
 � 
� �UP#	�\�����#	�cU��
���\I% � %
�
 ��Gr�C\E��………(1.18)

1.2.6matrice definie positive  

une matrice �����symétrique A est dite « définie positive  si pour tout vecteur X C�����E , le produit �s\� � 
��
elle est  « semi –définie positive si   ��s\� � 
�QPR#��PR���
une matrice ����� symetrique A est dite « definie negative  si pour tout vercteur X C�����E ,  le 

produit  �s\� � 
��
Elle est  « semi –définie négative si   ��s\� � 
�QPR#��PR���  . 
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��������	
� �	
���������	�����������	���	���������

On considère une fonction réelle f définie sur un intervalle��� c�, avec  � � � , et continue sur cet 

intervalle et on suppose que f admet une unique racine sur _ � ��� c�c’est- a-dire qu’il existe un 

unique �  I tel que f(�) = 0.[7]

2.1 Methode de dichotomie 

On considère un intervalle [a, b] et une fonction f continue de [a, b] dans R. On suppose que 

f(a)f(b) < 0 et que l'équation f(x) = 0 admet une unique solution � sur l’intervalle [a, b]. 

La méthode de dichotomie consiste à construire une suite C��E  qui converge vers � de la manière 

suivante : 

2.1.1. Initialisation : on prend pour �& le milieu de [a, b]. La racine se trouve alors dans l’undes 

deux intervalles  ]a, x0[ ou ]x0, ��� �&��PR����&� c�ou bien elle est égale à �&.�
• si �C�E�C�&E � 
� 1�/'0� �� ��� �&�� P���
Pose  .�%� � ��� c% � �&��
• 	���C�E�C�&E � 
� �UP#	� �� �&�
• si ��C�E�C�&E � 
� 1�/'0� �� ��&� c�� P��
pose a1 = x0, b1 = b.�%� � �&��� c% � c�

Figure 1 :methode de dichotomie 

On prend alors pour �%� le milieu de ��%�� c%��
On construit ainsi une suite  �&� � ���

5 ………(2.1)

�%� � �%� 6 c%�"� � � � � � � �� � ��� 6 c��"�
telle que  
� ���
 � C�I�E

5��%�………(2.2)
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Etant donne une précision�, cette méthode permet d’approcher � en un nombre pevisible 

diterations. 

Les principes de construction suivants consistent à transformer l’équation �C�E � 
�en une equation 

equivalente��C�E � �
On peut poser par exemple�C�E � � 6 �C�E, mais on prendra plus généralement ��C�E � � 6RC�E�C�Eou u est une fonction non nulle sur l’intervalle 

I. Il reste à choisir u pour que la suite définie par  �& � _ et la relation de récurrence 

���% � �� 6 RC��E�C��E………(2.3)

Soit bien définie et converge vers la racine  � G����géométriquement, on a remplacé la recherche de 

l’intersection du graphe de la fonction f avec l’axe Ox, par la recherche de l’intersection de la 

droite d’équation � � � avec la courbe d’équation�� � �C�E. 
Le choix d’une méthode est conditionne par les réponses aux questions suivantes : 

1) la suite C����Econverge-t-elle ? 

2) si la suite converge, sa limite est-elle � ? 

3) si on veut la solution a � pres, comment arréter les itérations dés que cette condition estremplie ? 

4) comme dans tout calcul, on désire obtenir rapidement le résultat approché, il faudra donc estimer 

la manière dont évolue l’erreur  � � ����au cours des itérations. 

Les deux premières questions sont purement mathématiques. Les deux dernières sont numériques, 

car on ne peut effectuer qu’un nombre fini d’itérations pour le calcul. 

La continuité des fonctions considérées permet de répondre à la question 2 : si la suite converge, 

elle converge vers une racine de l’équation ; si, de plus, �� � _ , pour tout n, alors par unicité de la 

racine dans I, la suite converge vers �. 

2.2 Theoreme du point fixe 

On dit que l’application g : [a, b] � R est strictement contractante si 

�� � �
����� ���� � ��� c��� ���� � ��� c��� 
�C�E � �C�E
 � �
� � �
 ………(2.4)

2.2.1. Proposition  – Soit g une application de classe C1 de l’intervalle [a, b] de R dans R. On 

suppose que g vérifie[8] 

���t
��C�E
W � � � ��� c�v � � � �
alors l’application g est strictement contractante dans l’intervalle [a, b]. 
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2.2.2. Théorème 

– Si g est une application définie sur l’intervalle [a, b] a valeurs dans [a, b], 

alors la suite C��E définie par �& � ��� c� et la relation de récurrence ���% � �C��E converge vers 

l’unique solution � de l’équation  � � �C�Eavec �� ��� c�. 
2.2.3. Démonstration : la suite C��E est bien définie car�C��� c�E���� c�. Montrons, par l’absurde, 

que léquation � � �C�E a au plus une solution. Supposons qu’il yait deux solutions 

�% ���� �5alors[9] 

Figure 2 : méthode de point fixe


�%��5
 � � 
�C�%E � �C�5E
 � �
�%��5
Or� � �
Donc nécessairement��%��5. 

Montrons que la suite (xn) est convergente. On a  


���% � ��
 � 
�C��E � �C��I%E
 � �
�� � ��I%
. 
et par récurrence
���% � ��
 � ��
�% � �&

On en déduit que 

����l � ��� � ��
�% � �&
 � � ��
� � � � 
�% � �&
 ��

� � �
Cette suite vérifie le critère de Cauchy ; elle est donc convergente vers �� ��� c� , or l’application �
est continue donc la limite � vérifie  �C�E �� . 

On a aussi une évaluation de l’erreur en faisant tendre p vers l’infini, on obtient 


� ���
 � 
�% � �&
 ��
%I�………(2.5)

On constate que, pour n fixe, l’erreur est d’autant plus petite que L est proche de 0. 
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2.3 Methode de la secante 

Cette méthode est  également appelée méthode de Lagrange, méthode des parties proportionnelles.  

On considère un intervalle ��� c� et une fonction �de classe �5  de ��� c�dans�. On suppose 

que�C�E�CcE � 
 et que � �  ne s’annule pas sur ��� c� , alors l’équation �C�E � 
  admet une unique 

solution sur l’intervalle ��� c�.[10]

La méthode de la sécante consiste à construire une suite C��E  qui converge vers � de la maniere 

suivante : soit �& la droite passant par ��� �C�E����Cc� �CcEE , elle coupe l’axe ��en un point 

d’abscisse  �& � ��� c�. On approche donc la fonction f par un polynome �� de degre 1 et on resout  

��C�E � 
. 

Ensuite, suivant la position de � par rapport  a �&, on considere la droite passant par C�� �C�EE et 

C�&� �C�&EE  s��C�&E�C�E � 
i  ou celle passant parC�&� �C�&EE etCc� �CcEE  si �C�&E�CcE � 
  . 

Figure 3 :méthode de secante 

On appelle �% l’abscisse du point d’intersection de cette droite avec l’axe ��. 

On réitère ensuite le procède. 

Plaçons-nous dans le cas ou � � � 
 est dérivable et f est convexe C�� �� � �� � 
E , alors la suiteC��E
est définie par 

� �& � �
���% � �ACN�EIN�AC�E

ACN�EIAC�E
………(2.6)

En effet, si � est convexe, on remplace l’intervalle ���� c�  par l’intervalle����%� c�. L’équation 

d’une droite passant par 

�O� �COE����Cc� �CcE���O�O � c��	��� � �CcE � �CcE � �COE
c � O C� � cE
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On cherche son intersection avec l’axe �� donc on prend � � 
�et on obtient la formule donnée 

plus haut. 

Remarque - si � est convexe, alors sa representation graphique est au dessus des tangentes et en 

dessous des cordes. 

P��QP	���C�E � c�C��E � ���CcE�C��E � �CcE � � � c � ��CcE � �C�E �C�EG�PR�����% � �C���E
Montrons que cette suite C��Eest définie. Pour cela, il suffit de montrer que C���� c�E���� c�. 
Vérifions d’abord que g est de classe  �% sur ��� c����Elle l’est de maniére évidente sur ��� c� . 
 L’application � est continue en cet �CcE � c ���CcE �CcE�   . 

On a, pour tout 

� � ��� c�gC�E � � � � �C�E �INAC�EIACNE6 �C�E AC�EIACNEIC�INEA¡CNE�AC�EIACNE�¢ � �CcE AC�EIACNEIC�INEA¡CNE�AC�EIACNE�¢
on en déduit que ��est continue en c�et ��CcE � �CcE� ��CcE�C"� �CcE5E.  
De plus ,l’application ��est convexe, donc �CcE � �C�E � Cc � �E� �C�E � 
.  

On a également�CcE � 

Car � croissante et �C�E�CcE � 
.la fonction � est donc croissante sur ��� c�. On a alors �C��� c�E���C�E� �CcE�. De plus ,�C�E � � � �C�E C�I�EAC�EIAC�E,or �C�E � 
 et 

C�I�EAC�EIAC�E � 

Par croissance de ����; donc�C�E � �. 

de même�CcE � c � AC�EA¡C�E ,  or � �CcE � 
�)*�£CcE � 
�¤/,¥�¦CcE � c. 

La croissance de g montre que la suiteC��E  est croissante car �% � �C�E � � � �& , or elle est dans 

l’intervalle ��� c� , donc elle converge vers _ � ��� c�  tel que, par continuite de �, 

�C_E � _ . De plus, �& ��  donc une recurrence immediate et la croissance de � montrent que, pour 

tout entier ��� �� ��  . On en déduit que _ �� , c’est-à-dire que _ � ��� c�. 
Soit � � ��� c�� tel que  �C�E � 
 , alors il est immediat que  �C�E � �. Reciproquement, soit 

� � ��� c��  tel  que  �C�E � � , alors �C�E C�INEAC�EIACNE � 
, or � � c�����C�E � �CcE
Car �  est strictement croissante et � � ��� c�� . on en deduit que ��C�E � 
. Il y a unicité de la racine 

de � , donc _ ��  et la suite C��E converge vers �[11]

Rapidité de convergence de la méthode de la sécante
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On a ����� ��C�EC��I%��E. On en deduit, par continuite de ��en �, que 

U���d�§ 
N�I�

N�¨©I�
 � 
��C�E
 � ��C�E………(2.7)

2.4. Methode de Newton 

On cherche les points fixes de la fonction  �C�E � � 6 RC�E�C�E , et on a vu que 

U���d�§ 
����

��I%��
 � 
��C�E
 � ��C�E
Pour obtenir une convergence plus rapide, on peut chercher u tel que ��C�E � 
 . On a, si les 

fonctions ont les régularités nécessaires,  

��C�E � � 6 R�C�E�C�E 6 RC�E� �C�Eet on en deduit que  g�(�) = 0  

si RC�E � ���� �C�E . Si la fonction � � ne s’annule pas, on peut donc choisir  

RC�E � ���� �C�E. On obtient alors la méthode de Newton. 

On considère une fonction réelle définie sur un intervalle  _ � ��� c� de classe �5 telle que �C�E�CcE � 
 ;  

on suppose que les fonctions � � et � ��ne s’annulent pas et gardent chacune un signe constant sur _. 
On pose �C�E � � � ACNEA¡CNE ………(2.8)

Si � � et  � �� est positive (respectivement négative) sur  ��� c� , on pose �& � c (respectivement��). 

On définit alors la suite C��E par la donnee de �&  et la relation de recurrence 

���% � �C��E. 
2.4.1. Théorème : La suite C��E converge vers � l’unique racine de �sur ��� c�. 
2.4.2. Démonstration : pour simplifier la rédaction, on va supposer que � �est strictement positive 

et � �ª est strictement négative sur _ Les autres cas se traitent de maniere similaire. Ces hypoteses 

assurent l’existence et l’unicité de �� _ tel que  �C�E � 
.[12]

On va montrer que la suite C��E est croissante et majoree par �. On a �& � �, donc �& ��. 

Supposons que �� ���� alors comme ���% � �� ACN�EA¡CN�E et que la fonction � �
Est positive, donc �est croissante, on peut déduit immédiatement que ���% � �� et la suite C��E est 

croissante .de plus ,���%��� �C��E � �C�E � ��C�EC�� � «E avec  � � ���� «�
Or ��C�E � ACNEA¡¡CNECA¡CNE¢E �donc  ��C�E � 
�)*����% � «. 
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La suite C��E est croissante et majoree ; elle est donc convergente . NotonsU sa limite .la contiuite 

de � permet d’ecrire que U � �CUE et donc �CUE � 
��G�PR�U � «

2.4.3 Interpretation graphique 

La méthode de Newton consiste à remplacer la courbe par sa tangente en une de ses deux 

extrémités. Le point �% est l’intersection de cette tangente avec l’axe��. 

Pour faire le dessin, on va se placer dans le cas étudié pour la méthode de la sécante,  

� � � 
et � �� � 
. On prend alors �& � c . 

Traçons la tangente à la courbe représentative de � passant par �Cc� �CcEE. L’équation de cette 

tangente est � � � �CcEC� � cE 6 �CcE . Son intersection avec l’axe �� a une ordonnee nulle et son 

abscisse vau On trace en- suite la tangente `a la courbe 

au point C�%� �C�%E. Le reel �5 est l’abscisse de l’intersection de cette deuxième tangente avec l’axe 

�� et on réit`ere ce procede. 

Figure 4 : Interprétation graphique de méthode de Newton 

Remarque - Si on prenait la tangente `a la courbe en�C�� �C�EE, son intersection avec l’axe ��ne 

serait pas, sur ce dessin, dans l’intervalle��� c�. 

2.4.4 Rapidite de convergence de la methode de Newton 

On suppose que la fonction �� est de classe ¬nsur_ � ��� c�, que l’on a �C�E�CcE � 

et que les fonctions � � et � �� sont toutes deux strictement positives sur ��� c�. Ceci nous 

garantit l’existence et l’unicité d’une racine simple « de � sur ��� c��On a donc ��C«E � 
�et 
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� �C«E � 
. 

On pose �C�E � � � ACNEA¡CNE et on definit la suite C��E par �& � c et la relation de récurrence���% ��C��E. 
Travaux dirigés I  

Exercice 01 : Utiliser la méthode de la bissection pour calculer une approximation de la solution de 

l’équation : �� � ��N � 
��G��	�U�����#��UU���
��������O�R���Q#­O�	�P���� � �
In
Exercice 02 : On considère la fonction F(x) =  x2 + x − 1 = 0. 

Déduire les fonctions g (x)1 ; g (x)2.  

Calcule la divergence de g(x)1= (1-x)0.5 avec x0=3.25 

On pose g (x)2 : Montrer que la méthode du point fixe converge vers la solution �=1 dans 

l’intervalle  I = [-1.5,0]. 

Exercice 03 : On considère la fonction F(x) = x2ex -1 = 0 

1- Trouver un intervalle I = [a,b] de longueur 1 contenant la racine � de F(x) 

2- Après avoir vérifié l’applicabilité de la méthode de Dichotomie sur cet intervalle, 

calculer les cinq premiers itérés. 

3- Calculer le nombre d’itération qu’il faut pour avoir la solution avec une précision � = 10−4

Exercice 04 : On veut résoudre l’équation  �n � � � � par la méthode du point fixe dans 

l’intervalle ���"�
1. montrer que la fonction � � �C�E � L� 6 �®  vérifie les conditions de convergence  

2. calculer la solution approximative avec la précision � � �
I5�����& � ��F
Exercice 05  : Ecrire un processus itératif ( xn) n N du point fixe définie par la fonction 

d’itération suivante :    �C�E � � 6 %K C�IN � �5E
Montrer que la méthode du point fixe converge vers la solution � dans l’intervalle I = [0,1] 

b- Déterminer le nombre d’itérations nécessaires pour calculer une solution approchéavec une 

précision � = 10−10 

Calculer les cinq premières itérations.  

Exercice 06 : Soit l’équation suivante : ��C�E � � � 
�` � 
�"	��� � 
�
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En utilisant la méthode de Newton- Raphson résoudre l’équation dans l’intervalle � ¯TK � T5° avec 

précision � � � �
I±�����& � TK
Exercice 07 : Soit  �C�E � ��N � "��� � � �
Montre que fonction f admet un minimum unique � dans l’intervalle  �
���
Montrer que l’algorithme de newton permet de déterminer ce minimum � .écrire la suite de newton 

xn

Calculer x5 sachant que x0=1 

La Solution de la fiche de TD 

Exercice 1 : En utilisant la méthode de la bissection, on va calculer la solution approchée de 

l’équation : 

�C�E � � � ��N � 
�PR�� � ��� c������ � �
In
² �����	��OP����R��	R#����� c��C
E � ��� �C�E � ���!�`�W �CPE� �C�E � 
 d ��� �
���W �C�E � 

G��QUR	�� � �C�E � ��NC� 6 �E � 
�- � ���"� d � ³�
f est monotone  la  solution c  est unique  

on prendra 4 chiffres après la virgule et le nombre d’itérations n est  

� � U� �I�´U� " �� U� �
nU� " � J�J!� d ���
���­#���P�	�
� � c O � � 6 c" c � O cC�E� 
�


 ��


 
�F


 
�F


 6
��!FH" 
�F


 ��



 
�!F

 
�"F

 �
�F`!!� 
�F


 
�!F

 
�H"F
 
��"F
 �
��H!H 
�F


 
�H"F
 
�FH"F 
�
H"F 6
�
�"`F 
�FH"F 
�H"F
 
�FJ�! 
�
��� �
�
!F
H 
�FH"F 
�FJ�! 
�F!`� 
�
�FH �
�
�
F! 
�FH"F 
�F!`� 
�F!
� 
�

!` �
�

`!` 
�FH"F 
�F!
� 
�FHH 
�

�J 6
�

"
J 
�FHH 
�F!
� 
�FH`� 
�

"
 �
�

�"�
 
�FHH 
�FH`� 
�FH!� 
�

�
 6
�


 c � O � 
�FH`� � 
FH!� � 
�

�
 � � � 
�

�
� Donc on arrête les calculs et la  

solution est  �O S 
�FH!������P��Q�R��­O#�#��O � 
�FH!� µ 
��
Exercice 03 : �C�E � � � 
�` � 
�"	��� � 
�� � � ¯TK � T5°� � � � �
I±�����& � TK
Etude de la convergence : 
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La fonction f est définie sur l’intervalle ¯TK � T5° tel que  

¶� $· ( � �
��H
� $·"( � 
�F! d � $· ( �� $·"( � 


��cE������� �C�E � � � 
�"OP	�
� �C�E � 
 d � � 
�"OP	� � 
� d OP	� � F���QP		�cU��G��#­	PRG#��QR�	¸R��OP	� � ������
Donc  

� �C�E � 
�� � ¯· � ·"°
� ��C�E � 
�"�	����� � 
�� � ¯· � ·"°
La fonction f vérifie les 3 conditions, alors la méthode de Newton-Raphson est convergence vers 

une solution unique  

La formule récursive est : 

�p � �pI% � �C�pI%E� �C�pI%E � �pI% � �pI% � 
�` � 
�"	���C�pI%E� � 
�"OP	�C�pI%Ea �p 
�p � �pI%
� 
�JH!�"
 
��`�!""" 
�JH ��F 
�

"!`F� 
�JH �� 
�




�
�p � �pI%
 � 

�JH �� � 
�JH ��F
 � 
�




� � � � �
I±
La solution approchée est : O ¹ 
�JH �� �
Exercice 06 : �C�E � �n � � � � � 
�� � � ���"�
1. vérification des conditions de convergence 

�C�E � MC� 6 �E®
On a deux conditions vérifié 

�� ����"����������"�
La fonction  g(x) est continue sur l’intervalle ���"�

��C�E � ��MC� 6 �E5® � 
��-� � �� ���"���GP�O�� º
�C�E � ��"H � � ���"��C"E � ��  � � � ���"� ����������d �� � � ���"�� ��"H � �C�E��  �����"���������"�

c����
��C�E
 �� a � ��������� � ���"����
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��C�E � ��MC� 6 �E5® ����d �� 
��C�E
 � ��MC� 6 �E5®

����% � � ���"����� ����5 � � ���"� � } �% � �5 d ��MC�% 6 �E5® � ��MC�5 6 �E5®
d 
��C�%E
 � 
��C�5E
 ��d 
��C�E
 ³
Donc 
��C�E
 � 
��C�E
 � a � 
�"� � ��
Les conditions a et b sont vérifiés donc la méthode du point converge  

La suite est définie par la formule récursive suivante  

�p � �C�pI%E � M�pI% 6 �®
Calcul de la solution approximative  

� �p 
�p � �pI%

 ��F

 �� ���F! 
�� �" ����� 
�
�J� ���"H 
�

F
La solution approchée est �O ¹ ���"H
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Chapitre 3 : Interpolation et approximation polynômiale 

3.1 Introduction 

Soit n un entier naturel puis �&� �%� �� � ��� C� 6 �E réels distincts et �u � d ��une fonction. 

Alors il existe un unique polynôme P de degré au plus n qui vérifie 

�C��E � �C��E������� �� � � t
�� � � � �v[13]

3.1.1 Démonstration. On cherche une solution P dans�����, l’espace vectoriel des polynômes de 

degré inférieur ou égal à n, c’est à dire, 

�C�E � » �p�pq& �p  ………(3.1)

Les équations qui doivent être satisfaites sont donc 

o�p�
pq& ��p � �C��E���������������� � 
��� � � � ��

Soit F l’application linéaire : 

¼ } ���% ��d ���%
C�&� �%� �� � ��E d Co�p�

pq& C�&Ep�o�p�
pq& C�%Ep�� � � � � �o �p�

pq& C��EpE
D’après le théorème du rang 

G���Ca�#C¼EE 6 G����C½C\EE � � 6 �
C’est-à-dire 

¼����r�O������ ¾ ���¼��	R#r�O������� ¾ ¼��c�r�O����
On va montrer que F  est injectif 

Soit Cc&�� c%�� ���� � � c�E� �­#�������� QPR#��PR����� � 
���� � � ��
ocp�
pq& C��EpE � 


Alors le polynôme    ¿C�E � » cp�pq& �p
Possède ���� 6 �� racines distinctes. D’après le Théorème fondamental de l’algèbre,on a,      ¿C�E �
�[14]

L’application F est donc injective. On peut donner une autre preuve. L’équation(4.1) est 

équivalente à : 
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X� �& � �&�� �% � �%�Y Y Y Y� �� � ���[X�&�%Y��[��� X�C�&E�C�&EY�C�&E[

\ � X� �& � �&�� �% � �%�Y Y Y Y� �� � ���[
3.2Polynômes d’interpolation de Lagrange 

Soit n un entier naturel puis �&� �%� �� � ��� C� 6 �Ecomplexes deux à deux distincts. 

On cherche C� 6 �E polynômes �&� �� � �� tous de degré au plus � vérifiant les égalités :      �C�� rE � À
� �Á5� ����k� � Â��k�[15] 

ouÂ��k� est le symbole de KRONECHER defini par  Â��k� � ²
�	��� � r���	��� � r
Soit � un entier naturel élément de À
� �Ádonné. Le polynôme �� est de degré au plus n et admet les 

n complexes deux à deux distincts���k, r � � pour racines. Par suite, nécessairement, il existe une 

constante m telle que  

�� � mÃC� � �kkÄ� E
L’égalité��C��E � ��fournit alors m � %Å CNÆINÇEÇÈÆ  et donc necessairement 

�� � Å É�INÆNÆINÇÊkÄ�  ………(3.2)

Réciproquement, si pour tout � � À
� �Á� �� � Å É�INÆNÆINÇÊkÄ� alors ��est bien defini car les �� sont deux 

a deux distints , De dedre � exactement et enfin les polynômes�� verifient clairement les egalite de 

dualite�C�� rE � À
� �Á5� ��C��E � Â��k
Soient � un entrie natural puis �&� �%� � � � ��� C� 6 �E complexes deux  a deux distincts donnes .il 

existe une et une seule famille , notée C��E&Ë�Ë�� G��C� 6 �Epolynomes de degré au plus���  

verifiant :��C�� rE � À
� �Á5� ��C��E � Â��k[16]

De plus :��C�� rE � À
� �Á5� �� � Å É�INÆNÆINÇÊkÄ�
La famille C�pE&ËpË�est une base de m����
Les �psont tous dans m���� . montrons que la famille C�pE&ËpË� est une famille libre de m����. 
Soit CÌ�� Ì<E � m��%�
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o Ì��
�q& �� � 
 Í �r � À
� �Á�o Ì��

�q& ��C��E � 
 Í �r � À
� �Á�
o Ì��

�q& Â��k � 
 Í �r � À
� �Á� Ì� � 

Donc la famille C�pE&ËpË�est une famille libre de m����. Comme cardC�pE&ËpË� � � 6 � �G��Cm����E � 6Î�, la famille C�pE&ËpË�est une de m����
Coordonnées d’un polynôme de degré au plus n dans la Base C�pE&ËpË�
En conservant les notations précédentes, on se donne de plus � 6 ��uplet quelconque C�&� � � � � ��Ede nombres complexes. On cherche les polynômes � de degré au plus � vérifiant�r �À
� �Á� �C��E � ��	P���� � m����.notons CÌ&� �� � � Ì�Eles coordonnées de �dans la basC��E&Ë�Ë��G��m����e.on a danc  

� � » Ì���q& ��.maintenant, pour r element de À
� �Á. 
�C��E �o Ì��

�q& ��C��E � ��o Ì��
�q& Â��k � Ìk

Ainsi,��r�À
� �Á� �C��E � �� ¾ �r � À
� �Á� Ì� � ��. 
On a montre que        

�� � �m����� � �o�C���
�q& E��

3.3 Interpolation de Newton et différences divisées

On veut maintenant déterminer une nouvelle forme du polynôme d’interpolation 

P qui ne nécessite pas de recalculer toutes les fonctions de base lors de l’ajout 

D’un nouveau point. Si l’on a qu’un point d’interpolation x0 alors, 

�C�E � �C�&E
Si l’on ajoute un point �% alors  

�C�E � �C�&E �6 �%C� � �&E�C�%E � �C�%E
��QU�¸R�����������������������% � �C�%E � �C�&E�% � �&
Si l’on � 6 �ponts ,�&� �%� �� � ��  on cherche  
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�C�E � �& �6 �%C� � �&E 6 76���ÃC�� �p�I%
pq& E

Remarquer que si l’on  a déterminé �&� �%� � � ��I%��� alors  de l’egalité  

�C��E � � �C��E � �& �6 �%C�� � �&E 6����������C�� � �&EC�� � �%E� � � C�� � ��I%E
On déduit que �� est déterminé par la formule  

�� � �C��E � �& � �%C�� � �&E ����� � �������I%C�� � �&EC�� � �%E� � � C�� � ��I5EC�� � �&EC�� � �%E� � � C�� � ��I%E
Ce qui montre que �� ne dépent que des point �&� ����, on pose alors pour tout a � t����v

�p � ���&� ��� � �p�
Avec cette notation , on a  

�C�E � �C�&E �6 ����&� �%�C� � �&E6� � 6����&� � � ���ÃC� � �p�I%
pq& E

Lemme 2 :Soit� � Ï ,et  soient  �&� �%� �� � ������ 6 �� réels distincs .pour toute permutation Ð���	R#�t
�� � �v on a  

���&� � � � ��� � ���ÑC
E� � � � �ÑC�E�
3.3.1. Démonstration. On pose pour tout r� � t
�� � �v

�k � �ÑCkE
On considère la décomposition de P dans les deux bases : 

��� C� � �&E� ���ÃC� � �p�I%
pq& E������ � � �&�� � �ÃC� � �p�I%

pq& E�
C�pE�
 � a � ������CcpE�
 � a � ����

Les coefficients de P dans ces deux bases. 

Alors, le coefficient du terme �� est �� dans la première décomposition et bn dans la seconde. Par 

unicité du polynôme d’interpolation, on en déduit que �� � c�. 

Lemme 2 on a la relation de récurrence  

���&� � � � ��� � ���%� � � � ��� � ���&� � � � ��I%���I�&
On pose �k � ��Ik
On a �C�E � �& �6 �%C� � �&E 6 76���Å C� � �p�I%pq& E
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� c& �6 c%C� � �&E 6 76�c�ÃC� � �p�I%
pq& E

On sait déjà que  �� � c�.on identifie les termes de degré � � �. On trouve  

��I%���» ���I%pq&� � c�I%�c�» �� � c�I%���» ��Ip�I%pq&� � c�I%���» �p�pq%��I%pq&� . 

On a donc 

��I% � c�I% � ��C�& � ��EP#����I% � ���&� � � � ��I%���������c�I% � ���%� � � � �����d’où le resultat  

3.4 Erreur d’interpolation 

Soit �� le polynôme d’interpolation de f aux points �&� �%� �� � ��. On pose : 

��C�E � �C�E � ��C�E
3.4.1. Proposition. Pour tout réel �� � ������ P����

��C�E � Ò ���	���� � t�&� ��� � � � ��v���&� � � � ����� ��Ã �� � �k�������	��P���
kq&

3.4.2. Démonstration .on suppose que ��Ó��t�&�� � � � ��v .soit le  ���% le polynome d’interpolation 

de f aux pointst�&�� � � � ���� �v. Alors  

��C�E � �C�E � ��C�E � ���%C�E � ��C�E � ����&� � � � ����� ��Ã �� � �k��
kq&

3.4.3. Théorème. Soient f une fonction définie sur R de classe  mp���� ����&�� � � � � �p des réels 

distints  on pose � � ���t�&�� � � � �pv ������c� � ���t�&�� � � � �pv .alors il existe � � ��� c� tel que 

:����&� � � � �p��� �� AÔC´EpÕ [17] 

dans le cas ou a � ��, c’est une application du théoréme des accroissemnts finis . supposonsa ���Quelconque. soit �p le polunome d’interpolation de f aux point �&� � �p. alors la fonction 

�NC�E � �C�E � �NC�E
s’annule au moins en a 6 �� points distincts : �&�� � � � � �p. Donc, d’après le théorèmede Rolle, la 

fonction C�pE� s’annule au moins en k points dans ��� c�. La fonctionC�pE��  s’annule au moins en a � � points dans ��� c�. De même, la fonction C�pECpE  s’annule en au moins un point dans ]a, b[. 

Donc : 

�� � ��� c�����U��¸R��C�pECpEC�E � � CpE � �pCpEC�E � 
�
Or ,�pCpEC�E � aÕ ����&� � � � �p���
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Donc �� � ��� c�����U�������&� � � � �p��� � � AÔC´EpÕ  ………(3.5) 

Travaux dirigés II  

Exercice 1 : On suppose que ��C�E � L��® ����¸R��C�&� �&E � C
�
E� C�%� �%E � C���E���
C�5� �5E � C`�"E
Déterminer le polynôme�5C�Ed’interpolation polynomiale qui passe par les pointsC��� ��E�q&�5
Exercice 2 : déterminer l’erreur d’interpolation dans le cas de l’interpolation parabolique  

On approche la fonction �C�E  par la parabole passant par les points C�&� �&E � C
��E� C�%� �%E �C��"E���C�5� �5E � C"�FE
Exercice 3 : Soient.�&�� � � � � ����G�	�#­�U	�G�R��Ö�G�	����	�� QPR#��PR��� � 
� � � ��P��QP	��

��C�E Ã � � �k�� � �k%ËkË�kÄ�
Les �� sont appelés polynomes interpolateurs de lagrange).calcules ��C�kE
Soientc&� ��c� de réels fixes. Montres que �C�E � » c���C�E��q&   est l’unique polynome de degre 

inférieur  ou egal  a n vérifie���k� � ck���QPR#��PR��
r � 
�� � � �
Trouver le polynôme P de degré  inférieur ou égala 3 tel que  

�C
E � ��������C�E � 
�����C��E � �"�����C"E �  
on a  

��C��E Ã �� � �k�� � �k%ËkË�kÄ�
� �����������������C��E � 
�	��r � �

La solution de fiche TD II 

Exercice 1 

D’après la méthode de Lagrange. 

�5C�E � �&�&C�E 6 �%�%C�E 6 �5�5C�E
� �& C� � �%EC� � �5EC�& � �%EC�& � �5E 6 �% C� � �&EC� � �5EC�% � �&EC�% � �5E 6 �5 C� � �&EC� � �%EC�5 � �&EC�5 � �%E
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� 
 C� � �EC� � "EC
 � �EC
 � "E 6 � C� � 
EC� � `EC� � 
EC� � `E 6 " C� � 
EC� � �EC` � �EC` � "E
�5C�E � � �C� � `E�! 6 "�C� � �EFH � � �"` �5 6 ��"` �
On a bien �5C
E � 
�� �5C�E=1 et �5C`E � � n5×`5 6 n%5×` � "
Calculer�5C�E�����C�E � L�® �QPR#�� � 
�F�
�JF�����F� � �����P����
� �C�E �5C�E � � �"` �5 6 ��"`�
�F 
�!J�! 
�F"H!J
�JF 
�J`�
F 
�JFF
J� � ���F ���  ! �� �JH� ��  "" ��� � "��F!�

Exercice 2 

Le polynôme  d’interpolation �5C�Ede degré 2 tel que �5C�E � �C��E�� � � 
����������"
Avec�� � �C��E�� � 
������"�� C�&� �&E � C
��E� C�%� �%E � C��"E���C�5� �5E � C"�FE
D’après la méthode de Lagrange��5C�E � �&�&C�E 6 �%�%C�E 6 �5�5C�E
� � C� � �EC� � "EC��EC�"E 6 " C�EC� � "EC�EC��E 6 F C�EC� � �EC"EC�E
� �5 6 �
D’après  le théorèmeprécédent, 

�C�E � �5C�E � � CnEC�E�Õ C� � �&EC� � �%EC� � �5E
� � CnEC�E�Õ �C� � �EC� � "E

	���� �CnEC�E� � V���������UP#	
�� � �
�"��� 
�C�E � �5C�E


�C�E � �5C�E
 � VH 
�C� � �EC� � "E

��������������������������� VH 
�C� � �EC� � "E

���������������������������� H� Ø �
I5 Ø V
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U�������R��G��RC�E � �C� � �EC� � "E
�	������������Ø � � � L�� ��W G�PRRC�ØE � �H� � L�� Ù� � L�� � �ÚÙ� � L�� � "Ú � 
�
�
H �FÛH� Ø �
I5
Exercice 3  

puisque le produit contient un facteur qui est nul : C�k � �kE����Puisque les �� sont tous de degré �, le 

polynôme �   est de degré inférieur ou égal à n, et �C�kE � » c�����k� � c���q&
Il reste à montrer qu’un tel polynôme est unique. Supposons que ¿ convienne aussi, alors � � ¿ est 

de degré inférieur ou égal à n et s’annule en n+1 points (les ai), donc il est identiquement nul, i.e. � � ¿
Pour l’application on utilise les polynômes interpolateurs de Lagrange avec �& � 
� c& � ��W �% ��� c% � 
W �5 � ��� c5 � �"W �n � "� cn �   .on sait qu’un tel polynome �C�E est unique et s’écrit  

�C�E � �� �&C�E 6 
� �%C�E � "� �5C�E 6  � �nC�E
Ou   �&C�E � CNI%ECN�%ECNI5EC&I%EC&�%EC&I5E � %5 C�n � "�5 � � 6 "E
�%C�E � C� � 
EC� 6 �EC� � "EC� � 
EC� 6 �EC� � "E � ��" C�n � "�5 � "�E
�5C�E � C� � 
EC� � �EC� � "EC�� � 
EC�� � �EC�� � "E � ��H C�n � ��5 6 "�E
�nC�E � C� � 
EC� � �EC� 6 �EC" � 
EC" � �EC" 6 �E � �H C�n � �E
�C�E � �" �n � "�5 � �" � 6 �
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Chapitre 04 : intégration numérique 

4-1 Introduction : 

Il s’agit d’une manière générale de déterminer, le mieux possible, pour l’essentiel, Une valeur 

approchée de l’intégrale au sens de Riemann. 

_ � Ü �C�EG���  ………(4.1)

Ou a et b sont des réels. 

Les problèmes de quadrature (intégration) numérique se rencontrent lorsque la fonction f est 

continue mais n’a pas de primitive explicite connue, ou lorsque la fonction f n’est donnée que par 

un nombre fini de couples C��� ��E� � � �� � ��
Une idée importante consiste à utiliser les méthodes d’interpolation polynomiale, puisque les 

primitives des fonctions polynômes sont faciles à calculer. 

On à fréquemment recours à ces techniques de quadrature numérique pour obtenir des solutions 

approchées d’équations différentielles (E.D.O. et E.D.P.).[16]

4.2 Intégration de type interpolation 

[a, b] un intervalle, on note (xi)i une subdivision ordonnée :�� � �&� � �% ������������ �� � c
4.2.1 Généralités 

Définition 1: Une formule d’intégration à n + 1 points pour calculer une valeur approchée de I est 

une relation de la formeÝ�C�E � » \�p�C�pEpq�pq& . 

REMARQUE : Les coefficients \�p ne dépendent bien sûr pas de f, ils servent pour tous les 

calculs d’intégrales  relatifs à cet intervalle et à ces points de subdivision. 

Polynôme d’interpolation de Lagrange Lorsque f est connue au moins en n+1 points (distincts) de 

subdivision et est de classeO��%, on écrit facilement le polynôme d’interpolation de Lagrange Pn de 

f et l’erreur, 

������C�E � ���C�E 6 �C�E �o\�C�E�C��E 6�q�
�q&

�C� 6 �EÕ �C�E� C��%EC�NE
������O������C�E �Ã �� �k�� � �k

kq�
kq&kÄ�

������C�E � Ã C� � ��EPR��N� ��� c�&Ë�Ë�
Ainsi l’intégrale du polynôme de Lagrange donne : 

Ü ��C�E�� �G�� � » CÜ ��C�EG���C��E � Ý�C�E���q��q& ………(4.2)
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4.2.1. Définition La formule Jn(f) est une formule de quadrature de type interpolation 

pour (1) On mesure la précision des quadratures numériques à l’aide des notions : 

• L’erreur d’intégration est le réel ÞC�E � _ � Ý�C�E
• Une formule de quadrature est dite exacte sur F s.e.v. de mß���� c���	���� � ¼��ÞC�E � 

• Une formule de quadrature a un degré de précision Q � _Ï�si elle est exacte sur l’espace vectoriel 

des polynômes _�à (de degré� �), avec ÞC�l�%E � 

Ces définitions sont reliées entre elles !  

4.2 .2.Proposition . L’erreur d’intégration, pour une formule de type interpolation peut se calculer 

en 

ÞC�E � AC�á©ECâEC��%EÕ Ü �C�EG���   ………(4.3)

pour un certainã, lorsque le polynˆome L reste de signe constant sur [a, b]. 

4.2.3. Théorème. Une formule de quadrature à n + 1 points est exacte sur IPn si et seulement si elle 

est de type interpolation 

4.2.4 Quadratures simples 

On retrouve les formules classiques (FAIRE DES FIGURES!): 

Méthode des rectangles : on utilise la valeur de f en un seul point, voici deux exemples 

_ � Cc � �E�C�E 6 Cc � �E5" � �CãE � Cc � �E�CcE 6 Cc � �E5" � �ãä
Méthode des trapèzes : formule de quadrature  à 2 points 

_ � Cc � �E 6 AC�E�AC�E5 � C�I�E®%5 � C5ECãåE ………(4.4)

Ces formules (illustrer par quelques figures) s’obtiennent, par exemple, par la méthode des 

coefficients indéterminés (pour les coefficients Ank), et en utilisant la Proposition ci-dessus ou un 

développement de Taylor judicieux (pour l’erreur)...en supposant la régularité adéquate des 

fonctions f.[17]

4.3 Formules de Newton-Cotes 

Ce sont des formules de quadrature de type interpolation avec subdivision régulière. 

• Si les deux extrémités de l’intervalle sont des points d’interpolation il s’agit de Newton-Cotes 

fermé (méthodes des trapèzes, de Simpson...) 

• Si les deux bornes de l’intervalle d’intégration ne sont pas des points d’interpolation il s’agit de 

Newton-Cotes ouvert (méthode de Poncelet...) 



31 | P a g e

La régularité de la subdivision permet d’obtenir des formules qui sont très générales. 

4.3.1. Théorème. Pour une subdivision régulière en n parties de l’intervalle [a, b], la formule 

générale de Newton-Cotes fermé pour Ü �C�EG���	����
_�C�E � Cc � �Eob��k�C� 6 ræE���O�æ � c � ��

kq�
kq&

Ou les coefficients sont  

b��k � CI%E�¨ÇkÕC�IkEÕ�Ü Å C� � aEG� � b���IkpÄk�&  ………(4.5)

4.3.2. Proposition Dans les formules de Newton-Côtes fermé de pas h = (b −a)/n, le degré de 

précision est n + 3 si n est pair n + 2 si n est impair. 

4.3.3. Conséquence : si on a le choix une formule avec un nombre impair de points (c’est à dire 

une formule ”centrée”) est préférable. 

4.4. Méthode des trapèzes 

Soit f une fonction continue sur [ ]ba, , dérivable sur ] [ba,   et 0xa =

bxxx nn =
−
���� 11 ... Une subdivision régulière de l’intervalle 

[ ]ba, . On note h le pas de cette subdivision. Dans la méthode des trapèzes, 

La fonction f est remplacée sur chaque intervalle  [ ]1,
+ii xx par la droite 

Joignant les points soit ))(,( ii xfx  et ))(,( 11 ++ ii xfx , soit  

La méthode s’écrit   2

)()(
)( 1

1

0
1

+

−

=

+

+
−≈ �� ii

n

i

ii

a

a

xfxf
xxdxxf

Lorsque la subdivision se réduit a sa plus simple expression bxax == 10 , on a  

))()()((
2
1

)( bfafabdxxf
a

a

+−≈�
  

La méthode des trapèzes est une méthode d’ordre 1. L’erreur dans la méthode 

des trapèzes est donnée par l’expression[18] 

[ ]1
1

11 ,
)()()()(

)(
+

+

++ ∈
−

−−−
= ii

ii

iiii xxx
xx

xfxxxfxx
xh
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[ ] )(sup
)(

2

1
)( ''

,2

3

xf
n

ab
Sdxxf bax

a

a

∈

−
≤−�

La somme S s’exprime par  

))()()((
2

1

1
�

−

=

++=
n

i

ixfbfaf
h

S

Pour améliorer la précision, on considère parfois la formule des trapèzes 

Corrigée suivante 

))()((
12

))()()((
2

)( ''
21

1

afbf
h

xifbfaf
h

dxxf
n

i

a

a

−−++≈ ��
−

=

4.5. Méthode de Simpson  

On sait que la méthode de Simpson consiste à remplacer, sur chaque intervalle [xi, xi+1], la 

fonction f par un polynôme de degré 2 qui prend les mémés valeurs que f  en    ���� ���%����� NÆ�NÆá©5
4.5.1.Problème: retrouver les coefficients ! 

1� Première méthode pour retrouver la formule 

Idée Pour une raison un peu mystérieuse, la méthode de Simpson s’obtient à  partir de la méthode 

des trapèzes par la méthode dite d’accélération de la convergence de Romberg. 

Supposons que l’inégalité de la méthode des trapèzes soit un équivalent (on ne sait pas le 

démontrer, d’ailleurs c’est faux pour certaines fonctions f, mais ce n’est pas grave, car on indique 

seulement un procédé heuristique) (peut-être que C = 1/12, mais on s’en fiche) :  

ç�Û m�5
Pour faire intervenir    

NÆC�E�NÆá©C�E5 � �
�

C5�E , on veut faire jouer ç5�.plus précisément, on veut faire une 

combinaison linéaire de ç�����ç5� de la forme è� � «ç� 6 ½ç5� telle que : 

U���d�§ è� � é ��CO��	�U�������R��ÕE�
�

è� � 
� É ��5Ê�C�QPR#�QPR�P�#�G�#��¸R�P����OO­U­#­�U��OP���#���O��E�
La première condition impose « 6 ½ � �.pour  la deuxième, constatons que : 

ç5�Û êK�¢………(4.6)
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Et donc «ç� 6 ½ç5� � « ê�¢ 6 ½ êK�¢ 6 
$ %�¢( � m ë�ìí�¢ 6 
$ %�¢(
On est amené à prendre����« 6 îK � 
. Ainsi, on est conduit à choisir 

ï« 6 ½ � �« 6 ½ � 
 ���PR� ¶« � ���½ �  � ������O��¸R��GP��������è� �  ç5� � ç��
Il se trouve que « c » est  la méthode de Simpson. 

Remarque Vu qu’on a supprimé le terme en 1/n2, on s’attend à ce que la méthode donne un terme 

d’erreur en 1/n3. En réalité, on verra que l’erreur est en 1/n4. 

4.5.2. Deuxième méthode pour trouver la formule 

Lemme (quasiment inutile) Etant donné trois réels distincts a, b, c et trois réels quelconque  ��� ��� �ð il existe un unique polynôme P de degré au plus 2 tel que 

�C�E � ���� �CcE � ��� �COE � �ð
On note R2[X]  l’espace des polynômes de degré au plus 2. Pour x  R, l’évaluation ��N � } �� d�C�E  est une forme linéaire sur cet espace. Il en résulte que l’application. 

�5��� d �n� d C�C�E� � É� 6 c" Ê � �CcEE
est linéaire. Or, elle est injective, car un polynôme de degré au plus 2 ayant trois racines distinctes 

est nécessairement nul. Par égalité des dimensions à la source et au but, il en résulte qu’elle est 

bijective. Le lemme en résulte.  

Proposition (Formule des trois niveaux) Etant donné deux réels   � � ��)*�¥ � ���5 , il existe un 

unique triplet C«�� ñ�� ½�E � �ntel que pour tout polynôme P de degré au plus 2, 

%�I�Ü �C�EG� � «�C�E 6 ñ�C���5�� E 6 ½�CcE ………(4.7)

G��QUR	�� P��� } « �������� � ½ ���������� � ñ � 7 � � C�òR#�Ö	��#�QQ�U�#ÕE
Idée On comprend la formule de la proposition comme une expression de la forme linéaire 

_u �5��� �d ��� �� d �c � �é ���
comme combinaison linéaire de(���� ��ð� ��� ) : 
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On reprend les notations du lemme. D’après la preuve du lemme, la famille (���� ��ð� ���) est une 

famille libre, donc c’est une base du dual de �5�����D’où l’existence et l’unicité de «�� ñ�� ½�coefficients de la forme linéaire � d %�I�Ü �����  dans cette base. 

Pour calculer�«�� ñ�� ½ on teste sur la base ��� ��� �5 de �5���: 
� � ������������� � �c � �é ��G�� � �« 6 ñ 6 ½�

�� � ������������ � 6 c" � c5 � �5"Cc � �E � �c � �é ��G�� � �«� 6 ñ � 6 c" 6 ½c�
�� � �5 cn � �n�Cc � �E � �c � �é �5�G�� � �«�5 6 ñC� 6 c" E5 6 ½c5�

�
On récrit la dernièreégalité  

�¢�����¢n � $« 6 óK( �5 6 ó5 ��c�CóK 6 ½Ec5
En identifiant coefficient par coefficient (ce qui n’est pas justifié mais fonctionne), on trouve une 

solution, dont on vérifie qu’elle fonctionne ; c’est la seule d’après le début de la preuve : 

ñ � "� �����������������« � ½ � �H
4.5.3  Formule pour la méthode de Simpson 

Maintenant, on l’applique sur ¯��C�E� ���%C�E ° et on fait la somme sur i : le coefficient associé à   

� � NÆC�E�NÆá©��C�E5 ����	���ñ � 5n �� � O�#��n’apparaıt que dans un seul intervalle.  

Le coefficient associé `a ��C�EEst « 6 �½ � %n �	��� � � � � � ��� O�#���C�E  apparaıt une fois comme 

extrémité gauche, et une fois comme extrémité droite d’un intervalle ; et c’est   « � ��½ � � %ô �	���� �
�PR�� � ��. En d’autres termes, on pose : 

è� � �I�� õ%ô � $�&C�E( 6 %n» � $��C�E( 6 5n» � ÙNÆC�E�NÆá©C�E5 Ú 6 %ô �C��C�EE�I%�q&�I%�q% ö………(4.8)

Remarque Il se trouve que la formule des trois niveaux est en fait valable pour les polynômes de 

degré 3 également. C’est ce qui explique que l’erreur est en 1/n
4
 et non en 1/n

3
. 

4 majorations de l’erreur  

Proposition si ���	��mK�	R#���� c������RK � 	RQ������� CKE��� P���
~Ü � � è��� ~ � ÷íC�I�Eø5××&�í  ………(4.9)

(La valeur exacte 2 880 n’est pas indispensable. Il est plus intéressant de savoir expliquer comment 

retrouver les coefficients à partir d’une idée simple.) 
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Idée de la preuve 

Pour n = 1, on part de l’expression :Ü C� � �E5Cc � �E5� CKE�� C�EG��
Et quatre intégrations par parties montrent que c’est (à peu près) l’erreur  

é �� ��è%��
�

4.6 Formules de Gauss 

Dans les méthodes précédentes, nous avons vu qu'en changeant les coefficients de pondération des 

valeurs de la fonction µa intégrer aux abscisses régulièrement espacées, on pouvait grandement 

améliorer la convergence de la méthode. Les méthodes de Gauss ajoutent aux méthodes 

précédentes de pou- voir utiliser des abscisses non régulièrement espacées. 

Soit W(x) une fonction strictement positive sur l’intervalle [a; b], appelée fonction de poids, on 

choisit une suite de points xi telle que l'intégrale soit approchée par une somme discrète de la forme Ü ùC�E�C�EG� � » ú���û�q%��  ………(4.10)

Quand les abscisses sont régulièrement espacées, les coefficients inconnus sont les poids wi ; cela 

implique que pour N points d’intégration, on peut obtenir une évaluation exacte de l’intégrale 

jusqu'à un polynôme de degré N-1[19]

Si N est pair (trapèzes) , si N est impair (Simpson). Les méthodes de Gauss utilisent le fait si les 

abscisses et les poids sont des inconnues à déterminé ; la formule d’intégration de Gauss à N points 

devient exacte jusqu'à des polynômes de degré 2N - 1, ce qui augmente la précision de l’évaluation 

sans qu'il soit 

Nécessaire d’augmenter le nombre de points à calculer. 

Pour déterminer ces 2N paramètres, on s’appuie sur la construction de polynômes orthogonaux. Le 

principe de cette construction remonte à Gauss et Jacobi et a été largement développé par 

Christo®el. Soit un intervalle (a; b), on introduit le produit scalaire de deux fonctions f et g avec la 

fonction de poids 

W par : � £�¦ �ü Ü ùC�E�C�EG���
Les fonctions sont dites orthogonales si leur produit scalaire est nul. La fonction est normalisée 

quand � Aý �� � . Un ensemble orthonormé de fonctions est un ensemble de fonctions toutes 

normalisées et orthogonales deux µa deux. 

On peut construire de manière systématique une suite de polynômes telle que le coefficient du 

monôme de degré le plus élevé soit égal µa un et telle qu'ils soient tous orthogonaux.[20]
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La relation de récurrence est la suivante. 

QI%C�E � 
Q&C�E � �Q��%C�E � C� � ��EQ�C�E � c�Q�I%C�E
avec les coefficients ai et bi déterminés de la manière suivante 

�� � � -Q��Q� �� Q��Q�I% �c� � � -Q��Q� �� Q�I%�Q�I% �
Si l'on divise chaque polynôme par ,�# � lÆlÆ � ��"�����on obtient alors des polynômes normalisés. 

Une propriété fondamentale de ces polynômes ainsi construits est la suivante : Le polynôme pi a 

exactement j racines distinctes placées sur l'intervalle [a; b]. Chaque racine du polynôme pi se 

trouve entre deux racines consécutives du polynôme pi+1. 

Les N racines du polynôme pN sont choisis comme abscisses dans l'évaluation de l'intégrale de 

Gauss et les poids wi sont calculés à partir de la formule.�
ú� � � �ûI% ~ %NINÆ~ �ûI% ��ûI%C��E�û� C��E� GûGûI%� QûI%�QûI% �QûI%C��EQû� C��E

Ou le symbole prime désigne la dérivée du polynôme et dn le coefficient du monôme le plus élevé 

du polynôme pN3 

Avec ce choix, on peut montrer en utilisant la relation de récurrence, Eq. (1.18), 

que� lÆl© �� 
�����
A titre d'exemples voici les fonctions de poids classiques que l'on utilise pour calculer une intégrale 

par la méthode de Gauss  

Gauss-Legendre  La fonction de poids est W = 1 sur l'intervalle [-1; 1]. La relation de récurrence 

pour les polynômes de Legendre est  

C� 6 �E���% � C"� 6 �E��� � ���I%
4.6.1.Gauss-Hermite 

La fonction de poids est ù � ��Q�C��5E sur la droite réelle. La relation de récurrence pour les 

polynômes d'Hermite est   
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þ��% � "�ç� � "�ç�I% ………(4 .11)

4.6.2. Gauss-Laguerre 

La fonction de poids est ù � ���INsur l'intervalle �
� 6Î�La relation de récurrence pour les 

polynômes de Laguerre est  

C� 6 �E���%� � C�� 6 "� 6 « 6 �E��ë � C� 6 «E��I%ë  ………(4.12)

4.6.3. Gauss-Jacobi 

La fonction de poids est ù � C� � �EëC� 6 �Eî sur l’intervalle]-1; 1[. La relation de récurrence 

pour les polynômes de Jacobi est 

O����%Cë�îE � CG� 6 ���E��Cë�îE � ����Cë�îE
ou les coefficient O��� G���� ��������  sont donnés par les relations  

O� � "C� 6 �EC� 6 « 6 ½ 6 �EC"� 6 « 6 ½EG� � C"� 6 « 6 ½ 6 �EC«5 � ½5E�� � C"� 6 « 6 ½EC"� 6 « 6 ½ 6 �EC"� 6 « 6 ½ 6 "E�� � "C� 6 «EC� 6 ½EC"� 6 « 6 ½ 6 "E  ………(4.13)

On peut utiliser des fonctions de poids qui sont intégrables sur l’intervalle, sans être nécessairement 

bornées. 

4.6.4.Gauss-Tchebychev  

La fonction de poids est �ù � C� � �5EI%�5 )   sur l'intervalle [-1; 1]. La relation de récurrence 

pour les polynômes de Tchebychev.   

ç��% � "�ç� � "�ç�I% ………(4.14)

4.7.Méthode de Romberg (1955) 

Désignons la somme des aires des n trapèzes de la méthode des trapèzes par S0(n). Lorsque  n →∞

, la suite S0(n) converge en général assez lentement vers la valeur exacte de l’intégrale. La méthode 

de Romberg permet d’accélérer considérablement la convergence. 

L’idée est la suivante : 

Selon la formule des trapèzes améliorée, S0(n) est liée à la valeur exacte de l’intégrale par une 

relation de la forme : 

n

ab
hhOChdxxfnS

b

a

−
=++= � ,)()()( 42

0

où la constante C ne dépend pas de h. 

Si on double le nombre d’intervalles on a : 
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n

ab
hhO

h
CdxxfnS

b

a

−
=++= � ,)(

4
)()2( 4

2

0

Par élimination de l’inconnue C on obtient : 

)(
3

)()2(4
)( 400 hO

nSnS
dxxf

b

a
+

−
=�

 ………(4.15)

On est donc passé d’une précision en h2 (formule des trapèzes)  à une précision en h4. 

Introduisons une nouvelle suite : 

,...8,4,2,1,
3

)()2(4
)2( 00

1 =
−

= n
nSnS

nS

Cette suite converge plus vite vers la valeur de l’intégrale que la suite S0(n) (si C ≠ 0). 

On voit aisément que S1(2n) est égale à l’approximation fournie par la méthode de Simpson pour 

une subdivision de [a,b] en 2n intervalles égaux. 

On a, en particulier : 

)]()
2

(4)([
6

)2(1 bf
ba

faf
ab

S +
+

+
−

=

Il en résulte donc que : 

n

ab
hhOhCdxxfnS

b

a

−
=++= � ,)(*)()( 64

1

Où C* est une constante indépendante de h. 

En procédant comme ci-dessus, c’est-à-dire en doublant le nombre de sous-intervalles et en 

éliminant l’inconnue C* on trouve : 

)(
15

)()2(16
)( 611 hO

nSnS
dxxf

b

a
+

−
=�

On est ainsi passé d’une précision en h4 à une précision en h6, la suite  

,...8,4,2,
15

)()2(16
)2( 11

2 =
−

= n
nSnS

nS

Converge donc en général plus vite vers la valeur exacte de l’intégrale. 

Cette démarche se généralise (pour une fonction suffisamment dérivable) et donne 

l’algorithme de Romberg : 

Pour  n = 1, 2, 4, 8, …   calculer : 
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n

ab
hfffff

h
nS n

−
=+++++= − ,]2...22[

2
)( 112100

Pour  n = 2m-1, 2m, 2m+1, … ; m = 1, 2, 3, …

calculer : 

14

)()2(4
)2( 11

−

−
= −−

m
mm

m

m

nSnS
nS

Remarque : pour obtenir une précision élevée en utilisant peu de termes de la suite 0 ( )S n  il suffit 

de prendre des valeurs de n plus grandes en respectant toutefois leur progression géométrique, par 

exemple en choisissant n = 100, 200, 400, 800, 1600, 3200. 

Travaux dirigés III  

Exercice 1 : Déterminer par la méthode des trapèzes puis par celle de Simpson Ü �C�EG��¢& sur la base 

du tableau suivant : 

� 
 ·̀ · �·̀ ·"�C�E 
 
��`"H`� 
�!
!�
! 
�J"�``
 �
Ces points d’appui sont ceux donnant sin �, comparer alors les résultats obtenus avec la valeur 

exacte. 

Exercice 2 : Calculer à l’aide de la méthode des trapèzes l’intégrale 

_ � Ü 	�� �5 G��T& avec le nombre de points d’appui n = 5 puis n = 10.

Exercice 3 : Trouver le nombre n de subdivisions nécessaires de l’intervalle d’intégration��·� ·�, 
pour évaluer 
�F��
In prés, gràce à la méthode de Simpson, l’intégrale _ � Ü OP	 � G�TIT
Exercice4 : méthode des trapèzes  _ � Ü %N%5 ��G�
On considère l’intégrale 

1. Calculer la valeur exacte de I. 

2. Évaluer numériquement cette intégrale par la méthode des trapèzes avec � � � sous-intervalles. 

3. Pourquoi la valeur numérique obtenue à la question précédente est-elle supérieure à U�C"E? Est-

cevrai quelque soit � ? Justifier la réponse. (On pourra s’aider par un dessin.) 

4.  Quel nombre de sous-intervalles � faut-il choisir pour avoir une erreur inférieure à �
IK ? On 

rappelle que l’erreur de quadrature associée s’écrit, si � � �5�C��W c��E, 
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Þ�
 � �Cc � �EK�"�5 � ��C�E� ��� � � � ��W c��
Exercice 5 Soit � une fonction �§C�� �E On se donne les points t��v�q&�q5�de subdivision de 

l’intervalle ��� c� } �� � � 6 �æ�avec æ � �I�5�
Le but de l’exercice est de trouver une formule de quadrature à "� 6 � basée sur la formule de 

Simpson pour approcher Ü �C�EG�����C"E��
On propose dans un premier temps (question 1 à 5) de construire la formule de quadrature à 3 

points de Simpson Ü �C�EG� S «�C��E 6 ½�C
E 6 «�C�E�� � C�E�%I%
où les réels  et  sont à déterminer. 

1.  Sous quelle condition (portant sur «�����½�E��a formule de quadrature (3) est exacte pour une 

fonction g constante ? 

2. Sous quelle condition (portant sur «�����½�E�la formule de quadrature (3) est exacte pour une 

fonction g polynomiale de degré au plus 2 ? 

3. En déduire le choix de «�����½�rendant la formule de quadrature (3) exacte pour une fonction g 

polynomiale de degré au plus 2. 

4. La formule de quadrature est-elle exacte pour tout polynôme de degré 3 ? La formule de 

quadrature est-elle exacte pour tout polynôme de degré 4 ? 

La solution de fiche TD III 

Exercice 1 

_ � é ��C�EG��¢
&

Soit ç���� l’approximation de���_ par la méthode des trapézes, le pas���æ donné par���æ � N�IN�� � T×
ç � æ" C�C�&E 6 �C�KE 6 "o�C��En

�q% E
� ·�H C
 6 � 6 "C
��`"H`� 6 
�!
!�
! 6 
�J"�``EE

� 
�J`!��H
Soit è���� l’approximation de���_ par la méthode des simpson.celle ci s’écrit  �
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è � æ� C�& 6 �K 6  C�% 6 �nE 6 "�5E
� ·̀ �� �C
 6 � 6  C
��`�6 
�J"� � E 6 " 3 
�!
!� E�

� ��


��F
Les points d’appui donnés dans cet exercice correspondent à la fonction .et �
_�Ü 	�� � G��¢& � ����On constate donc que l’approximation de I donnée par la méthode de Simpson 

est meilleure que celle par les trapèzes, puisque 
è � _
 � 
�


��F����
ç � _
 � 
�
�"`` 
Exercice 2 : soit _ � Ü 	�� �5 G�T&� � F donc le pas d’intégration est æ � T±. Calculons _ par la méthode des trépéze. 

_ � æ" C�C�&E 6 �C��E 6 "o �C��E�I%
�q% E

� ·�
 C
 6 � 6 " C	��C·E5 6 	�� 
 6 " 	�� $·F(5 6 	�� É"·F Ê5 6 	�� É�·F Ê5 6 	�� É ·F Ê5EE ���
� 
�F
  ��

"� � � F donc le pas d’intégration est æ � T%&.  
� ·�
 C
 6 � 6 " C	��C·E5 6 	�� 
 6 " 	�� $ ·�
(5 6 	�� É"·�
Ê5 6 	�� É�·�
Ê5 6 	�� É ·�
Ê5EE �� 
�
�!""��`

alors que la valeur « exacte » est approximativement 0, 772651. Avec ce pas plus petit 

l’approximation numérique est meilleure. 

Exercice 3 : soit  _ � Ü OP	 � G�TIT
Le pas d’int2gration est æ � �I�� � 5T�   . D’autre part l’erreur théorique sur la méthode de Simpson 

est donnée par  

ÞCæE � �Cc � �E�`
 æK� CKEC�E � �"·�`
 É"·� ÊK OP	C�E
Ou �� � ��� c�, par conséquent ,
ÞCæE
 � I5T%×& $5T� (K
Ainsi pour que  �
ÞCæE
 � 
�F��
In il suffise que n vérifie�T�& %ôTí�í � 
�F��
In� GP�O��K � %&�±�%&¨® T�&�H·K. Ainsi n vérifie �� � �`�H on prendra par exemple 
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� � "
 , car pour la méthode de simpson , le nombre de subdivisions de l’intervalle ��� c� doit 

toujours etre pair  

Exercice 4 : On considéré l’intégrale    _ � Ü %N G�5%
1. La valeur exacte est _ � �U�C�E�Nq%Nq5 � U�C"E
2. La méthode des trapèzes composite à n points pour calculer l’intégrale d’une f sur  l’intervalle ��� c� s’écrit Ü �C�EG� ¹ æC%5 �C�E 6 » �C� 6 �æE 6 %5 �CcE�I%�q% E��
Avec æ � �I��
On a �C�E � %N �� � � � ��� c � "�� � � ��G�PR�æ � %n ����P��Pc������

_ ¹ �� C�" �C�E 6 � É� 6 ��Ê 6 � É� 6 "�Ê 6 �" �C"E � �� É�" 6 � 6 �F 6 � Ê � "��
 � 
�!
3. La valeur numérique obtenue à la question précédente est supérieure à U�C"Ecar la fonction �C�E � %N est convexe. On peut se convaincre à l’aide d’un dessin que les trapèzes sont audessus de 

la courbe � � %N��� l’aire sous les trapèzes sera donc supérieure à l’aire sous la courbe. Pour bien 

visualiser la construction considérons n = 1 : 

Cela reste vrai quelque soit le pas æ choisi car la fonction est convexe ce qui signifie qu’une corde 

définie par deux points de la courbe � � %N���sera toujours au-dessus de la courbe et par le 

raisonnement précédant l’aire sous les trapèzes sera supérieure à l’aire  

4. L’erreur est majorée par�

Þ
 � Cc � �EK�"�5 	RQ´��%�5�� ��C�E���P����¸R��
Þ
 � ��"�5V\�´��%�5� "�n � �H�5

Pour que 
Þ
 � �
IK���U���R��¸R���� %ô�¢ � �
IK
�� �� � � �
5LH� ���S  
�`� \�Q�#��#�G�� ��	PR	�����#��UU�	�� U��##�R#G��¸R�G#��R#��
�	�����­#��R#�����
IK
Exercice 5 : 1. Soit  �C�E � O alors on a  

é �C�EG� � «�C��E 6 ½�C
E 6 «�C�E%
I% �O���I%% «O 6 ½O 6 «O"O������������������������C"« 6 ½EO

d’où la relation  " � � C"« 6 ½E
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 Soit �C�E � O 6 G� 6 ��5 alors on a  

é �C�EG� � «�C��E 6 ½�C
E 6 «�C�E%
I% �õO� 6 G �5" 6 � �n� öI%

% «CO � G 6 �E 6 ½O 6 «CO 6 G 6 �E���
"O 6 "� ��������������������������C"« 6 ½EO 6 «�

D’où les relations ��" � C"« 6 ½E5n � "«
On dispose de 2 équations et 2 inconnues .si on résout le systèmelinéaire 

ï�" � C"« 6 ½E"� � "«
On obtient l’unique solution « � %n ����� � ½ � Kn
On a retrouvé la formule de Simpson :  

é �C�EG� S ��%
I% ��C��E 6  �C
E 6 �C�E�

On sait (cf. cours) que cette formule est exacte pour les polynômes de degré au plus 3 comme on va 

vérifier ci-dessous. 

Soit �C�E � O 6 G� 6 ��5 6 ��n alors on a 

é �C�EG� � õO� 6 G �5" 6 � �n� 6 � �K öI%
% � "O 6 "� �%

I%
�� ��C��E 6  �C
E 6 �C�E� � �� �CO � G 6 � � �E 6  COE 6 CO 6 G 6 � 6 �E� � "O 6 "� �
donc la formule de quadrature est exacte pour tout polynôme de degré 3. 

On vérifie qu’elle n’est pas exacte pour les polynômes de degré 4 : soit �C�E � �K, alors �
é �C�EG� � õ�±F öI%

% � "F%
I%
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CHAPITRE 5 Résolution de systèmes linéaires 

5.1. Méthode Gauss 

L’idée de base consiste à transformer (1) en un problème que l’on sait résoudre. 

(1) Si la matrice A = D avec D une matrice diagonale, alors on sait résoudre (1). 

(2) Si la matrice A = U (ou L) avec U (ou T) triangulaire supérieure (ou inférieure) alors on sait 

résoudre (1).[15]

5.1.1. Problème : Comment transformer une matrice en une matrice triangulaire inférieure ou 

supérieure  

Cas n = 3 : 

AX = b s’écrit : 

ï �%%�% 6 �%5�5 6 �%n�n � c%�5%�% 6 �55�5 6 �5n�n � c5���n%�% 6 �n5�5 6 �nn�n � cn C\�c�E � ]�%% �%5 �%5 c%%�5% �5n �5n c5�n% �n5 �nn cn ^………(5.1)

on suppose que �%% � 
 , par élimination, on obtient 

C\%c%E � ��%% �%5 �%5 c%%
 ��5n ��5n c� 5
 ��n5 ��nn c� n 	 C�E Ò
�%%�% 6 �%5�5 6 �%n�n � c%��� d CU%�E�5%�% 6 �55�5 6 �5n�n � c5�� d CU5�E�n%�% 6 �n5�5 6 �nn�n � cn d CUn�E

On note par (li) la iéme équation du systèmeprécèdent. 

On suppose que �%% � 
 On pose : 

CU�5�E � �%%CU5�E � �5%CU�%�E����CU�n�E � �%%CUn�E � �n%CU�%�E�C"EÒ�%%�% 6 �%5�5 6 �%n�n � c%��� d CU%�E��55�5 6 ��5n�n � c� 5 d CU�5�E��n5�5 6 ��nn�n � c� n������d CU�n�E
On suppose que ��55 � 
 On pose : CU��n�E � ��55CU�n�E � ��n5CU��n�E� alors (2) s’écrit 

C"E Ò�%%�% 6 �%5�5 6 �%n�n � c%��� d CU%�E��55�5 6 ��5n�n � c� 5 d CU�5�E��n5�5 6 ��� nn�n � c�� n���� d CU��n����E
Remarque : 

(1) Les termes diagonaux sont appelés les pivots 

(2) Si un pivot aii est nul on change de ligne (on permute) de i `a n (pivotage partiel) 

(3) Cette méthode se généralise assez facilement bien qu’il faut être prudent avec le choix du pivot. 

En pratique, il faut éviter de prendre des pivots ”trop” petits. 
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5.2. Méthode de Croûte 

Pour calculer explicitement les matrices L et U, on a intérêt à procéder par substitution : c’est la 

méthode de Crout. Ecrivons le produit LU : 

�
 �
ef
g � 
 � � 
�5% � 
 � 
��% ��5 � 
 �Y Y Y � Y��% ��5 Y ���I% �hi

j
ef
gR%% 
 � � 

 R55 
Y 
 RnnY Y Y Y Y
 
 
 
 R��h

ij………(5.2)

Ecrivons l’égalité des coefficients ligne par ligne  

Ligne 1 

Pour   r � ��� � ��� �%k � R%k�, ce qui permet de calculer  

r � ��� � � ��� �%k � R%k�
Ligne 2 

Colonne 1    �5% � U5%�R%%�,et puisque R%%� est maintenant connu , on en déduit U5%� � �¢©÷©©
Colonne j , pour r � "� �5k� � U5%�R%k 6 R5k������GP�O�

r � "�������� � � ��� R5k � �5k� � U5%�R%k�
Ligne i : supposons que nous avons été capables de calculer  R%% R%5 � R%��U5% R55 � R5��Y �Y �U�I%% � U�I%�I5 R�I%�
Colonne 1 :��%� � U�%�R%%�, on en déduit U�%�: U�%� � �Æ©�÷©©�
Colonne  r � �� } ��k� � U�%R%k 6 U�5R5k6��������� 6�U�kRkk,d’où 

�r � �� �������� � r���� U�k� � ��k � U�%R%k6�������� 6�U�kI%RkI%kRkk
Colonne r � �� } ��k� � U�%R%k 6 U�5R5k6��������� 6�U�kRkk     , d’où  

r � ��� �������� � �� } R�k� � ��k � U�%R%k���������� ��U��I%R�I%k
Remarquons qu’à la ligne i nous utilisons les valeurs de A  la ligne i et les valeurs de L et U 

calculées précédemment. D’un point de vue informatique, on mettra L et U à la place de A ligne 

par ligne. 

Calculons le nombre d’opérations nécessaires à la décomposition LU. 
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5.3. Factorisation 

L’étape de triangularisation de la méthode précédente revient a` factoriser la 

matrice A en un produit de deux matrices triangulaires l’une supérieure l’autre 

inférieure. En effet, les différentes étapes de la triangularisation peuvent s’écrire 

sous forme matricielle. Si on pose \ � \C%E,la matrice \C5E du second systémé  est obtenue en 

multipliant à gauche \C%E par VC%E � X � 
 
� �¢©�©© � 
� �®©�©© 
 �[ on a donc  

\C5E � VC%E\C%E � ��%% �%5 �%n
 �55C5E �5nC5E
 �n5C5E �nnC5E	
de même la matrice \C5E  du troisième système vérifie \CnE � VC5E\C5E
OuVC5E � X� 
 

 � 

 � �®¢C¢E�¢¢C¢E �[ on a donc \CnE � VC%EVC5E\C%E � ��%% �%5 �%n
 �55C5E �5nC5E
 
 �nnCnE	
�\��	��\C%E � CVC5EVC%EEI%\CnE � CVC%EEI%CVC5EEI%\CnE.les matrices CVC%E et CVC5Esont 

inversibles car leurs determinant sont tous égaux à 1 et leurs inverses sont faciles à calculer. en 

effet , on peut vérifier qu’on les obtient en transformant[20]   

en leur opposé les termes figurant sous la diagonale, les autres termes restant inchangés. On trouve 

alors  � � CVC%EEI%CVC5EEI% �
ef
g � 
 
�¢©�©© � 

�®©�©© �®¢C¢E�¢¢C¢E �hi

j
………(5.3)

si on pose 
 � \CnE,qui est triangulaire supérieure ,A peut alors s’écrire comme le produit des 

matrices  

� � ] � 
 
�5% � 
�n% �n5 �^���� �
 � ]
%% 
%5 
%n
 
55 
5n
 
 
nn^
\ � �
� � ] � 
 
�5% � 
�n% �n5 �^��Ø ]


%% 
%5 
%n
 
55 
5n
 
 
nn^ ………(5.4)

ï
%% � �%%
%5 � �%5
%n � �%n ï
�5%
%% � �5%�5%
%5 6 
55 � �55�5%
%n 6 
5n � �5n ï

�n%
%% � �n%�n%
%5 6 �n5
55 � �n5�n%
%n 6 �n5
5n 6 
nn � �nn
Finalement, on obtient la solution X du système initial \� � b
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En résolvant successivement les deux systèmes suivants :��
 � �b
� � �

Ceci se généralise a une matrice d’ordre n. le lecteur pourra le traiter en exercice .complément écrit 

sur brouillon.  

Remarque 5 Lorsque n’est “grand”, le nombre d’opérations de l’algorithme de résolution du 

système triangulaire est équivalent à �5 â, car il requiert pour chaque �� à: (n-i) multiplications, (n-

i) soustractions et une division, soit au total    » C"C� � �E 6 �E��q%   opérations. D’autre part, le 

nombre d’opérations de l’algorithme de triangularisation est de l’ordre de��n. Donc, la résolution 

complétée nécessite au total un nombre d’opérations équivalent à �n û. Pour �� � �F� sur la même 

configuration de machine que celle citée en début du chapitre, il faudra de l’ordre d’une seconde 

pour la résolution totale du système. 

5.5. Méthode d'élimination de GaussJordan 

La méthode d'élimination de GaussJordan 10 est une variante de la méthode d'élimination de Gauss 

ramenant toute matrice sous forme échelonnée réduite. Dans le cas d'une matrice A inversible, cette 

méthode revient à chercher une matrice M telle que la matrice M A soit non pas triangulaire 

supérieure mais diagonale. Pour cela, on procède comme pour l'élimination de Gauss, mais en 

annulant à chaque étape tous les éléments de la colonne considérée situés au-dessous et au-dessus 

de la diagonale.[21]

Si elle est bien moins efficace 11 que la méthode d'élimination de Gauss pour la résolution de 

systèmes linéaires, la méthode d'élimination de GaussJordan est utile pour le calcul de l'inverse 

d'une matrice A carrée d'ordre n. Il sut de résoudre simultanément les n systèmes linéaires  

�\�k � �k����� � r � ���
en appliquant à chaque second membre �k�les transformations nécessaires à l'élimination de 

Gauss_Jordan. D'un point de vue pratique, on a coutume d' «  augmenter » la matrice A à inverser 

avec la matrice identité d'ordre n (les n seconds membres «  élémentaires » et d'appliquer la 

méthode de Gauss-Jordan à la matrice écrite par blocs C\�_�E . Au terme du processus 

d'élimination, le premier bloc contient la matrice identité et, si aucun échange de lignes n'a eu lieu, 

le second l'inverse de A. 

\ � ]�%% �%5 �%n �%K�5% �55 �5n �5K�n% �n5 �nn �nK^�
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\C5E � X��� �%5C5E �%nC5E �%KC5E
 �55C5E �5nC5E �5KC5E
 �n5C5E �nnC5E �nKC5E[ �����������������������������������������������\CnE

� X��� 
 �%nCnE �%KCnE
 � �5nCnE �5KCnE
 
 �nnCnE �nKCnE[ �������������������������������\CKE � X��� 
 
 �%KCKE
 � 
 �5KCKE
 
 � �nKCKE[
Exemple : 

Resourde le systment par methodeGauss_Jordan\ � ]��" � � � � �F F �"^ et    c � ] ��̀ �H^
\C%E � ]��� ��" �"  
 ��" � "
 � H 
^

U�������"U�����" � � Ø U�����U������ �  Ø U������
\C5E � ]��� 
 �!�� �
��
 � "��  ��
 
  � ^ U�����"�� �"U������ � �" Ø U����"U������ � � Ø U�����"
\CnE � ]��� 
 
 �
 � 
 "
 
 � ��^

U�������� U������ 6 Dn Ø U����"U�����" � 5n Ø U������On a directement les racines dans la 4e colonne. 

ï �% � ��5 ��n � ��"
5.6. Factorisation LDMT 

Cette méthode considère une décomposition sous la forme d'un produit d'une matrice triangulaire 

inférieure, d'une matrice diagonale et d'une matrice triangulaire supérieure. Une fois obtenue la 

factorisation de la matrice A (d'un coût identique à celui de la factorisation LU), la résolution du 

système linéaire (2.1) fait intervenir la résolution d'un système triangulaire inférieur (par une 

méthode de descente), puis celle (triviale) d'un système diagonal et en « n » la résolution d'un 

système triangulaire supérieur (par une méthode de remontée), ce qui représente un coût de n2 + n 

opérations[18]. 

5.6.1. Théorème: Soit A une matrice d'ordre n. La factorisation LU de A, avec �U�� � ���QPR#��� � ��� � ��existe et est unique si toutes les sous-matrices principales 

\p � ]�%% � �%pY Y Y�p% � �pp^�� � � � a � ��
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extraites de A sont inversibles. 

5.6.2. Démonstration. Il est possible de montrer l'existence de la factorisation LU de manière 

constructive, en utilisant 

le procédé d'élimination de Gauss. En supposant que les n sous-matrices principales extraites de A 

sont inversibles, on va ici prouver en même temps l'existence et l'unicité par un raisonnement par 

récurrence. [13]

Pour k = 1, on a                         \% � �%% � 
�
et il suffit de poser L1 = 1 et U1 = a11. Montrons à présent que s'il existe une unique factorisation 

de la sous matrice 

\pI%� " � a � �, de la forme\pI% � �pI%
pI%� ����O�UpI%ÆÆ � �� � � ��� � a � �, alors il existe une 

unique factorisation de ce type pour Ak. Pour cela, décomposons Ak en blocs 

\p � É\pI% cUs GÊ����
avec b et c des vecteurs de Rk et d’un nombre réel, et cherchons une factorisation de Ak de la 

forme 

É\pI% cUs GÊ � É�pI% 
Us �Ê É
pI% R
s RÊ�
avec l et u des vecteurs de Rk et _ un nombre réel. En effectuant le produit de matrices et en 

identifiant par blocs avec Ak, on obtient  

�pI%
pI% � \pI%� ���������O�������UpI%R � c�����Us
pI% � Os��������������UsR 6 R � G
Si la première de ces égalités n'apporte aucune nouvelle information, les trois suivantes permettent 

de déterminer les vecteurs  U et u et le scalaire �R. En effet, on a par hypothèse 
 � G��C\pI%E �G��C��I%EG���C
�I%E, les matrices C��I%E����C
�I%E sont donc inversibles. Par conséquent, les 

vecteurs U����R�existent et sont uniques et R � G � UsR Ceci achève la preuve par récurrence. 

Dans cette preuve, on utilise de manière fondamentale le fait les termes diagonaux de la matrice L 

sont tous égaux à 1. On aurait tout aussi bien pu choisir d'imposer d'autres valeurs (non nulles) ou 

encore décider de fixer les valeurs des éléments diagonaux de la matrice U. Ceci implique que 

plusieurs factorisations LU existent, chacune pouvant être déduite d'une autre par multiplication par 

une matrice diagonale convenable.[13]

La factorisation LU est particulièrement avantageuse lorsque l'on doit résoudre plusieurs systèmes 

linéaires ayant tous A pour matrice, mais des seconds membres différents. En effet, il suffit de 

conserver les matrices L et U obtenues à l'issue de la factorisation pour ramener ensuite la 

résolution de chaque système linéaire Ax = b à celle de deux systèmes triangulaires, 
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�� � c��� QR�	��
N � ���
5.6.3.Proposition :Sous les conditions du théorème, il existe une unique matrice triangulaire 

inférieure L, une unique matrice diagonale D et une unique matrice triangulaire supérieure MT , les 

éléments diagonaux de L et M étant tous égaux à 1, telles que A = LDMT : 

5.6.4. Démonstration. Les hypothèses du théorème 2.2 étant satisfaites, on sait qu'il existe une 

unique factorisation LU de la matrice A. En choisissant les éléments diagonaux de la matrice D 

égaux à R������� � � � ���, (tous non nuls puisque la matrice U est inversible), on a ���\ � �
 ��òòI%
�
Il suffit alors de poser Vò�spour obtenir l'existence de la factorisation. Son unicité est une 

conséquence de l'unicité de la factorisation LU.  

L'intérêt de cette dernière factorisation prend son sens lorsque la matrice A est symétrique, puisque 

dans ce cas M = L.  

La factorisation résultante A = LDLT peut alors être calculée avec un coût environ deux fois 

moindre. La factorisation LDMT permet également de démontrer le résultat suivant. 

5.7. Factorisation de Cholesky 

Une matrice symétrique définie positive vérifie les conditions de la proposition  et admet par 

conséquent une factorisation LDLT, dont la matrice diagonale D est de plus à termes strictement 

positifs. Cette observation conduit à une factorisation ne faisant intervenir qu'une seule matrice 

triangulaire inférieure, appelée factorisation de Cholesky. Plus précisément, on a le résultat suivant. 

5.7.1. Théorème .Soit A une matrice symétrique définie positive d'ordre n. Alors, il existe une 

unique matrice triangulaire inférieure B dont les éléments diagonaux sont strictement positifs telle 

que       

  A = BBT :  

5.7.2. Démonstration. En notant, les n sous-matrices principales extraites de A  on peut écrire, 

pour tout vecteur w de Rk, �ús\pú � �s\��� ���O��� � ú�� � � � � a� ����� � 
� a 6 � � � � ��
ce qui montre que les sous-matrices Ak sont symétriques dé_nies positives. La matrice A vérifie 

donc les conditions du théorème et admet une unique factorisation LU. Les éléments diagonaux de 

la matrice U sont de plus strictement positifs, car on a�
ÃR�� � G��C\pE � 
�� � � � ,�p
�q%
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En introduisant la matrice diagonale �� déffinie par ���� MR������� � � � ��la factorisation se réécrit \ � ���I%
��
En posant�b� � ����������m � �I%
�, la symétrie de A entraîne que bm � msbs�� G�PR�
m�bs�I% � bI%ms � _� (une matrice étant triangulaire supérieure, l'autre triangulaire inférieure et 

toutes deux à coefficients diagonaux égaux à 1) et donc m � bs. On a donc montré l'existence d'au 

moins une factorisation de Cholesky. Pour montrer l'unicité de cette décomposition, on suppose 

qu'il existe deux matrices triangulaires inférieures B1 et B2 telles que 

\ � b%b%s � b5b5sG�PR��b5I%b% � b5sCb%sEI%�.il existe donc une matrice diagonale 

Dqueb5I%b% � ò����� Q�#�OP�	­¸R����b% � b%ò�� ����U������� P�����\ � b5b5s � b5òòsb5s
et donc ò5 � _�. Les coefficients diagonaux d'une matrice de factorisation de Cholesky étant par 

hypothèse positifs, on a nécessairement �ò � _ûet donc b% � b5
Pour la mise en œuvre de cette factorisation, on procède de la manière suivante. On pose b ��c�k��� � �� r � �����O�c�k � 
�	��� � �� et l'on déduit alors de l'égalité  

A = BBT que 

��k � » c�p�pq% ckp � » c�p<��C��kEpq% ckp��� � � �� r � ��………(5.5)

La matrice A étant symétrique, il suffit que les relations ci-dessus soient vérifiées pour �r � ��
 (par exemple), et l'on va donc construire les colonnes de B à partir des colonnes de A. On fixe 

donc j à 1 et on fait varier  ��G����Ö��u
�%% � Cc%%E5�� G�PR���c%% � M�%%�5% � c%%c5%�� G�PR���c5% � �5%c%%Y��% � c%%c�%�� G�PR���c�% � ��%c%%

pour déterminer la première colonne de B. La jième colonne de B est obtenue en utilisant les 

relations 
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�k� � Cck%E5 6 Cck5E5 676 �ckk�5���� G�PR���ckk � ��kk» CckpE5kI%pq%
�k�%k � ck%ck�%% 6 ck5ck�%5 676 ckkck�%k��� G�PR���ck�%k � �Çá©Ç¨» �ÇÔ�Çá©ÔÇ¨©Ô�©�©©Y��k � ck%c�% 6 ck5c�5 676 ckkc�k� G�PR���c�k � ��ÇI» �ÇÔ�Çá©ÔÇ¨©Ô�©�ÇÇ

………(5.6)

Remarque  

1. La méthode de Cholesky est moins générale que la factorisation LU puisqu’elle n’est applicable 

qu’aux matrices SDP. 

2. On montre que le nombre d’opérations nécessaires à la résolution d’un système linéaire de taille 

n est de l’ordre de n3/6, soit environ 2 fois moins que pour la méthode générale LU 

3. Un autre avantage: la méthode de Cholesky est très robuste numériquement, peu sensible aux 

erreurs de troncature. Le pivot âge est en pratique beaucoup moins nécessaire pour qu’il ne l’est 

pour l’élimination de Gauss. 

4. Même divisé par 2, le nombre d’opérations reste proportionnel au cube de la taille du système à 

résoudre. Cela devient très problématique lorsque n est de l’ordre de 106, …,109 comme on le 

rencontre en calcul intensif … Il faut trouver autre chose ! 

Travaux dirigés IV  

Exercice 1: Effectuer une élimination de Gauss sur les système linéaires suivants. 

C�E ï"�% 6  �5 6  �n � "�% 6 ��5 6 �n � ��% 6 F�5 6 H�n � �H
C"E¶ �% � H�n 6 "�K � H`�% � "�n � "�K � �""�% 6 J�5 6 �n 6 ��K � �`"�% 6 �5 � ��n 6 �
�K � � 

Exercice 2 : On revient sur la première matrice donnée dans l’exercice 2 : 

]"   � � �� F H^
Effectuer une factorisation LU de cette matrice ou L est une matrice triangulaire 

inférieure ayant des 1 sur sa diagonale et U est une matrice triangulaire supérieure  


"
 � " � 
� ~"  � �~ � " � 
� �"   � � �� F H� � � � 
�
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Exercice 3 : Décompose à l’aide de la méthode de cholosky la matrice a symétrique  en un produit 

de deux matrice triangulaire  en suite résoudre le système  

\ � ]H  
 "  
 "J �!" �! �J^]
�%�5�n^ � ]���^

La solution FICHE TD IV 

Exercice 1: Effectuer une élimination de Gauss sur les système linéaires suivants. 

C�E ï"�% 6  �5 6  �n � "�% 6 ��5 6 �n � ��% 6 F�5 6 H�n � �H
C"E¶ �% � H�n 6 "�K � H`�% � "�n � "�K � �""�% 6 J�5 6 �n 6 ��K � �`"�% 6 �5 � ��n 6 �
�K � � 

Nous écrivons le premier système sous la forme du tableau 

]"   "� � � �� F H �H^
�%�5�n

On effectue l’élimination de Gauss. On a successivement 

]"   "
 � �� 

 �  �!^�5 � �5 � 
�F�%�n � �n � 
�F�%
]"   "
 � �� 

 
 ! �!^�n � �n � ��5

On obtient alors le système triangulaire suivant 

ï"�% 6  �5 6  �n � "�5 � �n � 
!�n � �!
En utilisant l’algorithme de remontée (1.2) on a successivement 

�n � ���� �5 � ����� �% � F
L’élimination de Gauss ci-dessus est dite sans permutation. 

On peut par exemple à l’étape (2.1) ci-dessus, remplacer le pivot 1 par le coefficient 3 

de�5 de la derniére ligne, parce que � � ��donne plus de stabilité numérique. Dans ce 

cas on dit que l’on fait une élimination de Gauss avec pivot partiel. Dans ce contexte on obtient�
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]"   "
 � �� 

 
 ! �!^�n ¾ �5
X"   "
 �  �!
 
 �!� !� [�n � �n � �� 3 �5

D’où on obtient le système triangulaire supérieur suivant 

¶"�% 6  �5 6  �n � "��5 6  �n � �!�!� �n � �!�
En appliquant l’algorithme de remonté à ce systéme on obtient��n � ���� �5 � ����� �% � F
On peut enfin par exemple à l’étape (2.1) ci-dessus, remplacer le pivot 1 par le coefficient le plus 

grand en module dans la sous-matrice.     � ���  
Ceci rend la méthode plus stable numériquement. Ici on trouve 4 comme nouveau pivot. 

Dans ce cas on dit que l’on fait une élimination de Gauss avec pivot partiel. Dans ce contexte on 

obtient 

]"   "
 �  �!
 � �� 
 ^�n ¾ �n
]"   "
  � �!
 �� � 
 ^On ¾ On

X"   "
  � �!
 
 ! �! [�n � �n 6 � �5
Cette dernière transformation donne le système linéaire suivant 

¶"�% 6  �n 6  �5 � "6 �n 6 ��n � �!! �5 � �! 
Par application de l’algorithme de remontée au système triangulaire ci-dessus on obtient �n ����� �5 � ����� �% � F
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On met le deuxième exemple sous forme de la matrice suivant X� 
 H " H` 
 �" �" �"" J � � �`" � �� �
 � [
�%�5�n�K

puis on effectue X� 
 H " H
 
 �F
 ��` �F

 J ��� �� �"

 � ��F H ��H[
�5 � �5 � `�%�n � �n � "�%�K � �K � "�%

La matrice obtenue après la 1iére étape d’élimination (2.2) a pour pivot 0. Pour continuer la 

méthode de Gauss, on peut soit utiliser la stratégie de pivot partiel ou soit celle de pivot total. 

Pivot partiel : on prend comme pivot le plus grand élément de la colonne]
J�^
Cela revient à échanger la 2iéme et la 3iéme lignes. On obtient 

X� 
 H " H
 J ��� �� �"

 
 �F
 ��` �F

 � ��F H ��H[�5 ¾ �n
On continue l’élimination 

ef
g� 
 H " H
 J ��� �� �"

 
 �F
 ��` �F

 
 ��" J FFJ ��" J hi

j�K ¾ �K � �J�5

ef
g� 
 H " H
 J ��� �� �"

 
 �F
 ��` �F

 
 
 " J�""F 
 hi

j�K ¾ �K � �F
�" J �n
On déduit le système triangulaire supérieur suivant

���
�� �% 6 H�n 6 "�K � HJ�5 � ���n � �K � �"
�F
�n � �`�K � �F
6" J�""F �K � 


D’ou par la formule de remontée on trouve��K � 
�� �n � ��� �5 � ����� �% � 

• Pivot total : On part de l’étape (2.2) de l’élimination de Gauss. Le plus grand élément en module 

de la sous-matrice     

 �F
 ��`J ��� ��� ��F H

est−50, qui se trouve à la 2iéme ligne et à la 3iéme colonne de la matrice de départ. On 
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Positionne−50 en pivot, en échangeant la 2iéme colonne et la 3iéme colonne :�
X� 
 
 " H
 �F
 
 ��` �F

 ��� J �� �"

 ��F � H ��H[O5 ¾ On

On continue l’élimination  

ef
fg
� H 
 " H
 �F
 
 ��` �F

 
 J ! "F �J

 
 � "`F""F �� hi

ij�n ¾ �n � ��F
�5�K ¾ �K � �FF
�5

ef
fg
� H 
 " H
 �F
 
 ��` �F

 
 J ! "F �J

 
 
 " J�""F 
 hi

ij�K ¾ �K � �J�n
Ce qui conduit au système linéaire suivant �

��
�
�� �% 6 H�n 6  �K � H�F
�n � �`�K � �F
J�5 6 ! "F �K � �J

6" J�""F �K � 

dont la solution est 

�K � 
�� �5 � ���� �n � ���� �% � 

Exercice 2 : On revient sur la première matrice donnée dans l’exercice 2 : 

]"   � � �� F H^
Effectuer une factorisation LU de cette matrice ou L est une matrice triangulaire 

Inférieure ayant des 1 sur sa diagonale et U est une matrice triangulaire supérieure  


"
 � " � 
� ~"  � �~ � " � 
� �"   � � �� F H� � � � 
�
Décomposition LU 

Les mineurs principaux de la matrice proposée sont 

Donc on peut la factoriser sous la forme LU ou L est une matrice triangulaire inférieure ayant des 1 

sur sa diagonale et U est une matrice triangulaire supérieure. 
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Identification directe Comme la matrice proposée est d’ordre 3, on peut écrire complétement le 

produit LU et faire des identifications. On écrit :

]"   � � �� F H^ � ] � 
 
�5% � 
�n% �n5 �^]

%% 
%5 
%n
 
55 
5n
 
 
nn^

D4ou on obtient 

��
���
���
� 
%% � "
%5 �  
%n �  �5%
%% � ��n%
%% � ��5%
%5 6 
55 � ��5%
%n 6 
5n � ��n%
%5 6 �n5
55 � F�n%
%n 6 �n5
5n 6 
nn � H

¾

��
���
�
���
�� 
%% � "
%5 �  
%n �  �5% � �"�n% � �"
55 � �
5n � ���n5 � �
nn � !

On trouve ]"   � � �� F H^ � ] � 
 
��" � 
��" � �^]
"   
 � ��
 
 ! ^

Cas général on écrit \ � \C%E � �C%E
C%E ou  

\ � ]"   � � �� F H^ � ] � 
 
�5% � 
�n% 
 �^�

%% 
%5 
%n
 �55C5E �5nC5E
 �n5C5E �nnC5E	

Par identification on a

���
�� �%k � �%kC%E ��
%k���� r � ��� � � ����% � ��%C%E ����%
%%���� � � "����k � ��kC%E ����%
%k 6 ��kC5E���� �� r � "��

���
�� 
%k � �%k����� r � ��"����% � ��%
%% ��� � � � "��
��kC5E ����kC%E � ��%
%k���� �� r � "��
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¾

��
��
��
��
��
��
��
� 
%% � "
%5 �  
%n �  �5% � �"�n% � �"�55C5E � � � � 3  " � �
�5nC5E � � � � 3  " � ��
�n5C5E � F � � 3  " � �
�nnC5E � H � � 3  " �  

on pose         \C5E � $� ���  (
On décompose  

\C5E � �C%E
C%E����O�\C5E � $� ���  ( � É � 
�n5 �Ê É
55 
5n
 
nnÊ

òP�O�
���
�� �55C5E � 
55�5nC5E � 
5n�n5C5E � �n5�nnC5E � �n5
5n 6 
nn

¾
���
�� 
55 � �55C5E
5n � �5nC5E�n5 � �n5C5E
nn � �nnC5E � �n5
5n

¶ 
55 � �
5n � ���n5 � �
nn � !
D’où 

\C5E � $� ���  ( � $� 
� �( $� ��
 ! (
Il vient    A= ] � 
 
��" � 
��" 
 �^]

� 
 

 � 

 � �^]
� 
 

 � ��
 
 ! ^]"   
 � 

 
 �^

Ou  encore A= �] � 
 
��" � 
��" 
 �^]
� 
 

 � 

 � �^� �]

� 
 

 � ��
 
 ! ^]"   
 � 

 
 �^�
Ou bien encore  

]"   � � �� F H^ � ] � 
 
��" � 
��" � �^]
"   
 � ��
 
 ! ^
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D’où la décomposition LU. 

Exercice 3 : A est une matrice définie positive 

\ � ç�ç� T  est matrice triagulaire superieur ç � ]ç%% ç%5 ç%n
 ç55 ç5n
 
 çnn^
Algorithme :�%% � L�%%��������� �%k � �Ç©�©©����� �� � r � ����

��� � ���� �oC�q%
pq% �p�E5������� � � � �

��k � C��k �oC�q%
pq% �p��pkE����

�%% � LH � `������%5 �  
̀ � F�� �%n � " ̀ � �
�55 � L"J � "F � "��� �5n � �! � F��" � "�� �nn � M�J� C�5 6 �E � �

ç � ]` F �
 " �
 
 �^
2) � �\� � c��\ � ç�ç� d ç�ç�� � c����P��QP	���ç� � ��� � � ���ç�� � c���� �"��"� �
]` 
 
F " 
� � �^]

�%�5�n^ � ]���^ ï
`�% � �F�% 6 "�5 � ���% 6 �5 6 ��n � � ¾���

�� �% � %×�5 � n%ô�n � DK×

��� � ]` F �
 " �
 
 �^]
�%�5�n^ � ] ��`���H!� `^ ï

`�% 6 F�5 6 ��n � ��`"�5 6 �n � ���H��n � !� ` ¾
��
�
���% � � FJH�5 � F!"�n � !�  
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Chapitre 06 : Méthodes itératives 

6.1.1. Définition : On va voir un type de méthodes itératives de résolution du systéme linéaire 

Ax = b sous la forme 

 (*) ² �C&E���O��R#��#c����#��Cp�%E � b�CpE 6 O� a � 
\� � c ¾ � � b� 6 O��………(6.1)

La matrice B et le vecteur c sont en fonction de A et b. 

Définition la méthode itérative (*) est convergente si  U��pd�§ �CpE � ��� ��C&E #���#¸R��
Si on pose �CpE � �CpE � ��� QPR#�a � 
���




OP����� � b� 6 O�����Cp�%E 6 b�CpE 6 O� P����
�CpE � b�Cp�%E � b� � b�CpI%E �� � � bp�C&E

U��pd�§ �CpE � � ¾ U��pd�§�CpE � 
� ¾ U��pd�§bCpE�CpE 6 

U���­�æPG����­#������CØE�	��OP���#���
U��pd�§bCpE� � 
���

Ce qui équivaut à U��pd�§ bp� � 
�� ���QPR#��PR����P#�����O�P#��UU��
6.1.2. Convergence des méthodes itératives : 

6.1.2.1. Théorème  Les propositions suivantes sont équivalentes : 

(1) la méthode itérative (*) est convergente ; 

C"E!�CbE � �W�C�EC�b�E � � Pour au moins une norme matricielle subordonnée ||.||. 

6.2. Méthode de Jacobi 

 Ces méthodes sont des cas particuliers de la méthode suivante : 

A = M − N avec M inversible et assez simple. On aurait alors : \ � V�Ï����O�V����#	�cU������		�"�	��QU��� P���R#�����UP#	�
\� � c ¾ V� � Ï� 6 c ¾ � � VI%Ï� 6VI%c

¾ � � b� 6 O� ���O�b � VI%Ï����O � VI%c
Méthode de Jacobi : en posant \ � ò � CÞ 6 ¼E

V � ò��	��U��G���P��U��G��\���Ï � Þ 6 ¼�
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\� � c ¾ ò� � CÞ 6 ¼E� 6 c
P��	RQQP	��¸R��ò�	������#	�cU���� O�"	���G�#���%% � 
�� � � Ï�

Ý � òI%CÞ 6 ¼E � _û � òI%\
�	���QQ�U­��U�����#�O��G��r�OPc��

���
�� �C&E�GP��­ò�Cp�%E � CÞ 6 ¼E�CpE 6 c� a � 
�\�Oæ�¸R��­��Q���

P��O�UORU��U�	�Ï�OP�Q	����	��%Cp�%E� � � �
�ûCp�%E………(6.2)

GR���O��R#��%Cp�%E
���
�� �%�%�%Cp�%E � ��%�5�5CpE �7 ���%�û�ûCpE 6 c%�5�5�5Cp�%E � ��5�%�%CpE ���5�n�nCpE �7 ���5�û�ûCpE 6 c5Y�û�û�ûCp�%E � ��û�%CpE �%CpE �7 ���û�ûI%CpE �ûI%CpE 6 cû

6.3. Méthode de Gauss-Seidel.  

M est la partie triangulaire inférieure de A : M = D − E et N = F. 

On pourrait améliorer la méthode précédente en utilisant les quantités déjà calculées, on calcule 

successives les N composantes[17]

��%Cp�%E� �ûCp�%EGR���O��R#�Cp�%E

���
�� �%�%�%Cp�%E � ��%�5�5CpE �7 ���%�û�ûCpE 6 c%�5�5�5Cp�%E � ��5�%�%Cp�%E � �5�n�nCpE �7 ���5�û�ûCpE 6 c5Y�û�û�ûCp�%E � ��û�%�%Cp�%E �7 ���û�ûI%�ûI%Cp�%E 6 cû

………(6.3)

Qui revient à écrire  

ò��Cp�%E � Þ��Cp�%E 6 ¼��CpE 6 c
En encore � Cò � ÞE�Cp�%E � ¼��CpE 6 c ¾��Cp�%E � Cò � ÞEI%¼��CpE 6 Cò � ÞEI%c

#% � Cò � ÞEI%¼��	��U�����#�O��G��$�R		 � è��G�U
Elle est inversible si ��� � 
��� � � � Ï�

Travaux dirigés IV  

Exercice 1 : soit le système linéaire suivant : 

ï��% 6 F�5 � �n � �J�% � "�5 6 �n � `�% � "�5 6 J�n � J
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 (a) Faire 2 itérations de la méthode de Jacobi en partant du point�&%%%%& � C
�
�
Es . 

(b) Faire 1 itération de la méthode de Gauss-Seidel en partant du point�&%%%%& � C
�
�
Es. 

(c) Réordonner les équations de façon à assurer la convergence des deux méthodes. 

(d) Soit le système linéaire\�%& � c�%%%&��	uivant: 

$� �" F( É�%�5Ê � É !Ê
Écrire la matrice d’itérations çk de la méthode de Jacobi et en déduire son rayonspectral. Est-ce que 

la méthode Jacobi converge pour ce système linéaire? 

Exercice 2 soit le système d’équations algébriques suivant 

$� "" �( É�%�5Ê � É��Ê
(a) Calculer la solution exacte �%& � C�%�5Es du système linéaire. 

(b) Faire quelques itérations de la méthode de Gauss-Seidel en partant de l’approximation initiale �&%%%%& � C
�
Espour vérifier que l’algorithme diverge. 

(c) Proposer une simple modification du système qui conduise à la convergence de la 

Méthode de Gauss-Seidel en partant de l’approximation initiale�&%%%%& � C
�
Es. Verifier 

en itérant jusqu’à ce que '��%%%%&� �%&'§ � �
I%
(d) Montrer en utilisant deux résultats différents du cours que la méthode de Jacobi 

converge aussi pour le système modifié obtenu en (c). (Ne pas faire d’itérations de 

la méthode de Jacobi). 

Exercice 3. Soit le système d’équations algébriques suivant �
]� � 
� � �
 � �^]

�%�5�n^ � ]���^
Où a est un paramètre réel tel que � � µ %L5
(a) Pour� � � %5, faire une itération de la méthode de Gauss-Seidel en partant de l’approximation 

initiale �&%%%%& � C
�
Es
(b) Pour qu’elles valeurs de a, la convergence de la méthode de Gauss-Seidel est-elle assurée? 
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(c) Pour� � � %5 , donner la matrice d’itérations TJ de la méthode de Jacobi. Sachant que la matrice 

TJ possède les valeurs propres Ì% � 
� Ì5 � � %L5 �����Ìn � %L52 , est-ce que la méthode Gauss-Seidel 

converge pour ce système linéaire? 

Exercice 4 . Soit le système d’équations algébriques suivant 

¶ ��5 � �n 6 `�K � ���"�% � �5 6 �
�n � ����
�% � �5 6 "�n � H��% 6 ���5 � �n6��K � "F
(a) Pourquoi ne peut-on pas utiliser directement les méthodes de Jacobi et de Gauss- 

Seidel avec ce système linéaire? 

(b) Réordonner les équations de telle sorte que la matrice associée soit à diagonale strictement 

dominante. 

(c) Calculer une itération des méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel, en partant du point �&%%%%& �C
�
�
�
Es. 

Exercice 05 : Soit la matrice A et le membre de droite c%&
� J �� ��� �
 � � � �`� �c%%%& � ] �� �`^

(a) Calculer la factorisation LU la plus adéquate de A Justifier votre choix ; 

(b) Utiliser votre factorisation pour calculer la solution du système \�%& � c%&; 
(c) La méthode de Gauss-Seidel appliquée au système \�%& � c%&sera-t-elle convergente si le point de 

départ �&%%%%& est bien choisi ? 

(d) Effectuer deux itérations de la méthode de Gauss-Seidel à partir de�&%%%%& � C�����
Es
La solution de fiche TD IV: 

Exercice 1 (a) En partant de l’approximation initiale�&%%%%&, on obtient avec la méthode de Jacobi les 

itérations �%%%%%& � C�� �  ��Es�����5%%%%& � C�" � �!��� K�Es
(b) En partant de l’approximation initiale �&%%%%&, on obtient avec la méthode de Gauss-Siedel  l’ 

itération �%%%%%& � C��� � n±5 �� 5n� �Es
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(c) ï J�% � "�5 6 �n � `��% � F�5 � �n � ���% � "�5 6 J�n � J
On obtient une matrice à diagonale strictement dominante. 

(d) On sait que 

ç( � �òI%Cç) 6 ç*E � _ � òI%\ � ç(X 
 ����"F 
 [
Son rayon spectral est !�ç(� � � 5%± � �  et donc la méthode de Jacobi converge. 

Exercice 2 : (a) La solution est �%& � C�����Es:  

(b) En partant de l’approximation initiale �&%%%%& � C
�
Es, on obtient avec la méthode 

de Gauss-Seidel les itérations suivantes: �%%%%%& � C� � �Es��� �5%%%%& � CJ � �FEs���
�n%%%%& � C���H�Eset ce qui confirme que la méthode de Gauss-Seidel diverge.  

 (c) En partant de l’approximation initiale �&%%%%& � C
�
Es, on obtient avec la méthode 

de Gauss-Seidel les 3 itérations suivantes: �%%%%%& � Cn5 nKEs�� �5%%%%& � C�× %±%ôEs�����n%%%%& � Cnnn5 ônôKEs
avec'�CnE%%%%%%%&� �%&'§ � 
�
�� � 
��
(d) La méthode de Jacobi converge car la matrice A est à diagonale strictement dominante. En plus 

le rayon spectral de la matrice d’itérations�!�ç(� � %5 � �
Exercice 3 : (a) en partant de l’intégration initiale�&%%%%+ � �
��
�
�s, on obtient avec la méthode de 

gauss-seidel l’intération suivante  �%%%%%+ � ¯��� n5 DK°s
(b) �� %5 � 1 � %5, la convergence de la méthode de Gauss-Seidel est assurée car la 

matrice A est à diagonale strictement dominante. 

(c) La matrice d’itération de Jacobi est 

ç( � �òI%Cç) 6 ç*E � ] J �� ��� �
 � � � �`^
En se servant des valeurs propres de la matrice ç(�� P����!�ç(� � %L5 � �� La méthode 

de Jacobi converge, ce qui entraine la convergence de la méthode de Gauss-Seidel car 
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elle est plus rapide. 

Exercice 4 : (a) On ne peut pas appliquer directement les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel 

puisque l’un des coefficients diagonaux est nul (A11 . 0). 

(b) On obtient le système d’équations algébriques suivant: 

¶ �
�% � �5 6 "�n � H��% 6 ���5 � �n6��K � "F"�% � �5 6 �
�n � �����5 � �n 6 `�K � ���
 (c) en partant���&%%%%%%+ � �
��
�
��
�s, la méthode de jacobi donne l’intération  �%%%%%+ � ¯n± 5±%% I%%%& I%%× °s la 

méthode de jacobi  donne l’intération  �5%%%%+ � ¯n± %5×±± I±Kn±±& ID5ônK� °s
Exercice 5 : 

 (a) La matrice A est symétrique et définie positive, la décomposition de Cholesky est la plus 

adéquate.  

\ � ��s � � 
 
�� � 
� ��  � �
� �� �
 � ��
 
  �

b) on résout ��%+ � �� �  ��`�s pour  obtenir  �%+ � �� � �� �s et ensuite �s�%+ � �%+ pour calculer la 

solution �%+ � �
��
���s
(c) La convergence de la méthode de Gauss-Seidel est assurée qu’elle que soit la solution de départ 

utilisée car la matrice A est à diagonale strictement dominante. 

(d) en partant �&%%%%+ � ������
�s, on trouve �%%%%%+ � ¯5n I%± n×K&°s et ensuite �5%%%%+ � ¯� 5%n± I%%± ×&×%°s
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Chapitre 7 : Équations et systèmes d’équations différentielles 

7.1 Introduction : 

On rappelle, dans les premiers paragraphes, les résultats fondamentaux des équationsdifférentielles. 

Les paragraphes suivants sont consacrés aux méthodes numériques usuelles. Dans le traitement 

numérique des équations différentielles, on distingue les méthodes à pas séparés (ou à un seul pas) 

qui permettent de calculer  ���% à partir de la seule connaissance de ��  et les méthodes à pas liés 

(ou à pas multiples) qui nécessitent la connaissance de ��� ��I%�� �� � � � ��Il   pour calculer ���%. 

Les méthodes numériques de résolution[15]

(dites à différences finies) sont fondées sur le développement de Taylor.  

7.1.1. Existence et unicité des solutions 

Soit U un ouvert de R�� 3 �������u
 d ��une application continue. On considère une équation 

différentielle de la forme �, � �C�� �Emunie d’une condition initiale �C�&E � �& � � �� donnée, avec la 

notation ���, � ?N?�  Une solution de cette équation est (par définition) une application diférentiable   � � ��� c� �d ��  vérifiant les conditions 

² �, � �C�� �E�C�&E � �& ������������� � ��� c�………(7.1)

Ce problème admet, sous certaines conditions, une solution. On démontre en effet que si la fonction 

f est une fonction continûment différentielle alors il existe deux valeurs maximales (éventuellement 

infinies)   �%�����5
pour lesquelles la solution de l’équation différentielle existe et est unique pour tout t dans 

l’intervalle    ��& � �%� �& 6 �5�  On démontre aussi que si ��est une fonction continue dans   ��� c� 3�� et vérifie la condition de Lipchitz de rapport    a � 
���suivante  

��� � ��� c��� ��%� �5 � ��� ��C�� �5E � �C�� �%E� � a��5 � �%�[17]

Alors le problème avec condition initiale    C��&� �&Eadmet une solution uniquedans��� c����donnée 

par  �C�E � �& 6 Ü ��	� �C	E�G	���
7.2. Méthodes d’Euler 

La méthode de Leonhard Euler (1707-1783) est une méthode à pas séparé du premier ordre. Elle 

consiste à remplacer l’opérateur de dérivation    G G�-    par le schéma discret C���% � ��E�æLa 

résolution du problème  

²��C�E � �C�� �E�C�&E � �&
Conduit au schéma² ���% � �� 6 æ���% � �� 6 æ�C��� ��E………(7.2)
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En pratique, la méthode d’Euler n’est pas utilisée, car elle n’offre pas une précision suffisante. 

Cette méthode est convergente et du premier ordre, car l’erreur de consistance vaut  


�C��E � ��
 � %5 æ5� �CO� ��E���O�O � ���I%� ���………(7.3)

Mais la méthode explicite est souvent instable .par exemple, si la fonction f est linéaire��C�� �E � �������O�� � 
�� U��	Oæ����GªÞRU�#
���% � �� � �æ�� � C� � �æE��

est instable dès que �æ � "�1, car dans ce cas, �� tend vers l’infini lorsque i tend vers l’infini. En 

revanche, le schéma rétrograde �
���% � �� � æ���%� � ��� 6 �æ

conduit à une méthode implicite qui est universellement stable puisque ���% tend vers zéro, quand 

le pas h tend vers l’infini. 

Dans la méthode des trapèzes, la fonction f est remplacée par une fonction affine par morceaux. Le 

schéma de discrétisation  

���% � �� � æ" C���%� 6 ���E
conduit à une méthode d’ordre 2 

7.3. Méthodes de Runge-Kutta 

Carl Runge (1856-1927) et Martin Kutta (1867-1944) ont proposé en 1895 de résoudre le problème 

de Cauchy.  

²��C�E � �C�� �E�C�&E � �&
Conduit au schéma² ���% � �� 6 æ����% � �� 6 æ.C��� ��� æ�E………(7.4)

Où la fonction d’incrémentation . est une approximation de �C�� �Esur l’intervalle  ���� ���%�
Supposons donnés un entier#, une matrice A  dont les éléments triangulaires supérieurs sont nuls et 

un vecteur c � Cc%� � � � c/E� l’algorithme de Runge-Kutta est le suivant  

Ò ���% � �� 6 æCc%a% 67c/a/E���% � �� 6 æak � �C�� 6 Okæ� �� 6 æ��k%a% 676 �k/a/�E………(7.5)

Le vecteur b vérifiec% 67 � � c/ � �. Les coefficients O� sont les sommes  des éléments d’une ligne 

de la matrice A. Les éléments supérieurs de A  sont nuls   ��k � 
�	��r � �    Dans ces méthodes, le 

pas h peut facilement varier Cæ�EUne méthode de Runge-Kutta est entièrement déterminée par la 

donnée de l’entier r, du vecteur b et de la matrice A. 
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Méthodes d’ordre 1. Pour  c � ������%% � 
�, l’algorithme ���% � �� 6 æ� �C��� ��E se réduit à la 

méthode d’Euler. Pour c � ������%% � �, l’algorithme de Runge-Kutta ���% ����æ� �C���%� ���%Econduit à la méthode d’Euler rétrograde (méthode implicite). 

Méthodes d’ordre 2. Pour déterminer toutes les méthodes d’ordre 2, cherchons une fonction . de la 

forme . � c%a% 6 c5a5
Ou les coefficients a%����a5�	P���GP���	�Q�#� ² a% � �C��� ��Ea5 � �C�� 6 Oæ� �� 6 �æa%E
Développons ���%  au voisinage du point C�����E

���% � �C��E 6 æ�C��� �C��EE 6 æ5" C0�0� ���� �C��E� 6 �C��� �C��EEE 0�0� C��� �C��EE
De même, développons sa5 au voisinage du point C��� ��E
���% � �� 6 æc%a% 6 æc5 ]�C��� ��E 6 æO 0�0� C��� ��E 6 �æ�C��� ��E 0�0� C��� ��E^ 6 �Cæ5E
En identifiant les deux expressions, il vient  

¶ �C��E � ���C��� ��E � Cc% 6 c5E�C��� ��E�" �N� 6 �" ���� � c5CO�N� 6 ������E
On en déduit que c% 6 c5 � �����c5O � c5� � � "- . Soit en posant  

c5 � 1����c% � � � 1
O � � � %5� on retrouve les trois cas standards .La méthode d’Euler s’obtient pour 1 � 


���% � �� 6 æ�C��� ��E
La méthode de Heun (ou d’Euler-Cauchy) est obtenue pour 1 � ��"

Ò���% � �� 6 æCa% 6 a5E�"a% � �C��� ��Ea5 � �C�� 6 æ� �� 6 æa%E
La méthode de Runge-Kutta (proprement dite) est obtenue pour 1 � �

Ò ���% � �� 6 æa5a% � �C��� ��Ea5 � �C�� 6 æ�"� �� 6 æa%E
Méthodes d’ordre 3. L’algorithme de Runge-Kutta classique correspond au 

cas�����c � C� H- � " �- � � H- E�  et à la matrice 
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A= ] 
 
 
��" 
 
�� " 
^
L’algorithme effectue à chaque pas le calcul de trois facteursa�

���
�����% � �� 6 æCa5 6  a5 6 anE�Ha% � �C��� ��Ea5 � � É�� 6 æ" � �� 6 æa%" Êan � �C�� 6 æ� �� � æa% 6 "æa5E

Pour améliorer l’efficacité du calcul, on utilise des méthodes à pas variable, c’est-à-dire des 

méthodes dans lesquelles le pas varie à chaque itération. 

Une des méthodes classiques consiste à employer deux méthodes de Runge- Kutta emboîtées. La 

première méthode d’ordre # sert à calculer la solution approchée, tandis que la seconde méthode 

d’ordre #� sert à estimer l’erreur de consistance pour contrôler le pas. On dit que la méthode est 

d’ordre �C#��� #�EProposée en 1957, la méthode de Merson est la première méthode [17]

de Runge-Kutta emboîtée. Elle consiste à calculer. 

��
��
�
���
� a% � �C��� ��Ea5 � � $�� 6 2n � �� 6 2p©n (an � �C�� 6 æ��� �� � æa%�H 6 æa5�HEaK � � $�� 6 25 � �� 6 æa%�` 6 �æa5�`(a± � � $�� 6 æ� �� 6 2p©5 � �æan�" 6 "æa%(���% � �� 6 æCa% 6  a5 6 anE�H���%Ø � �� 6 æCa% � �an 6  aKE�"

………(7.6)

L’erreur  ��� 
���% � ���%Ø 
 ………(7.7)est évaluée à chaque pas. 

 Si    ��� désigne la tolérance acceptée, l’algorithme 

de Merson divise le pas par facteur 2 quand ��� 3, multiplie le pas par deux quand ��� ốK, et 

conserve le pas actuel dans les autres cas. La méthode de Merson est d’ordre 5 pour le calcul de la 

solution et d’ordre 4 pour le contrôle du pas. Dans la méthode proposée par Fehlberg en 1969, 

on calcule  
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��
���
��
�
���
���
� a% � æ�C��� ��Ea5 � æ� $�� 6 2± � �� 6 p©± (an � æ� $�� 6 n2%& � �� 6 �a%� 
 6 Ja5� 
(aK � æ� $�� 6 n2± � �� 6 n2%& � �p¢%& 6 Han�F(a± � æ� $�� 6 æ� �� 6 %%p©±K 6 ±p¢5 6 !
an�"! 6 �FaK�"!(
aô � æ���� 6 D2× � �� 6 %ôn%p©±±5�ô 6 %D±p¢±%5 6 ±D±p®%n×5K6 KK5D±pí%%&±�56 5±npøK&�ô 	

���% � �� 6 æC nDnD×a% 6 5±&ô5%an 6 %5±±�K aK 6 ±%5%DD%aôE���%Ø � �� 6 æC 5×5±5DôK×a% 6 %×±D±K×nK×an 6 %n±5±±±5�ô aK 6 %K aôE

………(7,7)

Travaux dirigés IV  

Exercice 1. Faire trois itérations avec h = 0,1 des méthodes d’Euler explicite, d’Euler modifiée, du 

point milieu et de Runge-Kutta d’ordre 4 pour les équations différentielles suivantes :�
�E���²������C�E � � 	��C�C�EE�C
E � "
cE���²������C�E � �5 6 C�C�EE5 6 ��C�E � 

cE���²������C�E � �C�E���C
E � "
Exercice 2 : L’équation différentielle : 

������C�E � �C�E 6 �5�������������C�C
E � "E
possède la solution analytique �C�E � �� 6 �5�
a) En prenant æ � 
�����faire 3 itérations de la méthode d’Euler modifiée et calculer l’erreur 

commise sur �n en comparant les résultats avec la solution analytique��C
W �E. 
b) En prenant æ � 
�
F�, faire 6 itérations de la méthode d’Euler modifiée et calculer 

l’erreur commise sur �ô en comparant les résultats avec la solution analytique���C
W �E. 
c) Faire le rapport des erreurs commises en a) et en b) et commenter le résultat en fonction de 

l’erreur de troncature locale liée à la méthode utilisée. 

d) Utiliser l’extrapolation de Richardson pour obtenir une meilleure approximation de 

��C
W �E. 
Exercice 3 : L’équation différentielle :  ������C�E � "�C�E������������C�C
E � FE
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a) Vérifier que la solution analytique �C�E � F�5�
b) En posant æ � %û , montrer que les approximations fournies par la méthode d’Euler 

explicite peuvent s’écrire comme �� � FC� 6 "æE�, pour � � 
�� � � Ï. 

c) Vérifier numériquement que l’erreur �CæEse comporte suivant la relation �CæE S 4�où K est une 

constante. 

La solution FICHE TD IV 

Exercice 1 :  

a) on ������C�E � � 	����C�E��� �C
E � "�����æ � 
�����GP�O�¸R����& � 
� ¸R���& � "�� et que �C��� ��E � ��	���C��E
ÞRU�#� ²���% � �� 6 æ�C��� ��E���% � �� 6 æ

¶ �& � "�% � " 6 
�� 3 	��" � "�5 � " 6 
�� 3 
�� 	��" � "�

J
J"J�n � "�

J
J"J 6 
�� 3 
�" 3 	��"�

J
J"J � "�
"!"
" J
ÞRU�#��PG���­��� ï �5 � �� 6 æ�C��� ��E���% � �� 6 æ" ��C��� ��E 6 �C���%� �5E�
�C�&� �&E � �C
�"E � 

�5 � �& 6 æ 3 C�&� �&E � " 6 æ 3 
 � "
�% � �& 6 æ" ��C�&� �&E 6 �C�& 6 æ� �5E� � " 6 
�
F�
 6 
�� 3 	���C"E� � "�

 F H `
�C�%� �%E � 
��� 3 	��C"�

 F H `!E � 
�J
!�JH
�5 � "�

 F H `! 6 
�� 3 
�
J
!�JH � "�
��H"
  
�C�5� �5E � 
�"� 3 	��C"�
��H"
  E � 
��`
!
J
�
�5 � "�

 F H `! 6 
�
F�
�J
!�JH 6 
��`
!
J
�� � "�
�`��`J�J
�G�������� P����¸R����n � "�
 
F�JJ�J



72 | P a g e

�R����aR����G�P#G#� �
��
��
�
���
� a% � æ�C��� ��Ea5 � æ� É�� 6 æ" � �� 6 a%" Êan � æ� É�� 6 æ" � �� 6 a5" ÊaK � æ�C�� 6 æ� �� 6 anE���% � �� 6 æH Ca% 6 "a5 6 "an 6 aKE���% � �� 6 æ

��P����¸R���æ � 
��� �& � 
�� ���& � "����¸R���C����� ����E � ���� 	��C����EQ#����#����­#���P��
a% � æ�C�&� �&E � 
��� 3 
 3 	��" � 
a5 � æ� É
 6 
�
F�� " 6 
"Ê � 
���C
�
F��"E � 
�� 3 
�
F 3 	�� " � 
�

 F H `!

an � 
��� É
�
F��" 6 
�

 F H `!" Ê � 
����C
�
F�� "
�

""!!�"  � 
�� 3 
�
F 3 	��C"�

""!�"  E � 
�

 F �! FaK � 
���C
���� "�

 F �! FE � 
�

J
!�J`�% � " 6 �H Ca% 6 "a5 6 "an 6 a E � "�

 F �! �
de meme , on trouve que  

ò�R��������­#���P��
a% � 
�

J
! ��������������������������a5 � 
�
��F`"��������an � 
�
��FH`����aK � 
�
�`
�"

�5 � "�
�`�
J !
ç#P�	�­������­#���P��

a% � 
�
�`
�"������������������������a5 � 
�
""  "��������an � 
�
"" �`����aK � 
�
"H!F�
�5 � "�
 
F"H F
��cE�P��������C�E � �5 6 C�C�EE5 6 ��������C�E � 
�����æ � 
���� GP�O�� P��­��U�����que�& � ��� �& �
����¸R���C��� ��E � ��5 6 C��E5 6 ��

ÞRU�#
���
�
���

�% � �& 6 æ�C�&� �&E � 
 6 
�� 3 C�5 6 
 6 �E�% � 
�"����% � ����5 � �% 6 æ�C�%� �%E � 
�" 6 
�� 3 C���5 6 
�"5 6 �E�5 � 
� "F����5 � ��"�n � �5 6 æ�C�5� �5E � 
� "F 6 
�� 3 C��"5 6 
� "F5 6 �E�n � 
�H`!
H"F����n � ���
ÞRU�#��PG���­���
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�#����#����­#���P��5 � �& 6 æ�C�&� �&E�% � �& 6 æ" ��C�&� �&E 6 �C�& 6 æ� �5E��% � 
 6 
�
F 3 ��C��
E 6 �C�����
�"E� � 
�"�"F�% � ���
ò�R��­������­#���P��5 � �% 6 æ�C�%� �%E � 
�"�"F 6 
�� 3 �C�����
�"�"FE � 
� �`
�FH�5 � �% 6 æ" ��C�%� �%E 6 �C�% 6 æ� �5E��5 � 
�"�"F 6 
�
F 3 ��C����
�"�"FE 6 �C��"�� 
� �`
�FHE� � 
� FH`F
FJ�5 � ��"

ç#P�	�­������­#���P��5 � �5 6 æ�C�5� �%E � 
� FH`F
HJ 6 
�� 3 �C��"��
� FH
`F
HJE � 
�!"�!"�J�n � �5 6 æ" ��C�5� �5E 6 �C�5 6 æ� �5E��n � 
� FH`F
HJ 6 
�
F 3 ��C��"�
� FH`F
HJE 6 �C����� 
�!"�!"�JE� � 
�! J`�
 F�5 � ���
Runge-Kutta O(h4) :�Q#����#����­#���P��

a% � 
�"��������������������������a5 � 
�"��"F
��������an � 
�"���HH����aK � 
�""F H`
�5 � 
�"��!`��

ò�R��������­#���P��
a% � 
�""F `F�������������������������a5 � 
�" "!`"��������an � 
�" ��F�����aK � 
�"H !�F

�5 � 
� FFF"!�`
ç#P�	�­������­#���P��

a% � 
�"H !F�������������������������a5 � 
�"J
`����������an � 
�"J"�H"����aK � 
� "
!``
�5 � 
�! `�JJ
OE���t������C�E � �C�E�������C
E � "������æ � 
�������� GP�O�� P��­��U�����que�& � 
�� �& �"����¸R���C��� ��E � �����

ÞRU�# ï �% � "�"�5 � "�  ���!H�n � "�! �F � ��ÞRU�#��PG���­�� Ò �5 � "�"�� d �� �% � "�""�FH``�5 � "� H!
J
������� d � �5 � "� J JJ �5 � "�!JJ!�  ������ d �n � "�`�H�"H
Runge-Kutta O(h4) :�Q#����#����­#���P��

a% � 
�"��������������������������a5 � 
�""
!H!��������an � 
�"��`FJ����aK � 
�" FFF�
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�5 � "�""�`

!
ò�R��������­#���P��

a% � 
�" FF !�������������������������a5 � 
�"!" 
���������an � 
�"!�JH�����aK � 
�
�
 `��
�5 � "� JFHF�
ç#P�	�­������­#���P��

a% � 
��
 `"
������������������������a5 � 
�� 

�`��������an � 
�� ""!`����aK � 
��`�
`

�5 � "�`�!!�"`
Exercice 2 :Comme�C�E � �� 6 �5��� �UP#	����C
��E � ���!�J!H
`� \��		��� P����¸R���C��� ��E ��� 6 �5���¸R���C
E � "����GP�O�¸R���& � "����¸R���& � 
�
On fait 3 itérations avec æ � 
�� et avec la méthode d’Euler modifiée. 

Ò �5 � "���� d �� �% � "�""�FH``�5 � "�H`
`�! ������� d ��5 � "�!�"
!F``J�5 � ����" HFJ `������ d �n � ���!



�FF!
L’erreur est alors donnée par : 


�C
��E � �n
 � � 
���!�J!!H
` � ���!



�FF!
 � 
�

�J!! F
On fait 6 itérations avec æ � 
�
F et avec la méthode d’Euler modifiée. 

��
�
�� �5 � "��F�� d �� �% � "��FH�!J��5 � "���J FH`������ d � �5 � "��"H �JF�5 � "�F
�`��H������ d �n � "�F�� !!`�5 � "�!
 F  !������ d �K � "�!�"J"
F�5 � "�J"��F!!������ d �± � "�J�"��H��5 � ���H��`J
������ d �ô � ���!� F
"
L’erreur est alors donnée par : 


�C
��E � �ô
 � � 
���!�J!!H
` � ���!� F
"
 � 
�


F"!�J
Le ratio des erreurs est   

&�&&%�DDK±&�&&&±5Dn� � ��!F S  �  , ce qui confirme que la méthode 

d’Euler modifiée est d’ordre 2. 

L’extrapolation de Richardson d’ordre n est donnée par l’équation suivante : 

¿@N� ¹ "� 6 ¿�ll $25( � ¿�llCæE"� � �
   On a donc 

K3n�%D%K±&5%DIn�%D&&&%±±Dn � ���!�J��F!"�C"##�R# � 
�  3 �
IKE
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Exercice 3 : 

	���C�E � F�5��� �UP#	���¸R�����C�E � �
�5� � "�C�E� ò��QUR	�� P������C
E � F�& � F
òP�O�� �C�E � F�5���	��c����R���	PUR��P�����U���¸R��G��U�­¸R���P�G���­#�����UU���

Puisque ��C�E � "�C�E , on a que �C��� ��E � "�� .on a  également que �& � F . l’algorithme de la 

méthode d’Euler explicite nous dit que . 

���% � �� 6 æ�C��� ��E � �� 6 æC"��E � C� 6 "æE��
pour tout � .Par conséquent , on obtient par récursivité que  

���% � C� 6 "æE�C� 6 "æE��I%�
������������ C� 6 "æE5CC� 6 "æE��I5E�������������������������� C� 6 "æE��%�& � FC� 6 "æE��%
 On peut chercher la constante en calculant ���æ�. 

� æ2 �� ���æ�" 
�F �H�J H" ���J�
 
�� F�J`HH FJ�J"
 
�
F ���
!! HH�!�

 
�
� 
�!""
 !"�""

 
�

F 
��HF� !��
���GP�O�4 S !��
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