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Avant-propos

Ce polycopié se trouve étre un support pédagogique des cours et exercices pratiques,
destiné aux étudiants de 2¢me Année des Licences LMD assurées au département de génie
civil et hydraulique. Ce polycopié regroupe un certain nombre de méthodes étudiées dans
les différents chapitres du cours de méthodes numériques.
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Introduction générale

L'objectif de ce polycopié est de fournir a I'étudiant les bases des méthodes de
résolution numériques appelées aussi analyse numérique. Par souci de syntheése,
nous avons volontairement omis la plupart des démonstrations. Des théorémes
donnant les conditions de convergence ne sont pas toujours spécifiés. Le lecteur
devra donc se référer a la littérature pour faire varier la validité de ses choix.
Nous donnons autant que possible les algorithmes de calcul des différentes
méthodes décrites, dans leurs grandes lignes sinon dans le détail. Ce polycopié est
organisé comme suit :

La premiére partie :

Le chapitre 1 donne quelques rappels d'analyse et d'algebre matricielle. Il traite
la représentation générale des nombres puis le cas de la représentation sur
calculateur et les problémes de précision qui peuvent surgir.

Les chapitres 2 traitent respectivement la résolution des équations non linéaires.
Le chapitre 3 développe les méthodes d'interpolation polynémiale.

Le chapitre 4 donne les différentes méthodes d'intégration numériques

Les chapitres 5 et 6 sont consacrés aux problemes d'optimisation linéaire et
méthode itératif

Chapitres 7 sont respectivement consacrés aux équations différentielles

ordinaires et aux dérivées partielles.



Chapitre I : Rappels et définitions
1.1. Erreurs de calcul :

Résoudre un probleme signifie trouver une solution x qui dépend de données a et de formules. Ces
formules sont issues en général d’une modélisation d’un probléme scientifique (en physique,
chimie, biologie, économie, etc.). Nous ne discutons pas ici de ’erreur de modélisation qui est
I’écart entre le phénomeéne réel et le phénoméne simulé. Dans la suite, les variables x et a
appartiennent a des espaces vectoriels normés et il existe une fonction F telle que le probléme
s’écrive F(x, a)=0. En général, il n’est possible de résoudre qu’un probléme approché. Ce probleme
discret, formulé en dimension finie, doit étre résolu par un algorithme, qui peut étre direct ou
itératif. Enfin, 1’algorithme est exécuté sur un ordinateur avec une précision finie. Dans le résultat

d’un calcul scientifique, il apparait ainsi plusieurs sources d’erreur :[1]
* ’erreur due a I’approximation des données,

e ’erreur d’approximation ou de discrétisation,

* ’erreur due a I’algorithme s’il est itératif,

* erreur d’arrondi due a la précision finie.

Les différentes sources d’erreur interférente avec les erreurs d’arrondi lors d’un calcul. Par
exemple, la résolution d’un problémetrés sensible aux variations sur les données donne lieu a des

calculs avec de grandes erreurs d’arrondi.

1. 1.1 Mesures de ’erreur

Tout calcul devrait s’accompagner d’une estimation des erreurs d’approximation commises. Pour
mesurer celles-ci, nous définissons les erreurs absolues et relatives, ainsi que la notion de chiffres

significatifs.

Définition :soitx € R etX € R une approximation de x .I’erreur absolue sur X est|x — X| si

x # 0, ’erreur relative est
[x =X|/IX]. evennenn (1,1

1. Définition : Le nombre de chiffres significatifs de x est le nombre de chiffres "a partir du

premier chiffre non nul.

Par exemple, le nombre de chiffres significatifs de x = 0.0034560 est 5. L’erreur relative sur X =

0.00346 vaut environ 1.16 103 et le nombre de chiffres significatifs exacts est ici 2.

Dans le cas de vecteurs, on définit les erreurs sur les normes ou les erreurs composantes par

composante.[2]
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2. Définition : Soitx € R®,x € R™, une approximation de x et ||. |june norme définie sur R™.
L’erreur absolue sur la norme est ||x — X||.
Six # 0, ’erreur relative sur la norme est ||x — X||/||x]| ......... (1.1)

Six; #0,i =1, ....., Perreur relative composante par composante est max 1 < i < n|x; — X;|/[x]

1.1.2 Les systémes usuels

1.1.2.1 Le systéme binaire (B = 2)

Le systéme binaire est le systéme de la base 2. Il ne comprend que le chiffre 0 et 1. Le passage de

la base décimale a la base 2 s’effectue par division successives par 2.

Exemple 6 (67)2 = 1000011

Les poids sont les puissances de 2.

Soit a et b deux chiffres binaires. IIs peuvent donc prendre la valeur 0 ou 1. Nous avons 4 cas
possibles pour chaque opération.

Le produit vaut 1 si les deux chiffres valent 1 simultanément. Elle est notée P =a.b

La somme vaut 1 si un seulement des deux chiffres vaut 1. On l'appelle dilemme ou encore « OU

Exclusif ». Elle est notée : S =a © b. La retenue est identique au produit : R = a.b [3]
1.1.2.2 Le systéme octal (B = 8)

Le systeme octal est le systéme de la base 8. Il utilise donc les chiffres compris entre 0 et 7. Le
passage du systéme binaire au systéme octal est immédiat. Il suffit de diviser le nombre binaire en

tranches de trois chiffres a partir de la droite (23 = 8).
Exemple 7 Le nombre écrit en binaire
1/011|100[111|010
1(31417]2

La conversion inverse s’effectue selon le méme procédé. C'est tres rapide. L'intérét de ce systéme

réside justement dans cette rapidité de conversion.

1.1.2.3 Systéme hexadécimal (B = 16)

Le systeme hexadécimal est un systeme de numération de base 16, donc a 16 chiffres de 0 a 15

notés: 0123456789 ABCDEF [3]

Exemple 8 (31)10 =16 + 15 = 1F H (H pour hexadécimal)
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1.1.3 Notation scientifique des nombres
La notation scientifique d'un nombre utilise un signe, une mantisse

r (1—10 <r<i ) et un exposant +r x 10™...... (1.3)

Exemple
32.213 = 0.32213 x 1072

Le nombre de chiffres alloués a la mantisse étant infini, il y aura forcément des erreurs d'arrondi ou

de troncature. Certaines précautions sont alors nécessaires quand on effectue des opérations
d'addition et de soustraction sur les nombres.

Il faut additionner les nombres dans l'ordre croissant. A titre d'exemple supposant que 1'on alloue
5 chiffres significatifs a la mantisse alors les deux opérations suivantes donnent des résultats tres

différents :

1000000+ 1+ 1+ -+ 1 =(0.1x 107 +0.0000 x 10’) + 1+ 1 + -1 = 1000000

1 million de fois

1+1+--+1+ 1000000 = 2000000

1 million de fois

On voit que la premiére maniere d'additionner donne un résultat faux.
1l faut éviter de soustraire des nombres trés peu différents. Prenons le cas de la fonction

X - sin X pour x proche de zéro :

x=Erad

x = 0.6666666667 x 1071
sinx = 0.6661729492 x 10!
X — sinx = 0.0004937175 x 1071
= 0.4937175000 x 10~*

Plusieurs artifices existent pour éviter ces soustractions :

- pour la fonction Vx? + 1 — 1 au voisinage de 0, on utilisera I'égalité

2

X
VX2+1-1=—F7—
VxZ+1+4+1

_ Pour la fonction x - sin X, on utilisera le développement en séries de Taylor

—-2X

Idem la fonction e* — e™“* au voisinage de 0 (ajouter les puissantes identique

2

. . TT g .
ur - ~—,onu
Pour la fonction cos?x — sinx pour x = 2> on tilisera 1’egalite
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cos?x — sin®x = cos 2x

. g . X
Pour la fonction Inx — 1 pour X = e ,on utilisera la fonction lng

1.2 Quelques rappels sur les matrices

1.2. Définition

Une matrice m X n est un tableau de nombres a m lignes et n colonnes. Les nombres qui composent
la matrice sont appelés les éléments de la matrice (ou aussi les coefficients). Une matrice a m lignes
et n colonnes est dite matrice d’ordre (m, n) ou de dimension m X n. L’ensemble des matrices a m

lignes et n colonnes a coefficients réels se note Mm,n(R).[4]

Matrice particulieres

a1 Qdi dip

. . . dz1 Az v dpp
Matrice de dimentionmxn; = (a;;) = . . A 1.4

adm1 aAm2 Amn

Matrice nulle

0 10)

Tous les élémentsa;; =0  Exmple A = (2 0

Matricecarrée d’ordre n

Nombre de lignes = nombre de colonnes =n

a;;, 0 0
0 a 0 1 0 0
Matrice diagonale . 2 A (1.5) ExempleA=|0 4 0
: : . : 00 7
0 0 ' Amn
1o 0 1 0 0
Matrice identité d’ordre n :I, = 0 1 O ......... (1.7)Exemple A = (0 1 0)
00 - 1 0 0 1
d11 A2 d1n
0 a cee a
Matrice triangulaire supérieure | . ?2 ?n ......... (1.8)
0 0 ' Amn
-1 5 2 8
| 0 2 -5 4
Exemple A = 0 0 1 2
0 0 0 3
agq 0 vee 0
Matrice triangulaire inferieure afl 3:22 0 ......... 1.9)
dm1i 9mz2 ' @mn
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-1 0 0 O

(5 2 00

Exemple A = > 5 1 0
8 4 2 3

1.2.2. Opérations sur les matrices :

ka;;  kayp kajy
e . ka,; ka,, ka,,
Multiplication par un scalaire K :kA = . . e I
kan:  kams kamn
-1 2 9 —1x5 2x5 9x5 -5 10
Exemple A5=5. 5 2 7])=|( 5x5 2x5 7x5]=(25 10
8 4 3 8x5 4x5 3x5 40 20
Addition de deux matrices de méme dimension (mxn) A = (a;;) etB =
a;p+byy  a;p+byy ain + bin
A+B=| d2rtba 2 tby ontban ) (1.11)
Adm1 + bml Am2 + bm2 Amn + bmn
-1 2 9 3 1 -3 -1+3
ExempleA=| 5 2 7]etB=(2 2 4 |->A+B=|5+2
8 4 3 6 4 7 8+6
2 3 6
A+B=|7 4 11
14 8 10

Multiplication de deux matrices A et B de dimensions respectives

....(1.10)
9

35

15

(bii)

2+1 9-3
2+2 7+4>
4+4 347

m x n et n xp:AB =

all O tee 0
doq doo o 0 bll blz bl] blp
| : i |[b b by; b
2rme 2 20| (1.12)
dj1  3j2 Ain : : : :
: : bnl an Ami bn]' bnp
Adm1 Am2 3Ami Amn
€11 C12 Cyj Cip
/C21 C22 C2j CZp\
| = C (dimension m x
K Ci1 G2 Cij Cip ) ( P)
dm1  Am2 Amj Amp

Avec

n
Cij = ailblj + aizsz + ai3b3]- + -4+ anlbn]- = Zk 1aikbk]- (1 = 1,2, m;j = 1,2,p)

-1 2 9 3 1 -3
Exemple A= 5 2 7]etB=(2 2 4

8 4 3 6 4 7
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1.2.3. Transposition (AT ou A’)

La transposée d’une matrice S’obtient en remplacent les lignes de la matrice par ses colonnes. Si la

matrice A est de dimension m x n, la transposée AT, sera de dimension n x m

T
di11  dg2 din ai1  dz1 Am1
az1 A2 azn a1z A2 aAm2
AT = = P 1.13)
Am1 Am2 ' Amn dipn  d2n ° Apm

Propriétés : soit A et B deux matrice et k un scalaire [5]
(A+B)T=AT+ BT

(ATT=A

(KA)T=KAT

(A B)T=BT AT

Pour toute matrice A, le produit AT A est une matrice carrée symétrique et les éléments de sa

diagonale principale sont non négatifs

1.2.4.Rang d’une matrice r(A)

Le rang d’une matrice A de dimension m et n correspond au nombre de lignes non nulles de sa

forme échelonnée réduite. On dit que A est de « plein rang » si r(A) =m

Remarque : Le rang d’une matrice donne le nombre maximum de ses lignes linéairement

indépendantes ainsi que le nb max de ses colonnes linéairement indépendantes.
Propriétés :

1. Si B peut étre obtenue de A par applications successives d’opérations élémentaires
sur ses lignes, alors r(A) =1(B)

2. 1(AT) =r1(A)

3. Si le produit matriciel AB est défini, alors r(AB) < min{r(A):r(B)}

Matrice inverse

Soit A une matrice carrée nxn .l'inverse de A (notée A™), si elle existe , est la matrice qui satisfait

Si I’inverse existe, on peut I’obtenir de la fagon suivante : Considérer la matrice augmentée
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(aip=|22 2z 7 Am 2 01 0

aqp dzn *** App 0 0 - 1

Effectuer des opérations élémentaires sur les lignes de matrice augmentée jusqu’a ce qu’elle

devienne(A i I) .la matrice B alors I'inverse de Ai.e.B = A71[3]

Propriétés
Si A est inversible, alors A™ est aussi inversible et (A™) " =A ......... (1.15)
Si A est inversible, alors (A" =(AT) " ... (1.16)

Si A et B sont deux matrice carres inversibles de méme dimension, alors leur produit

AB est aussi inversible et (AB)' =B™ A™

1.2.4.Determinant (det(A) ou|A|

a11  ajgp

= 27199 — A91A19 .eeernnn. 1.17
ayq azz| 11422 21412 ( )

Soit Aune matrice carre nxn matrice 2x2 : |

Ordre supérieur : le déterminant est égala la somme des produits obtenus en multipliant les

¢léments d’une ligne quelque (ou d’une colonne) par leur cofacteurs respectifs cofacteur = Aj; =
(—1)(—1)i+j|Mi]-| ou Mj; (mineur) est la sous matrice carrée(n —1)x(n—1) obtenue en

supprimant la ieme ligne et la j*™ colonne de A [6]

ainsi|A| = a11Aj1 + az2A5 + anpAin

Propriétés :

1. Si A posséde une ligne (ou colonne) de « 0 », alors [A] = 0

2. Si A posséde 2 lignes (colonnes) identiques, alors |[A| = 0

3. Si A est triangulaire, alors |A| = produit de ses éléments diagonaux. En particulier,||I,,|=1.

4. Si B est obtenue de A en multipliant une seule de ses lignes (colonnes) par unscalaire k, alors

|IB| = K|A|.

5. Si B est obtenu en permutant 2 lignes (ou colonnes) de A, alors |B| = —|A]|

6. Si B est obtenu de 2 en additionnant le multiple d’une ligne (colonne) a une autre,
alors|B| = |A|

7.|AT| = |A]

8. Si A et B sont 2 matrices carrées de méme dimension, alors |AB| = |A||B]|
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9. A est inversible si |A| # 0. On dit que la matrice est non singuliére.

1.2.5.Matrice adjointe

Soit A une matrice carrée d’ordre n. La matrice adjointe de A (notée adj A) est définiecomme la

Air Az o Agg
transposée de la matrice des cofacteurs de A ie. A= A A:ZZ A?n ou Ay =
Aml Am2 Amn

(= 1)[My|
si A est une matrice carrée telle que |A| # 0, alors A inversible

_ 1

etA™l =
|A]

adj (A) ......... (1.18)
1.2.6matrice definie positive

une matrice n x nsymétrique A est dite « définie positive si pour tout vecteur X (nx 1) , le produit

XTAX > 0.
elle est « semi —définie positive si  XTAX > 0 pour tout X

une matrice n x n symetrique A est dite « definie negative si pour tout vercteur X (nx1) , le

produit XTAX < 0.

Elle est « semi —définie négative si XTAX < 0 pour tout X .
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Chapitre 02 : Résolution d’équations non linéaires

On considére une fonction réelle f définie sur un intervalle[a, b], avec a < b , et continue sur cet
intervalle et on suppose que f admet une unique racine sur I = ]a, b[c’est- a-dire qu’il existe un
unique o €1 tel que f(a) = 0.[7]
2.1 Methode de dichotomie

On considere un intervalle [a, b] et une fonction f continue de [a, b] dans R. On suppose que

f(a)f(b) < 0 et que 1'équation f(x) = 0 admet une unique solution a sur I’intervalle [a, b].

La méthode de dichotomie consiste a construire une suite (X,) qui converge vers < de la maniére

suivante :

2.1.1. Initialisation : on prend pour X, le milieu de [a, b]. La racine se trouve alors dans I’undes

deux intervalles ]a, x0[ ou ]x0, ]a, xo[ ou ]x, b[ou bien elle est égale a x,,.
« si f(a)f(xg) < 0,alors «E€ ]a, xq[.on

Pose .a; =a,b; =%,

* si f(a)f(x) = 0,alors o= x,

« si f(a)f(xy) > 0,alors «€ |x,, b[.on

pose al =x0,bl =b.a; =% ,b; =b

Figure 1 :methode de dichotomie

On prend alors pour X4 le milieu de [a;, b4 ]

a+b

On construit ainsi une suite X, = e 2.1)
a; +by a, +by
X; = , Xy =
1 2 n 2
(a-b)
—x,| <
telle que |xX —x,| < PPCRILEIIIE 2.2)
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Etant donne une précisione, cette méthode permet d’approcher « en un nombre pevisible

diterations.

Les principes de construction suivants consistent a transformer 1’équation f(x) = 0 en une equation

equivalente g(x) = x

On peut poser par exempleg(x) = x + f(x), mais on prendra plus généralement g(x) =x+

u(x)f(x)ou u est une fonction non nulle sur I’intervalle
L. Il reste a choisir u pour que la suite définie par x, € I et la relation de récurrence
Xp+1 = Xp F U OfXp).onnent. 2.3)

Soit bien définie et converge vers la racine o« de f géométriquement, on a remplacé la recherche de
I’intersection du graphe de la fonction f avec 1’axe Ox, par la recherche de I’intersection de la

droite d’équation y = x avec la courbe d’équationy = g(x).

Le choix d’une méthode est conditionne par les réponses aux questions suivantes :

1) la suite ( x, )converge-t-elle ?

2) si la suite converge, sa limite est-elle o< ?

3) si on veut la solution a € pres, comment arréter les itérations dés que cette condition estremplie ?

4) comme dans tout calcul, on désire obtenir rapidement le résultat approché, il faudra donc estimer

la maniere dont évolue I’erreur e = x,—oau cours des itérations.

Les deux premicres questions sont purement mathématiques. Les deux derniéres sont numériques,

car on ne peut effectuer qu’un nombre fini d’itérations pour le calcul.

La continuité des fonctions considérées permet de répondre a la question 2 : si la suite converge,
elle converge vers une racine de 1’équation ; si, de plus, x,, € I , pour tout n, alors par unicité de la

racine dans I, la suite converge vers «.

2.2 Theoreme du point fixe
On dit que I’application g : [a, b] — R est strictement contractante si
dL €]0,1[,vx €[a,b],Vy € [a,b],|gx) —g(y)| <L|x—y|......... 2.4)

2.2.1. Proposition — Soit g une application de classe C1 de ’intervalle [a, b] de R dans R. On

suppose que g vérifie[8]
max{|g'(X)];x € [a,b]} <L <1
alors I’application g est strictement contractante dans I’intervalle [a, b].
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2.2.2. Théoréme
— Si g est une application définie sur I’intervalle [a, b] a valeurs dans [a, b],

alors la suite (x,) définie par X, € [a,b] et la relation de récurrence x,,; = g(x,) converge vers

unique solution a de 1’équation x = g(x)avec x€ [a, b].

2.2.3. Démonstration : la suite (x,) est bien définie carg([a, b])C[a, b]. Montrons, par I’absurde,
que léquation x =g(x) a au plus une solution. Supposons qu’il yait deux solutions

x; et «,alors[9]

7 ™ y=g(x)

a & b a / b

Point fixe de ¢ Racine de f

Figure 2 : méthode de point fixe
locy —oc,| = [g(e¢y) — g(ocz)| < Ljocy —o¢,|OrL < 1
Donc nécessairement o¢; =,
Montrons que la suite (x,) est convergente. On a
IXn+1 — Xnl = 18(xXn) — 8&n-1)| < LIxy — Xp-1l.
et par récurrence|Xp41 — Xp| < Ly|x; — X

On en déduit que

—In Ln
T-1L S|X1—Xo|—1_L

|Xn+p - an = Lnlxl - XOl

Cette suite vérifie le critére de Cauchy ; elle est donc convergente vers € [a, b] , or I’application g

est continue donc la limite « vérifie g(oc) =oc .

On a aussi une évaluation de I’erreur en faisant tendre p vers I’infini, on obtient
L]’l
|°C _an S |X1 _XolT ......... (2.5)

On constate que, pour n fixe, I’erreur est d’autant plus petite que L est proche de 0.

12|Page



2.3 Methode de la secante

Cette méthode est également appelée méthode de Lagrange, méthode des parties proportionnelles.

On considére un intervalle [a,b] et une fonction fde classe (> de [a,b]dansR. On suppose
quef(a)f(b) < 0 et que f' ne s’annule pas sur [a,b] , alors I’équation f(x) = 0 admet une unique

solution sur I’intervalle [a, b].[10]

La méthode de la sécante consiste a construire une suite (x,) qui converge vers < de la maniere
suivante : soit A, la droite passant par (a, f(a))et (b, f(b)) , elle coupe I’axe Oxen un point
d’abscisse X, € ]a, b[. On approche donc la fonction f par un polynome P de degre 1 et on resout

P(x) = 0.

Ensuite, suivant la position de « par rapport a X,, on considere la droite passant par (a,f(a)) et

(%0, f(%9)) s f(xg)f(a) < 0i ou celle passant par(xX, f(xq)) et(b, f(b)) si f(x,)f(b) <0 .

(b. £())

Figure 3 :méthode de secante

On appelle x; 1’abscisse du point d’intersection de cette droite avec 1’axe Oy.
On réiteére ensuite le procede.

Plagons-nous dans le cas ou f' > 0 est dérivable et f est convexe (i.e.f’’ = 0) , alors la suite(x,)

est définie par

Xo =a
{X _ bf(xp)—xnf(b)......... (2.6)
LT f(xn)~f(b)

En effet, si f est convexe, on remplace I’intervalle [x,,b] par 'intervalle[x,,,,b]. L’équation

d’une droite passant par

(C: f(c))et (b, f(b)avec c # besty — f(b) =

f(b; : f(c) (x—b)

C
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On cherche son intersection avec 1’axe Oy donc on prend y = 0 et on obtient la formule donnée

plus haut.

Remarque - si f est convexe, alors sa representation graphique est au dessus des tangentes et en

dessous des cordes.

bf —x,f(b b—
on pose g(x) = () = %,(b) =x—————f(x)d'ou X1 = g(xy,)

f(xn) — f(b) f(b) — f(x)

Montrons que cette suite (x,)est définie. Pour cela, il suffit de montrer que (g[a, b])C[a,b].

Vérifions d’abord que g est de classe (! sur [a,b]. Elle ’est de maniére évidente sur [a, b[ .

L’application g est continue en bet g(b) = b — f(b)/ f(b)"

On a, pour tout

b—x
f(b)—f(x)

f(b)—f(x)—(b—x)f (%)
(f(b)—F(x))

f(b)—f(x)—(b—x)f' (x) _

x € [a,blg() = 1 - F'() o = )

+ £(x)

on en déduit que g’est continue en b et g’ (b) = f(b)f"' (b)/(2f'(b)?).

De plus ,I’application f est convexe, donc f(b) — f(x) — (b — x)f'(x) > 0.

On a égalementf(b) > 0

Car f croissante et f(a)f(b) < 0.la fonction g est donc croissante sur [a,b]. On a alors

b— b—
g([a,b])C[g(a), g(b)]. De plus ,g(a) = a — f(a) f(é)_?()a),or f(a) < Oet f(é)_?()a) >0

Par croissance de f ; doncg(a) > a.

f(b)
f'(b)

de mémeg(b) =b — or f'(b) > 0 et f(b) > 0donc g(b) <b.

La croissance de g montre que la suite(x,) est croissante car x; = g(a) = a = X, , or elle est dans
I’intervalle [a, b] , donc elle converge vers I € [a,b] tel que, par continuite de g,

g() =1. De plus, xq < donc une recurrence immediate et la croissance de g montrent que, pour
tout entier n,x, <& .On en déduit que I <o, ¢’est-a-dire que I € [a, b].
Soitx € ]a,b [ tel que f(x) = 0, alors il est immediat que g(x) = X. Reciproquement, soit

(b-x)
f(b)-f(x)

x € Ja,b[ tel que g(x) = x, alors f(x) 0, orx # b et f(x) # f(b)

Car f est strictement croissante et X € ]a, b [ . on en deduit que xf(x) = 0. Il y a unicité de la racine

de f, donc I = et la suite (x,) converge vers [11]

Rapidité de convergence de la méthode de la sécante
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On a x,—o= g'(&)(X,_1—). On en deduit, par continuite de g'en o, que

[Xp—|

limy,_, 4 oo =1g' ()| = g'(%)......... 2.7

[Xn-1—|

2.4. Methode de Newton
On cherche les points fixes de la fonction g(x) = x + u(x)f(x) , et on a vu que

. |Xn_oc| _ Vi _ !
lim ———=|g'(x)| = g'(x)

n—+eo |xXp_q—|

Pour obtenir une convergence plus rapide, on peut chercher u tel que g’'(e<) =0 . On a, si les

fonctions ont les régularités nécessaires,

g'(x) =1+ u ®f(x) + u)f'(x)et on en deduit que g'(a) =0

siu(e<) = —1/f"(ex) . Si la fonction f' ne s’annule pas, on peut donc choisir
u(x) = —1/f'(x). On obtient alors la méthode de Newton.

On considére une fonction réelle définie sur un intervalle I = [a,b] de classe (2 telle que

f(a)f(b) < 0 ;

on suppose que les fonctions f’ et f''ne s’annulent pas et gardent chacune un signe constant sur 1.

Yy f(x)
On pose g(x) =X Py 2.8)

Sif’et f' est positive (respectivement négative) sur [a, b] , on pose X, = b (respectivement a).
On définit alors la suite (x,,) par la donnee de X, et la relation de recurrence

Xn+1 = 8(Xn)-

2.4.1. Théoréme : La suite (x,) converge vers « 1’unique racine de fsur [a, b].

2.4.2. Démonstration : pour simplifier la rédaction, on va supposer que f’est strictement positive
et ' est strictement négative sur I Les autres cas se traitent de maniere similaire. Ces hypoteses

assurent I’existence et I’unicité de € I tel que f(e<) = 0.[12]

On va montrer que la suite (x,,) est croissante et majoree par <. On a X, = a, donc Xy <.

f(xn)
f' (xn)

Supposons que X, <, alors comme X,,,1 = X; et que la fonction f'

Est positive, donc fest croissante, on peut déduit immédiatement que x4 = X, et la suite (x,) est
croissante .de plus ;X1 —%= g(x,) — g(x) = g'(e)(x, — @) avec € € |x,, af

f(x)f'" (%)

Org'(®) =5 em

donc g'(e) > 0etxppq < .
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La suite (x,) est croissante et majoree ; elle est donc convergente . Notonsl sa limite .la contiuite

de g permet d’ecrire que 1 = g(1) et donc f(1) =0 d'oul = «

2.4.3 Interpretation graphique

La méthode de Newton consiste a remplacer la courbe par sa tangente en une de ses deux

extrémités. Le point x4 est I’intersection de cette tangente avec I’axeOy.
Pour faire le dessin, on va se placer dans le cas étudié pour la méthode de la sécante,
f’ > Oet f'" < 0. On prend alors x, = b .

Tragons la tangente a la courbe représentative de f passant par (b, f(b)). L’équation de cette
tangente est y = f'(b)(x — b) + f(b) . Son intersection avec ’axe Ox a une ordonnee nulle et son

abscisse vau On trace en- suite la tangente ‘a la courbe

au point (x4, f(x41). Le reel x, est I’abscisse de I’intersection de cette deuxiéme tangente avec I’axe

Oy et on réit ere ce procede.

Figure 4 : Interprétation graphique de méthode de Newton

Remarque - Si on prenait la tangente ‘a la courbe en (a, f(a)), son intersection avec I’axe Oxne

serait pas, sur ce dessin, dans I’intervalle[a, b].

2.4.4 Rapidite de convergence de la methode de Newton
On suppose que la fonction f est de classe C3surl = [a, b], que I’on a f(a)f(b) < 0
et que les fonctions f' et f”’ sont toutes deux strictement positives sur [a, b]. Ceci nous

garantit I’existence et 1’unicité d’une racine simple o de f sur [a,b].On a donc f (o) = 0 et
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£ () # 0.

fi . . . ‘
On pose g(x) = x — % et on definit la suite (x,) par xq = b et la relation de récurrencex,,, =

g(xXn)-

Travaux dirigés I

Exercice 01 : Utiliser la méthode de la bissection pour calculer une approximation de la solution de

I’équation : 1 — xe* = 0 dans l'intervalle [0,1] avec une précision £ = 1073
Exercice 02 : On considére la fonction F(x) = x*+x—1=0.

Déduire les fonctions g (x)1 ; g (x)2.

Calcule la divergence de g(x)1= (1-x)0.5 avec x=3.25

On pose g (x)2: Montrer que la méthode du point fixe converge vers la solution o=1 dans

I’intervalle I=[-1.5,0].

Exercice 03 : On considére la fonction F(x) = x’¢* -1 =0

1- Trouver un intervalle I = [a,b] de longueur 1 contenant la racine a de F(x)

2- Apres avoir vérifié I’applicabilité de la méthode de Dichotomie sur cet intervalle,
calculer les cinq premiers itérés.

3- Calculer le nombre d’itération qu’il faut pour avoir la solution avec une précision € = 10™*

Exercice 04: On veut résoudre I’équation x3 —x—1 par la méthode du point fixe dans

I’intervalle [1,2]

1. montrer que la fonction x = g(x) = Vx + 1 vérifie les conditions de convergence

2. calculer la solution approximative avec la précision € = 1072 et x, = 1.5

Exercice 05 : Ecrire un processus itératif ( xn) n€N du point fixe définie par la fonction
d’itération suivante : g(x) = x + % (e™* —x?)

Montrer que la méthode du point fixe converge vers la solution o dans I’intervalle I = [0,1]

b- Déterminer le nombre d’itérations nécessaires pour calculer une solution approchéavec une

précision € = 10—10
Calculer les cinq premieres itérations.

Exercice 06 : Soit I’équation suivante : f(x) = x — 0.8 — 0.2sinx = 0
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En utilisant la méthode de Newton- Raphson résoudre I’équation dans I’intervalle ,E,g] avec
précision , € = 1075 et x, = E

Exercice 07 : Soit f(x) = xe* — 2x,x €R

Montre que fonction f admet un minimum unique o dans I’intervalle [0,1]

Montrer que 1’algorithme de newton permet de déterminer ce minimum o .€crire la suite de newton

Xn

Calculer x5 sachant que x,=1

La Solution de la fiche de TD

Exercice 1: En utilisant la méthode de la bissection, on va calculer la solution approchée de

I’équation :
f(x) =1—xe*=00ux€ [a,blete =103

{ f estcontinue sur [a,b] S 3CE [01] () = 0

f(0) =1,f(1) = —1.718 ;f(0).f(1) < 0
de plus, f'(x) = —e*(1 +x) < 0Vx € [1,2] - f*.
f est monotone la solution ¢ est unique

on prendra 4 chiffres apres la virgule et le nombre d’itérations n est

b_
In==" In103
n = =
In2 In2

=997 - n 10 itérations

at+b
a b c=— b—c b(x)
0.000 1.000 0.5000 0.5000 +0.1756
0.5000 1.0000 0.7500 0.2500 -0.5877
0.5000 0.7500 0.6250 0.1250 -0.1676
0.5000 0.6250 0.5625 0.0625 +0.0128
0.5625 0.6250 0.5937 0.0313 —0.0750
0.5625 0.5937 0.5781 0.0156 -—0.0305
0.5625 0.5781 0.5703 0.0078 -—0.0087
0.5625 0.5703 0.5664 0.0039 +0.0020
0.5664 0.5703 0.5683 0.0020 -—0.0032
0.5664 0.5683 0.5673 0.0010 +0.0004

B Oo®ONO A WN R D

b—c=0.5683 - 05673 =0.0010 < & =0.0010 Donc on arréte les calculs et la

solution est ¢ = 0.5673 et on peut écrire ¢ = 0.5673 + 0.
Exercice 03 : f(x) =x— 0.8 —0.2sinx=0,x € E,g] ,e=10"%etxy = g

Etude de la convergence :
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La fonction f est définie sur I’intervalle E, g] tel que

f(%):—o.m_)f ™
f(3) = 057 @@

b) f'(x) =1—0.2cosx
f'(x) =0 > 1—0.2cosx = 0 — cosx = 5 impossible de résoudre puisque cosx € [—1,1]

Donc
f'(x) # Ovx € [E E]
4’2

) T T

f"(x) = 0.2 sinx # 0OVx € [—,—
4°2

La fonction f vérifie les 3 conditions, alors la méthode de Newton-Raphson est convergence vers

une solution unique
La formule récursive est :

f(xg-1) Xg—1 — 0.8 — 0.2sin(xk_1)
f'(Xp_q) Xk-1 1 —0.2cos(Xx_1)

Xk = Xk-1 —

k X X — Xg—1l
1 0967120 0.181722
2 0964335 0.002785
3 0964334 0.000001

Xk — Xg—1| = [0.964334 — 0.964335| = 0.000001 < e =10"°
La solution approchée est : ¢ = 0.964334
Exercice 06 : f(x) = x> —x—1=0,x € [1,2]

1. vérification des conditions de convergence

gx) = Y&+ 1)

On a deux conditions vérifié
a.g[1,2] C [1,2]

La fonction g(x) est continue sur I’intervalle [1,2]

g'(x) = - >0vVx € [1,2] doncg?®

1

3} (x+ 1) |, Vx€ [1,2],1.26 < g(x)1.44
g(1) = 1.26 € [1,2] g[1,2] C [1,2]
g(2) =144 € [1,2]

b. |g'(x)] <k<1 vx €[12].
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g'x =

1 1
N gl = 33/(x + 1)2
1 1

>
3V (xy +1)2 33 (x, + 1)2

V x, € [1,2] ,V x5, € [1,2] 1%, <%, >

= g’ > g’ x| = 8" L

Donc |g'x)| < |g'(1)|=k=021<1

Les conditions a et b sont vérifiés donc la méthode du point converge
La suite est définie par la formule récursive suivante

Xk = 8(Xk—1) = Xk1 + 1

Calcul de la solution approximative

n Xk X — Xg—1l
0 1.500 —

1 1.357 0.143

2 1.331 0.019

3 1.326 0.005

La solution approchée est ¢ = 1.326
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Chapitre 3 : Interpolation et approximation polynomiale

3.1 Introduction
Soit n un entier naturel puis Xg, X1, .- ... ,Xp, (n + 1) réels distincts et f: R = R une fonction.
Alors il existe un unique polynome P de degré au plus n qui vérifie
P(x;) =f(x;) ,Vie {0,....,n}[13]
3.1.1 Démonstration. On cherche une solution P dansR,[X], I’espace vectoriel des polyndmes de
degré inférieur ou égal a n, ¢’est a dire,
PX) =Y0 oa XK ... @3.1)

Les équations qui doivent étre satisfaites sont donc

n

2 akx}( = f(x;) Vieo,......n

k=0
Soit F I’application linéaire :
F: Rn+1 N Rn+1
n n n
(ag,aq, e e ,ap) = (z ay (%)X, z a (x)K,...., 2 ax (x5
k=0 k=0 k=0

D’apres le théoréme du rang
dim(ker(F)) + dim (B(A)) =n+1
C’est-a-dire
F injective < F surjective < F bijective
On va montrer que F est injectif

Soit (by,b;,. .,by), vérifiant,pourtout i € 0,1,....,n,

D b)) =0
k=0

Alors le polynome  Q(X) = YB_, by XX

Possede n + 1 racines distinctes. D’apres le Théoréeme fondamental de I’algebre,ona, Q(X) =

0 [14]

L’application F est donc injective. On peut donner une autre preuve. L’équation(4.1) est

équivalente a :
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1 X ... X0\ /30 f(xo)

1 xg o x7 |[ 3] [ f(x0)
1 x, ... xp/ \@n f(xq)
1 X X0
A= 1 X:1 X:Zrll
1 x, xh

3.2Polynomes d’interpolation de Lagrange
Soit n un entier naturel puis Xg, X1, .- ... ,Xp, (n + 1)complexes deux a deux distincts.

On cherche (n+ 1) polynéomes Ly, ... ... ,Ly tous de degré au plus n vérifiant les égalités :
v(i,j) € [0,n]?% Li(x;) = 8;;[15]

. Osii#]j
oud;; est le symbole d¢ KRONECHER defini par §;; = {1 Ssllll _ ]].
Soit i un entier naturel élément de [0, nJdonné. Le polyndome L; est de degré au plus n et admet les

n complexes deux a deux distincts xj, j # i pour racines. Par suite, nécessairement, il existe une
constante C telle que

L= cl—[(x-xj)

j#i

e . 1 .
L’égalitéL;(x;) = 1 fournit alors C = ———— et donc necessairement
=i xi—x%j)

Li = [jxi (X;") ......... (3.2)

Xi—X]'

L . . X=X . .
Réciproquement, si pour tout i € [0, n], L = []j4; (X_—);‘>alors L;est bien defini car les x; sont deux
™4

a deux distints , De dedre n exactement et enfin les polyndmesL; verifient clairement les egalite de

duallteV(l,]) € [[0, l’l]]z,Li(Xi) = Si,j

Soient n un entrie natural puis Xg, Xy, -..., X, (0 + 1) complexes deux a deux distincts donnes .il
existe une et une seule famille , notée (L;)o<i<n,de (n + 1)polynomes de degré au plus n

verifiant : V(l,]) S IIO, n]]z, Li(Xi) = 81’][16]

De plus : V(i,j) € [0,n]% L; = Hj:ﬁi(X_Xi)

Xi—X;
La famille (Ly)o<k<n€st une base de C,[X]

Les Lysont tous dans C,,[X] . montrons que la famille (Ly)<k<n €st une famille libre de C,[X].
Soit (A, A,) € CPF1,

22|Page



n n
2 ALi=0m Ve [[O,n]],z A Li(x) = 0 = vj € [0,n],
i=0 i=0

n
Z )\181’]'=0|3V].E[[0,1’1]],Ai=0
i=0

Donc la famille (Ly)g<k<pest une famille libre de C,[X]. Comme card(Ly)g<k<np =N+ 1=

dim(C,[X]) < 400, la famille (Ly)o<k<pest une de C,[X]
Coordonnées d’un polyndéme de degré au plus n dans la Base (Ly) g<k<n

En conservant les notations précédentes, on se donne de plus n+ 1uplet quelconque
(Vo) ----+,Yn)de nombres complexes. On cherche les polyndmes P de degré au plus n vérifiantVj €
[0,n], P(xi) =i

soit P € C,[X].notons (A, ... ...., Ay)les coordonnées de Pdans la bas(L;)y<j<n de C,[X]e.on a danc

P = YLy A; Lj.maintenant, pour j element de [0, n].

n n
P(xy) = Z A Li(xy) = Z Aidij = A
i=0 i=0
Ainsi,
VJE[[Or n]]r P(Xi) =Vi©e V] € [[01 n]],)\i =Yi

On a montre que

n
VP e Cn[X], P= Z P(Xi)Li
i=0

3.3 Interpolation de Newton et différences divisées
On veut maintenant déterminer une nouvelle forme du polyndme d’interpolation
P qui ne nécessite pas de recalculer toutes les fonctions de base lors de 1’ajout
D’un nouveau point. Si I’on a qu’un point d’interpolation x0 alors,

P(x) = f(xo)
Si I’on ajoute un point x4 alors

P(x) = f(xo) +a;(x—x¢)
P(x1) = f(xq)

_ Gy — f(xo)

implique a;
X1 — Xg

Sil’on n + 1ponts ,Xg, X1, - - ,Xn on cherche
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n-1
P(x) =ag +a;(x—%¢) + -+ ay n(x — Xk)
k=0
Remarquer que si l’on a déterminé ag,a; .....aj—1 alors de I’egalité

P(xi) = f(xj) =ap +a;(xi —xo) + a;(xi — Xo) (X — X1) v (X5 — Xioqg)

On déduit que a; est déterminé par la formule

2 = f(xi) =ap—a;(xi —Xo) — ... —aj-1(Xj — Xo) (Xj — X1) v (X — Xj_2)
' (xi = Xo) (X = Xq) weo. (X — Xj—1)
Ce qui montre que a; ne dépent que des point Xy, ... ... X;, on pose alors pour tout k € {1, ...n}
dg = f[XO, ......... ,Xk]

Avec cette notation , on a

n-1
P(x) = f(xg) + f[xq,X1](xX — x¢)+.. +f [Xg, c-r - Xp] n(x — Xk)
k=0

Lemme 2 :Soitn € N ,et soient Xg,Xq, ... ... ,Xp, N+ 1 réels distincs .pour toute permutation

o sur{0,...n}ona

f[xg, - -, Xp] = f[x5(0), ..., X5 (n)]

3.3.1. Démonstration. On pose pour toutj € {0, ....n}

Yi = Xo(j)

On considére la décomposition de P dans les deux bases :

n-1 n-1
f1, (X — X)), wer o H(X—Xk) etl,x—y,, ....n(x—yk)
k=0 k=0

(ap)0<k<n, (bp)0<k<n,
Les coefficients de P dans ces deux bases.

Alors, le coefficient du terme x" est a, dans la premiére décomposition et bn dans la seconde. Par

unicité du polynéme d’interpolation, on en déduit que a,, = b,,.

Lemme 2 on a la relation de récurrence

_ f[X1, oo ey Xn] — f[X0) vor o) Xp—1]

flxq, ...,
[XO Xn] X Xo
On pose yj = Xpj
Ona P(x) =ap +a;(x—xq) + -+ ap [[Ro5(X — Xi)
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n-1
=by +by(x—yo) + -+ by | |x—yK)
k=0

On sait déja que a, = by.on identifie les termes de degré n — 1. On trouve
ap—1=an Nk=0 Xn = bn_1=by XRZ0 ¥n = bno1—an XRZg Xn-k = bp_1=an k=1 Xk
On a donc
an-1 — bp-1 = ap(Xo — xyp)
or ap_q = f[Xg, ..., Xp—1 | €t by_q = f[Xq, ..., X, ]d’0u le resultat
3.4 Erreur d’interpolation
Soit P, le polynome d’interpolation de f aux points Xg, X1, ... ... ,Xp. On pose :
en(®) = f(x) = Py (x)
3.4.1. Proposition. Pour toutréelx € R ,ona

X SiX € {Xq, cre ver wvee e, Xp )

— n
en(x) = f[xg, cor ) Xp , X] 1_[ (x — x]-) sinon
j=0

3.4.2. Démonstration .on suppose que xA {Xq,.....Xp} .soit le Py, le polynome d’interpolation

de faux points{xg , ..... X, , X}. Alors

en() = f(x) = Pa(®) = Pyt () — Py (®) = Mo, o, X %] ]_[](x ~ %)

3.4.3. Théoréme. Soient f une fonction définie sur R de classe CX et Xg , .-, X des réels

distints on pose a = min{x, .....xx} etb = max{x,,....xy} .alors il existe € € ]a,b[ tel que
f*(e)

Aflxg, e, Xk | = T!S[17]

dans le cas ou k=1, c’est une application du théoréme des accroissemnts finis . supposonsk >

1 Quelconque. soit Py le polunome d’interpolation de f aux point X, ... Xj. alors la fonction

ex(x) = f(x) = K(x)

s’annule au moins en k+ 1 points distincts : Xg , .....,Xx. Donc, d’apres le théorémede Rolle, la
fonction (ey)’ s’annule au moins en k points dans ]a, b[. La fonction(ey)’”’ s’annule au moins en
k — 1 points dans ]a, b[. De méme, la fonction (e,)™ s’annule en au moins un point dans Ja, b[.

Donc :
3¢ € ]a, b[ tel que (e )®(e) = f® — Pk(k)(s) =0
Or ,Plfk)(s) = K! f[xg, v, Xx ]
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£<(e)
Donc 3¢ € ]a,b[ tel f[xg, ..., X | = —=......... 3.5)

Travaux dirigés I1

Exercice 1 : On suppose que f(x) = Vx et que (Xq,¥,) = (0,0), (x1,y1) = (1,1)et
(X2,y2) = (8,2)

Déterminer le polyndmeP, (x)d’interpolation polynomiale qui passe par les points(X;, Vi)i=o.2
Exercice 2 : déterminer 1’erreur d’interpolation dans le cas de I’interpolation parabolique

On approche la fonction f(x) par la parabole passant par les points (Xq,¥o) = (0,1), (X4,y1) =
(1,2)et (x2,y2) = (2,5)

Exercice 3 : Soient.ag, .....,a, desréels deux a distints, pour touti = 0,..n on pose
L (X) X - a]-
! A a; — a]-
1<jsn

ji
Les L; sont appelés polynomes interpolateurs de lagrange).calcules L;(a;)

Soientby, ... b, de réels fixes. Montres que P(X) = YL, b;L;(X) est 'unique polynome de degre
inférieur ou egal an VériﬁeP(aj) = b; pour tout

j=0,...,n

Trouver le polynéme P de degré inférieur ou égala 3 tel que

P(0) =1 et P(1) = 0etP(—1) = —2 et P(2) = 4

ona
aj — g S
Li(a;) | | — =1 et Li(a;)) =0sij#i
. aj — a]-
1<j<n
j#i
La solution de fiche TD I1
Exercice 1

D’apres la méthode de Lagrange.
P, (x) = yoLo(x) +y1L1(X) + y2L2(x)

(x—x1)(x—X3) (X —X0) (X — X3) (X —Xo) (X — Xq)
0 (X0 —Xx1)(Xo — X2) ! (X1 —X0) (X1 — X2) 2 (X2 = Xg) (X2 — X1)

26| Page




_x-DE-2) x—0)x-8) x-0)x—-1)
BREDCED BN ED M CEDCED)

x(x— 8 x(x—1 3 31
( )+2( )=——x2+—x

P =1—— 56 28 T 28

On a bien P,(0) = 0, P,(1)=1 et Py(8) = — 8% + 2.8 = 2

CalculerP, (x) et f(x) = 3/x pour x = 0.5,0.95,1,1.5,,et 3on a

f Py() = —ox? + o
X x) L (X) = o8 X 28X
0.5 0.7937 0.52679
0.95 0.98305 0.95509
1 1 1
1.5 1.1447 1.4196
33
3 1.4422 — = 2.3571
14
Exercice 2

Le polynome d’interpolation P, (x)de degré 2 tel que P, (x) = f(x;),i = 0,1

AveCYi = f(Xi) i= 011 et2 ’ (XO' YO) = (011)1 (Xlr Y1) = (1'2)et (XZIYZ) = (2'5)

D’aprés la méthode de
P, (x) = yoLo(X) +y1L1(X) + y2L2 ()

G-DE-2) _©x-2) _kx-1)
D2 e TP oo

=x2+1

=1

D’apres le théorémeprécédent,

£3
fx) =P,x) = 3!(O (X —xg)(X — X)) (X —x3)
3)
= O xx—1x—-2)

3!
si|f'@(x)| <M alors

vx € [0,2], |f(x) — P,(%)|
1160~ (0] < 2 Ix(x — 1)(x~ 2)

M
<7 xG&-DE-2)|

<64%107%2xM

Lagrange
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le maximun de u(x) = x(x — 1)(x— 2)

estatteint x* = ;d’ouu(x”) = - 3 3

3—-1/3 13-v3/3-+3 3-+3
: 1353828

6415~6.4 % 1072
Exercice 3

puisque le produit contient un facteur qui est nul : (a; —a;) Puisque les L; sont tous de degré n, le

polynéme P est de degré inférieur ou égal a n, et P(a;) = XL, biL; (aj) =Db

Il reste a montrer qu’un tel polyndme est unique. Supposons que Q convienne aussi, alors P — Q est

de degré inférieur ou égal a n et s’annule en n+1 points (les ai), donc il est identiquement nul, i.e.
P=Q

Pour I’application on utilise les polyndmes interpolateurs de Lagrange avec ag = 0,bg = 1;a; =

1,by = 0;a, = —1,b, = —2;a3 = 2,b; = 4 .on sait qu’un tel polynome P(x) est unique et s’écrit
P(X) =1.Ly(X) + 0.L; X) — 2. L,(X) + 4. L3(X)

-+ (x-2) _ 1

Ou Lo(x) = (0—1)(0+1)(0-2) _ 2

x3-2x2—-x+2)

-0+ DE-2) -1
L =Tharna=2 — (=2 =29

x-0)x-Dx-2) -1
(—1-0)(-1-D(-1-2) _ 5 &7

L,(x) =

x-0)E-Dx+1 1

Z-02-D2+D A

Ly;(x) =

PG) = ox? = 2x% —2x+1
X—2X X 2X
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Chapitre 04 : intégration numérique

4-1 Introduction :

Il s’agit d’une maniére générale de déterminer, le mieux possible, pour I’essentiel, Une valeur

approchée de I’intégrale au sens de Riemann.
b
[ = fa fx)dx ......... 4.1

Ou a et b sont des réels.

Les probléemes de quadrature (intégration) numérique se rencontrent lorsque la fonction f est
continue mais n’a pas de primitive explicite connue, ou lorsque la fonction f n’est donnée que par

un nombre fini de couples (x;,y;),1 <i <n.

Une idée importante consiste a utiliser les méthodes d’interpolation polynomiale, puisque les

primitives des fonctions polyndmes sont faciles a calculer.

On a fréquemment recours a ces techniques de quadrature numérique pour obtenir des solutions

approchées d’équations différentielles (E.D.O. et E.D.P.).[16]

4.2 Intégration de type interpolation

[a, b] un intervalle, on note (xi)i une subdivision ordonnée :a =%y <x; <... <X, =Db
4.2.1 Généralités

Définition 1: Une formule d’intégration a n + 1 points pour calculer une valeur approchée de I est

une relation de la forme], (f) = YKZ8 A f(xp0).

REMARQUE : Les coefficients A, ne dépendent bien siir pas de f, ils servent pour tous les

calculs d’intégrales relatifs a cet intervalle et a ces points de subdivision.

Polynome d’interpolation de Lagrange Lorsque f est connue au moins en n+1 points (distincts) de

n+1

subdivision et est de classec™ *, on écrit facilement le polyndme d’interpolation de Lagrange Pn de

f et erreur,

i=n 1
09 = Pa00 + 00 = ) AGORK) + s LOOFT (G
i=0

j=n

avec Li(x) = 1_[ - Xj_ et L(x) = 1_[ (x — x;)ou (€ [a, b]

X;i — X
j=0 ! ) 0<isn
j#i

Ainsi 'intégrale du polynome de Lagrange donne :
b i= b
Jy Pa®) dx = XiZ0(/, LiGodx f(x;) = Jn(®)......... 4.2)
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4.2.1. Définition La formule Jn(f) est une formule de quadrature de type interpolation
pour (1) On mesure la précision des quadratures numériques a 1’aide des notions :

* L’erreur d’intégration est le réel E(f) =1 — ], (f)

« Une formule de quadrature est dite exacte sur F s.e.v. de C’[a,b] siVg € F E(g) =0

* Une formule de quadrature a un degré de précision p € IN si elle est exacte sur 1’espace vectoriel

des polynomes IPp (de degré< P), avec E(xP*1) # 0
Ces définitions sont reliées entre elles !

4.2 .2.Proposition . L’erreur d’intégration, pour une formule de type interpolation peut se calculer

cn

f(n+1) (e)
(n+1)!

E(f) = [PLEOAX .. 4.3)

pour un certain8, lorsque le polyn“ome L reste de signe constant sur [a, b].

4.2.3. Théoréme. Une formule de quadrature a n + 1 points est exacte sur IPn si et seulement si elle

est de type interpolation
4.2.4 Quadratures simples
On retrouve les formules classiques (FAIRE DES FIGURES!):

Meéthode des rectangles : on utilise la valeur de f en un seul point, voici deux exemples

(b—a)? (b—a)?

I=(b—a)f(a)+Tf’(6)=(b—a)f(b)+ 5 f'0

Meéthode des trapezes : formule de quadrature a 2 points

—3)3 ~
I=(b—a)+ DOV @@) ... (4.4)

Ces formules (illustrer par quelques figures) s’obtiennent, par exemple, par la méthode des
coefficients indéterminés (pour les coefficients Ank), et en utilisant la Proposition ci-dessus ou un
développement de Taylor judicieux (pour I’erreur)..en supposant la régularité adéquate des

fonctions f.[17]
4.3 Formules de Newton-Cotes
Ce sont des formules de quadrature de type interpolation avec subdivision réguliére.

¢ Si les deux extrémités de I’intervalle sont des points d’interpolation il s’agit de Newton-Cotes

fermé (méthodes des trapézes, de Simpson...)

* Si les deux bornes de I’intervalle d’intégration ne sont pas des points d’interpolation il s’agit de

Newton-Cotes ouvert (méthode de Poncelet...)
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La régularité de la subdivision permet d’obtenir des formules qui sont trés générales.

4.3.1. Théoréme. Pour une subdivision réguliere en n parties de I’intervalle [a, b], la formule
. . b

générale de Newton-Cotes fermé pour fa f(x)dx est

j=n

[()=((Mb-a) Z B, f(a+jh)avech =
=0

b—a

n

Ou les coefficients sont

_ (" —
%rwmﬂmknﬁﬁ_mm_Bmﬂ ......... 4.5)
4.3.2. Proposition Dans les formules de Newton-Cotes fermé de pas h = (b —a)/n, le degré de
précision est n + 3 sin est pair n + 2 si n est impair.

4.3.3. Conséquence : si on a le choix une formule avec un nombre impair de points (c’est a dire

une formule “centrée”) est préférable.

4.4. Méthode des trapézes

Soit fune fonction continue sur [a, b] , dérivable sur ]a, b[ et 47 %0

<X, <..<x_, <x =b o L ..
! n-b Une subdivision réguliére de 1’intervalle

[a, b]. On note h le pas de cette subdivision. Dans la méthode des trapezes,

La fonction f est remplacée sur chaque intervalle [x" i +1] par la droite

(x;, f(x;)) ot (X115 S (x,21))

Joignant les points soit , Soit

h(X) — (x_xi)f(xi+l)_(x_xi+l)f(xi)xe [

XisXin
Xig =X

WACHENACIN

jl S (x)dx = il Xipr — X
=) 2

La méthode s’écrit <

=a,x,=b

Lorsque la subdivision se réduit a sa plus simple expression "¢ ona

J £ ok = (b= a)(f(@+ 1B

La méthode des trapézes est une méthode d’ordre 1. L’erreur dans la méthode

des trapezes est donnée par 1’expression[ 18]
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J.f(x)d —S|< ;(b a)’

sup 1, |/ ()|

La somme S s’exprime par
S=2(/@+ )+ 3 1)

Pour améliorer la précision, on considére parfois la formule des trapézes

Corrigée suivante
J Gt =2 7@+ B+ 3 iD= (F B f (@)

4.5. Méthode de Simpson
On sait que la méthode de Simpson consiste a remplacer, sur chaque intervalle [xi, xit+1], la

: A r . , , Xi+X;
fonction f par un polyndme de degré 2 qui prend les mémés valeurs que f en X, Xj;; et —=

4.5.1.Probléme: retrouver les coefficients !
1° Premiere méthode pour retrouver la formule

Idée Pour une raison un peu mystérieuse, la méthode de Simpson s’obtient & partir de la méthode

des trapezes par la méthode dite d’accélération de la convergence de Romberg.

Supposons que I’inégalité de la méthode des trapezes soit un équivalent (on ne sait pas le
démontrer, d’ailleurs c’est faux pour certaines fonctions f, mais ce n’est pas grave, car on indique

seulement un procédé heuristique) (peut-€tre que C = 1/12, mais on s’en fiche) :

T C
n~ o
n2
@™ o
Pour faire intervenir ‘T‘“ =X, 7, on veut faire jouer T,,.plus précisément, on veut faire une

combinaison linéaire de T,, et Ty, de la forme S, = aT, + BT, telle que :

n—-+oo

b
lim S, f f (c'estle minimun !)
a

1
S, =0 <§> ( pour pouvoir dire qu’ona accéléré la convergence )

La premiere condition impose a + 3 = 1.pour la deuxiéme, constatons que :
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Et donc oT,, + BT, = a +B_+0( ) “n_J;%_l_O(n_lz)

On est amené a prendre o + E = (. Ainsi, on est conduit a choisir
+p=1 !
atB= a=-3 | 4Tpn = T,
B ou cequidonne S,=——
a+—= 4 3
4 B= §

11 se trouve que « ¢ » est 1la méthode de Simpson.

Remarque Vu qu’on a supprimé le terme en 1/n’, on s’attend a ce que la méthode donne un terme

d’erreur en 1/n3. En réalité, on verra que I’erreur est en 1/n".
4.5.2. Deuxieme méthode pour trouver la formule

Lemme (quasiment inutile) Etant donné trois réels distincts a, b, ¢ et trois réels quelconque

Var Vb Ye 1l existe un unique polyndéme P de degré au plus 2 tel que

P(a) =y, ,P(b) = yp, P(c) =y,

On note R2[X] [D’espace des polynomes de degré au plus 2. Pour x € R, I’évaluation evy, : P =

P(x) estune forme linéaire sur cet espace. Il en résulte que 1’application.
R,[X] - R3
P (P(a), p( ) P(b))
est linéaire. Or, elle est injective, car un polynome de degré au plus 2 ayant trois racines distinctes
est nécessairement nul. Par égalité¢ des dimensions a la source et au but, il en résulte qu’elle est
bijective. Le lemme en résulte.
iy o . . b .. .

Proposition (Formule des trois niveaux) Etant donné deux réels a<betc = %, il existe un

unique triplet (a,y, B ) € R3tel que pour tout polyndme P de degré au plus 2,

a+b

—f P(x)dx = aP(a) + YP(=) + BP(b) ......... 4.7

deplus,ona:a=...,=.. .,y ="--..(Duraserappeler!)
Idée On comprend la formule de la proposition comme une expression de la forme linéaire

1 b
P
b—aL

I:R,[X] > R,P -

comme combinaison linéaire de(evy, eve, evy ) :
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On reprend les notations du lemme. D’apres la preuve du lemme, la famille (ev,, ev,, evy,) est une

famille libre, donc c’est une base du dual de R,[X].D’ou I’existence et 1’unicité de

) . 1 /b
a,Y, B coefficients de la forme linéaire P — P fa P dans cette base.

Pour calculer a,y, B on teste sur la base 1,X,X? de R,[X]:

1 b
P=1 1= 1dx = a+vy+
5=a 1ax=atyep

P a+b b*-a® 1 fb d = aat a+b+ b
- 2 " 20b-a) b-a), T T @Y HE
b3 —a’ 1 (P a+b
P:Xz — f Zd — 2 2 b2
30 —a) b—aaX X = oaa® +y( > ) +B
2 2
On récrit la derniereégalité % = (a + %) aZ + % ab (% + B)b?

En identifiant coefficient par coefficient (ce qui n’est pas justifié mais fonctionne), on trouve une

solution, dont on vérifie qu’elle fonctionne ; ¢’est la seule d’aprés le début de la preuve :

_2 —_— —_—
Y_3 ’ (X—B—

4.5.3 Formule pour la méthode de Simpson

() (@)

Maintenant, on 1’applique sur [x; 7, X; et on fait la somme sur 1 : le coefficient associé a
2 1 i+1

(m), _(n)
Xi X

2 .
€= esty=; ,car en’apparait que dans un seul intervalle.

()

Le coefficient associé "a xi(n)Est a+ B= 3 st 1<i<n-—1,carx; ’ apparait une fois comme

extrémité gauche, et une fois comme extrémité droite d’un intervalle ; et c’est a= [ = csii=
0 oui=n.En d’autres termes, on pose :

)y, (m)
b-al1 1 an_ 2on1 of X0 HX] 1
s, = a [gf(x(()n)) + EZinzll f(xi(n)) + 5Zinzol f(TH) + gf(xfln))] ......... 4.8)

n

Remarque 11 se trouve que la formule des trois niveaux est en fait valable pour les polynomes de

degré 3 également. C’est ce qui explique que erreur est en 1/n* et non en 1/n’.
4 majorations de I’erreur
Proposition si f est C* sur [a,b] etuy = supp,p|f*],ona

uy(b—a)s
2880n%

<

IS

(La valeur exacte 2 880 n’est pas indispensable. 11 est plus intéressant de savoir expliquer comment

retrouver les coefficients a partir d’une idée simple.)
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Idée de la preuve
Pour n = 1, on part de I’expression :fab(x —a)%(b —x)*® (x)dx,

Et quatre intégrations par parties montrent que c’est (2 peu pres) I’erreur

b
f f- sy,
a

4.6 Formules de Gauss

Dans les méthodes précédentes, nous avons vu qu'en changeant les coefficients de pondération des
valeurs de la fonction pa intégrer aux abscisses régulicrement espacées, on pouvait grandement
améliorer la convergence de la méthode. Les méthodes de Gauss ajoutent aux méthodes

précédentes de pou- voir utiliser des abscisses non régulicrement espacées.

Soit W(x) une fonction strictement positive sur 1’intervalle [a; b], appelée fonction de poids, on

choisit une suite de points xi telle que I'intégrale soit approchée par une somme discréte de la forme
b

J, WEx)dx = B, wif; ... (4.10)

Quand les abscisses sont régulierement espacées, les coefficients inconnus sont les poids wi ; cela

implique que pour N points d’intégration, on peut obtenir une évaluation exacte de I’intégrale

jusqu'a un polyndéme de degré N-1[19]

Si N est pair (trapezes) , si N est impair (Simpson). Les méthodes de Gauss utilisent le fait si les
abscisses et les poids sont des inconnues a déterminé ; la formule d’intégration de Gauss a N points
devient exacte jusqu'a des polyndmes de degré 2N - 1, ce qui augmente la précision de 1’évaluation

sans qu'il soit
Nécessaire d’augmenter le nombre de points a calculer.

Pour déterminer ces 2N paramétres, on s’appuie sur la construction de polyndmes orthogonaux. Le
principe de cette construction remonte a Gauss et Jacobi et a été largement développé par
Christo®el. Soit un intervalle (a; b), on introduit le produit scalaire de deux fonctions f et g avec la

fonction de poids
Wopar: < f/g >= fab W) f(x)dx

Les fonctions sont dites orthogonales si leur produit scalaire est nul. La fonction est normalisée
f , . .
quand < p >=1 . Un ensemble orthonormé de fonctions est un ensemble de fonctions toutes

normalisées et orthogonales deux pa deux.

On peut construire de manicre systématique une suite de polyndmes telle que le coefficient du

mondme de degré le plus élevé soit égal pa un et telle qu'ils soient tous orthogonaux.[20]
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La relation de récurrence est la suivante.

p-1(x) =0
po(x) =1
Pi+1(X) = (x —a))pi(x) — bipi-1(X)

avec les coefficients ai et bi déterminés de la maniére suivante

. xpi/pi >
< pi/Pi-1 >

_ <xpi/p; >

< pi-1/pi-1 >

i
i
Si I'on divise chaque polyndme par ,ar < % > 1/2 on obtient alors des polynomes normalisés.

Une propriété fondamentale de ces polyndmes ainsi construits est la suivante : Le polyndme pi a
exactement j racines distinctes placées sur l'intervalle [a; b]. Chaque racine du polynéme pi se

trouve entre deux racines consécutives du polyndme pi+1.

Les N racines du polyndme pN sont choisis comme abscisses dans 1'évaluation de l'intégrale de

Gauss et les poids wi sont calculés a  partir de la formule.
1
B <Pn-q |X_—Xl| Py >

Wi = 7
' Py—1 i) Py (x1)
_ dy < pN-1/PN-1 >
dn-1 Pn—1(X)PN(XD)

Ou le symbole prime désigne la dérivée du polynome et dn le coefficient du mondme le plus élevé

du polyndéme pN3
Avec ce choix, on peut montrer en utilisant la relation de récurrence, Eq. (1.18),

que< B>=0
P1

A titre d'exemples voici les fonctions de poids classiques que I'on utilise pour calculer une intégrale

par la méthode de Gauss

Gauss-Legendre La fonction de poids est W = 1 sur l'intervalle [-1; 1]. La relation de récurrence

pour les polynomes de Legendre est

i+ 1P, = Qi+ 1DxP, —iP_4
4.6.1.Gauss-Hermite

La fonction de poids est W = exp(—x?) sur la droite réelle. La relation de récurrence pour les

polynomes d'Hermite est
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Hi+1 = ZXTi - ZiTi_l ......... (4 .11)
4.6.2. Gauss-Laguerre

La fonction de poids est W = x¥e *sur l'intervalle [0, +oo[La relation de récurrence pour les

polynomes de Laguerre est
i+ DL, =(—=x+2i+a+ DL =G+ a)L, ....... 4.12)
4.6.3. Gauss-Jacobi

La fonction de poids est W = (1 — x)*(1 + x)® sur I’intervalle]-1; 1[. La relation de récurrence

pour les polyndmes de Jacobi est

;PP = (d; + e)P P — £,p*P
ou les coefficient ¢;, d; , e; etf; sont donnés par les relations

G=2(+D({+a+B+DRi+a+p)
di=QRi+a+p+1)(a®—B>
ei=QLi+ta+pB)Ri+ta+B+1D)Ri+a+B+2)
fi=20+0){+BRi+a+p+2)

On peut utiliser des fonctions de poids qui sont intégrables sur 1’intervalle, sans étre nécessairement

bornées.
4.6.4.Gauss-Tchebychev

La fonction de poids est W = (1 —x2)"%2 ) sur l'intervalle [-1; 1]. La relation de récurrence

pour les polynomes de Tchebychev.
Ti+1 = 2XTi - ZiTi—l ......... (4.14)
4.7.Méthode de Romberg (1955)

Désignons la somme des aires des n trapezes de la méthode des trapezes par SO(n). Lorsque n —eo
, la suite SO(n) converge en général assez lentement vers la valeur exacte de 1’intégrale. La méthode

de Romberg permet d’accélérer considérablement la convergence.
L’idée est la suivante :

Selon la formule des trapezes améliorée, SO(n) est liée a la valeur exacte de I’intégrale par une

relation de la forme :

b—a

So(n) =" f(x)dx+CH +O(h*) | h=

ou la constante C ne dépend pas de h.

Si on double le nombre d’intervalles on a :
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2
So2n) =" f(x)dx+ cg Loty . n=bzd
a n
Par élimination de I’inconnue C on obtient :
Ibf(x)dx _ 4S5,(2n) =S, (n) +O(h4)
¢ 3 4.15)

On est donc passé d’une précision en h, (formule des trapézes) a une précision en hy.

Introduisons une nouvelle suite :

48,(2n) — Sy(n)
3

S,(2n) = , n=12,48,..

Cette suite converge plus vite vers la valeur de I’intégrale que la suite SO(n) (si C # 0).

On voit aisément que S1(2n) est égale a 1’approximation fournie par la méthode de Simpson pour

une subdivision de [a,b] en 2n intervalles égaux.
On a, en particulier :

b—a a+b

[f(a)+4f(

S1(2) = 6 >

)+ /()]

11 en résulte donc que :

b—a

Si(m=["fedc+C¥i* + O, h=

Ou C* est une constante indépendante de h.

En procédant comme ci-dessus, c’est-a-dire en doublant le nombre de sous-intervalles et en

éliminant 1’inconnue C* on trouve :

["f(x)dx= 165 1(2’1’)5_ 5109 L o)

On est ainsi passé d’une précision en h4 a une précision en h6, la suite

16S,(2n) - S, (n)

$,(2n) =1

, n=248,...

Converge donc en général plus vite vers la valeur exacte de I’intégrale.
Cette démarche se généralise (pour une fonction suffisamment dérivable) et donne
I’algorithme de Romberg :

Pour n=1,2,4,8, ... calculer:
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b—a

So(”)=§[fo+2f1 +2f, +2f  + fi], h=

Pour n=2m-1, 2m, 2m+1, ... ;m=1,2,3, ...

calculer :

4" Sm—l(zn) - Sm—l(n)
4" 1

S,,(2m) =

Remarque : pour obtenir une précision élevée en utilisant peu de termes de la suite So(m) il suffit
de prendre des valeurs de n plus grandes en respectant toutefois leur progression géométrique, par

exemple en choisissant n = 100, 200, 400, 800, 1600, 3200.

Travaux dirigés I11

Exercice 1 : Déterminer par la méthode des trapézes puis par celle de Simpson [ 05 f(x)dxsur la base

du tableau suivant :

0 T T 31 T
x 8 4 8 2
f(x) 0 0.382683 0.707107 0.923880 1

Ces points d’appui sont ceux donnant sin X, comparer alors les résultats obtenus avec la valeur

exacte.
Exercice 2 : Calculer a I’aide de la méthode des trapezes I’intégrale
(M 2 ; ) i = isn=
[= fo sin x“ dx avec le nombre de points d’appui n =5 puis n = 10.
Exercice 3 : Trouver le nombre n de subdivisions nécessaires de ’intervalle d’intégration[—1t, 1],

pour évaluer 0.5 1073 prés, grace a la méthode de Simpson, ’intégrale I = ffﬂ cosx dx

Exercice4 : méthode des trapezes | = lei dx

On considére ’intégrale
1. Calculer la valeur exacte de I.
2. Evaluer numériquement cette intégrale par la méthode des trapézes avec n = 3 sous-intervalles.

3. Pourquoi la valeur numérique obtenue a la question précédente est-elle supérieure a In(2)? Est-

cevrai quelque soit n ? Justifier la réponse. (On pourra s’aider par un dessin.)

4. Quel nombre de sous-intervalles n faut-il choisir pour avoir une erreur inférieure 2 10™% ? On

rappelle que ’erreur de quadrature associée s’écrit, si f € C? ([a; b)),
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(b—a)*

|Eq| = 1212

—5f(E )‘ la; bl.

Exercice 5 Soit f une fonction C*(R,R) On se donne les points {x;}\=2"de subdivision de

Iintervalle [a,b] : x; = a+ihavech = %

Le but de I’exercice est de trouver une formule de quadrature a 2n + 1 basée sur la formule de

Simpson pour approcher fab f(x)dx ... cov oo o (2)

On propose dans un premier temps (question 1 a 5) de construire la formule de quadrature a 3
points de Simpson f_11 g(x)dx = ag(—1) + Bg(0) + ag(1) .......(3)

ou les réels et sont a déterminer.

1. Sous quelle condition (portant sur aet ) a formule de quadrature (3) est exacte pour une

fonction g constante ?

2. Sous quelle condition (portant sur aet ) la formule de quadrature (3) est exacte pour une

fonction g polynomiale de degré au plus 2 ?

3. En déduire le choix de a et  rendant la formule de quadrature (3) exacte pour une fonction g

polynomiale de degré au plus 2.

4. La formule de quadrature est-elle exacte pour tout polyndome de degré 3 ? La formule de

quadrature est-elle exacte pour tout polynome de degré 4 ?

La solution de fiche TD III

Exercice 1

[= f; f(x)dx
0

Soit T D’approximation de I par la méthode des trapézes, le pas h donné par h = % = g
h 3
T =2 (Gxo) + f(x4) + 2 ) £Gx)
i
= 1_6(0 + 1+ 2(0.382683 + 0.707107 + 0.92388))
= 0.987116
Soit S I’approximation de I par la méthode des simpson.celle ci s’écrit
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h
S= §(Yo +y4 + 4@y +y3) +2y2)

ml
= 33 [(0+1+4(0.38...4+0.92....) +2x0.707 ...)]

= 1.000135
Les points d’appui donnés dans cet exercice correspondent a la fonction .et

I= fof sinxdx = 1.On constate donc que I’approximation de I donnée par la méthode de Simpson

est meilleure que celle par les trapézes, puisque |S — I| = 0.000135 et |T —I| = 0.012884
Exercice 2 : soit I = foﬂ sinx? dx

n = 5 donc le pas d’intégration esth = g Calculons I par la méthode des trépéze.

h
=2 (f(x0) + f(xn) + 2 Z f(x;))

2

=2 (0+1+2(sin(m)? + sin 0 + 2si (n)2+ (Zﬂ) + (gﬂ) + si (4T[)
—10( (sin(m sin sin z sin z sin z sin c )

= 0.504431

2.n = 5 donc le pas d’intégration est h = 110.

2

2+ (Zn) N (37[) N (4n)
sin 10 sin 10 sin 10 )

Tt
— 2
= (0+1+2(sm(1r) +sm0+251n(10)

= 0.0.722338

alors que la valeur «exacte» est approximativement 0, 772651. Avec ce pas plus petit

I’approximation numérique est meilleure.

Exercice 3 : soit [ = ffﬂ cos x dx

. . b- . , .
Le pas d’int2gration est h = Ta = %ﬂ . D’autre part I’erreur théorique sur la méthode de Simpson

est donnée par

—(b—-a) —2m (21[ 4

E(h) = 150 h*f®(e) = 50 —) cos(g)

- 4
Ou ¢ € [a,b], par conséquent ,|E(h)| = % (ZTH)

Ainsi pour que

|E(h)| < 0.5 1073 il suffise que n vérifie

T 16mt
< 0.51073,donc n* >
90 n* 0.510-3 90

Z 16m*. Ainsi n vérifie n > 18.6 on prendra par exemple
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n = 20, car pour la méthode de simpson , le nombre de subdivisions de I’intervalle [a, b] doit

toujours etre pair
. e 21
Exercice 4 : On considéré I'intégrale 1= | ) ;dx

1. La valeur exacte est I = [In(x)]¥22 = In(2)

2. La méthode des trapézes composite a n points pour calculer I’intégrale d’une f sur 1’intervalle

I - _ .
[a,b] s”écrit [ f(H)dt = h(% f(a) + Y"1 f(a + ih) + %f(b))
Avec h = b-a
n

Onaf(x)=§ ,a=1,b=2,n=3d’ouh=§etonobtient

11 3 3 1 21
( )=Z oo

3zt +s+7)=35"

=1 1f(1)+f(1+1)+f<1+2>+1f(2)—
=3(2 3 2 “3\2 4 5 4

3
3. La valeur numérique obtenue a la question précédente est supérieure a In(2)car la fonction
f(x) = i est convexe. On peut se convaincre a I’aide d’un dessin que les trape¢zes sont audessus de
la courbe y = Xi I’aire sous les trapézes sera donc supérieure a 1’aire sous la courbe. Pour bien

visualiser la construction considéronsn=1 :

Cela reste vrai quelque soit le pas h choisi car la fonction est convexe ce qui signifie qu’une corde
o . 1 .
définie par deux points de la courbe y = —sera toujours au-dessus de la courbe et par le

raisonnement précédant 1’aire sous les trapézes sera supérieure a I’aire

4. L’erreur est majorée par

(b—a)* 1 2 1

|E| < on? supgej12(f”'(€) onaque |E| < Ton? MAXEE]1,2[€_3 =2
Pour que |E| < 10™* il faut que 6—:12 <107*
2
i.e.n > — = 40.8.A partir de 41 sous intervalles, 'erreurde quadrature

NG
est inférieure a 10~

Exercice 5 : 1. Soit g(x) = calorsona

1

f g(0dx = ag(—1) + Bg(0) + ag(1)
-1

\Y
c[x]t ac+ Bc+ ac
2C a+ B)c

d’ou larelation 2 = (2a + B)
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Soit g(x) = ¢ + dx + ex? alors on a

1
| e00ax = ag(-1) + Ba0) + ag(1)
1

v
%2 311
[cx+d7+e? a(c—=d+e)+Bc+a(c+d+e)
-1
2
2c+§e (2a+ B)c+ ae
2=2a+p)

D’ou les relations { 2

-=2ua
3

On dispose de 2 équations et 2 inconnues .si on résout le systémelinéaire

2

=9
3 o

{2=(2a+[3)

On obtient 'unique solution a0 = é B = g
On a retrouvé la formule de Simpson :

1 q 1
| B3 [g(-1) + 45(0) + (1)

-1

On sait (cf. cours) que cette formule est exacte pour les polynomes de degré au plus 3 comme on va

vérifier ci-dessous.
Soit g(x) = ¢ + dx + ex? + fx3 alors on a

1
2 X3 4

L dx = |ex+ de b e | —ge4l
ng X = |CX 2 93 4 —CBe

-1 -1

1 1 2
§[g(—1)+4g(0)+g(1)] =§[(c—d+e—f) +4()+(c+d+e+hH] = 2c+§e
donc la formule de quadrature est exacte pour tout polyndéme de degré 3.

On vérifie qu’elle n’est pas exacte pour les polyndomes de degré 4 : soit g(x) = x*, alors

1 dx = X51 _2
f g X—[g]_l—g

-1
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CHAPITRE 5 Résolution de systémes linéaires

5.1. Méthode Gauss
L’idée de base consiste a transformer (1) en un probléme que 1’on sait résoudre.
(1) Si la matrice A =D avec D une matrice diagonale, alors on sait résoudre (1).

(2) Si la matrice A = U (ou L) avec U (ou T) triangulaire supérieure (ou inférieure) alors on sait

résoudre (1).[15]

5.1.1. Probléme : Comment transformer une matrice en une matrice triangulaire inférieure ou

supérieure
Casn=3:
AX =Db s’écrit :
a;1Xq +a12Xp +ag3X3 = by a;; ag;z a;z byg
ap1X1 +azXy +ay3x3=by (Ab)=[(ay; azz azz by |........ 5.1
a31Xq1 +asyX, +azsxz = b az; asy asz bs
on suppose que a;1 # 0, par élimination, on obtient
all alz alZ bll allxl + 312X2 + 313X3 = bl bl (11)
(Aiby) = 0 azz a3 by [(1)Jaz1Xq +azX; +az3x3 =b; — (I3)
0 a3, as3 bs az1Xq + A32Xy +a33X3 = bz = (I3)

On note par (li) la iéme équation du systemeprécedent.

On suppose que a;1; # 0 On pose :
a11X1 +apx; tapx3 =by = (Iy)

(12) =ay () — a21(11) et (13) =ay1(l3) — a31(11) 2) Ag7Xp + Ap3Xg = Bz - (12)
azpXy tagsxg =bs - (3)

On suppose que ay, #0 On pose (13) =a5,(13) - é32(i3) alors (2) s’écrit
a11X1 +a;pX; tapxz3 =b; = (Iy)
(2) Ap2Xy +A23X3 = by = (1)

337X, + A33X;3 = f33 - d3 )
Remarque :
(1) Les termes diagonaux sont appelés les pivots
(2) Si un pivot aii est nul on change de ligne (on permute) de i “a n (pivotage partiel)

(3) Cette méthode se généralise assez facilement bien qu’il faut étre prudent avec le choix du pivot.

En pratique, il faut éviter de prendre des pivots “’trop” petits.
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5.2. Méthode de Croiite

Pour calculer explicitement les matrices L et U, on a intérét a procéder par substitution

méthode de Crout. Ecrivons le produit LU :
Uqq S ()
/ myq 0 \/ u22 0 \
= ml1 m 1 0 : u; [......... (5.2)
m.nl m.r12 Mpp—1 / \ 0 0 uI.ln
Ecrivons 1’égalité des coefficients ligne par ligne
Ligne 1
Pour j=1,..,n,a4; = uyj, ce qui permet de calculer
j=1,...,n,a;5 = uy
Ligne 2

. . , . a
Colonne 1 a,; =1, uyq et puisque u;; est maintenant connu , on en déduit l,; = ui;

Colonne j , pour j = 2,a,; = 1,7 ugj + uy;, etdonc
j = 2,. . .,n,qu = azj _121ulj

Ligne 1 : supposons que nous avons été capables de calculer

Ugq Uqo Uip
lby  uy, Uz
licir o liciicz Ujoqn
. _ , . . _ aj1
Colonne 1 :aj; = lj; uy;, onendéduitly, :1j; = Ty
Colonne ] <i: ai]- = lilulj + 112u2j+. .t lijUjj,d,Ofl

aij - lilu1j+ ..t lij_lu]'_lj

j:l, .o ] 'li]' = Ui
1]

Colonne j =i : aj = ljyuqgj + lipup+. . .+ 1u; ,dou

]:1, . .n :ui]- =ai]-—lilu1]-—. . .—lii_lui_lj

s c’est la

Remarquons qu’a la ligne i nous utilisons les valeurs de A la ligne i et les valeurs de L et U

calculées précédemment. D’un point de vue informatique, on mettra L et U a la place de A ligne

par ligne.

Calculons le nombre d’opérations nécessaires a la décomposition LU.
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5.3. Factorisation

L’étape de triangularisation de la méthode précédente revient a’ factoriser la
matrice A en un produit de deux matrices triangulaires |’une supérieure 1’autre
inférieure. En effet, les différentes étapes de la triangularisation peuvent s’écrire

sous forme matricielle. Si on pose A = A™ ]la matrice A® du second systémé est obtenue en

1 0 0
_21 1 o
multipliant & gauche A® par MM = ay, on a donc
_81 9 1
a1

a7 a1z  di3

A® = MA@ = [ 0 2 al?
@ @
0 az; ag

de méme la matrice A® du troisiéme systéme vérifie AG) = M)A

1 0 0 d;1 412 aAz3
0 1 0 2 2
OuM®@ = @ on adonc A® = MOM@a® = [ 0 a8 aP
0 —=3 1 3)

Ainsi AW = (MAOMD)~1AC) = (MDY= (MP)71AG) Jles  matrices (MDD et  (M@sont
inversibles car leurs determinant sont tous égaux a 1 et leurs inverses sont faciles a calculer. en
effet , on peut vérifier qu’on les obtient en transformant[20]
en leur opposé les termes figurant sous la diagonale, les autres termes restant inchangés. On trouve

1 0 O

22 1
alors L= M®M)"1(M®)~1 = kan . ) ......... (5.3)

1

a3 33,
2)

a (
11 322

si on pose U= A® qui est triangulaire supérieure ,A peut alors s’écrire comme le produit des

matrices
1 0 O U1 Uz Ugs
L = <L21 1 0) ,U = ( 0 UZZ U23>
1 0 O U;; Uy Ugs
A=LU = <L21 1 0) * ( 0 Uzz U23> ......... (5.4)
by L 1/ \0 0 Usg
Ui =ag Ly1Ugp = ayq L31Uq1 = a3
Uz = a1 9La1Ugp + Uy = ay; L31Uq2 + L3oUp, = as;
Uiz = a33 \Lp1Uqz + Upz = a3 \L31 Uy + L3 Upz + Ugz = ass

Finalement, on obtient la solution X du systéme initial AX = B
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. . \ . LY= B
En résolvant successivement les deux systémes suivants :{UX —y

Ceci se généralise a une matrice d’ordre n. le lecteur pourra le traiter en exercice .complément écrit

sur brouillon.

Remarque 5 Lorsque n’est “grand”, le nombre d’opérations de I’algorithme de résolution du
systéme triangulaire est équivalent a n? 4, car il requiert pour chaque x; a: (n-i) multiplications, (n-
i) soustractions et une division, soit au total ~ Yi-;(2(n —1i) + 1) opérations. D’autre part, le
nombre d’opérations de 1’algorithme de triangularisation est de I’ordre de n3. Donc, la résolution
complétée nécessite au total un nombre d’opérations équivalent a n® @. Pour n = 15, sur la méme
configuration de machine que celle citée en début du chapitre, il faudra de ’ordre d’une seconde

pour la résolution totale du systeme.
5.5. Méthode d'élimination de GaussJordan

La méthode d'élimination de GaussJordan 10 est une variante de la méthode d'élimination de Gauss
ramenant toute matrice sous forme échelonnée réduite. Dans le cas d'une matrice A inversible, cette
méthode revient a chercher une matrice M telle que la matrice M A soit non pas triangulaire
supérieure mais diagonale. Pour cela, on procéde comme pour I'élimination de Gauss, mais en
annulant a chaque étape tous les éléments de la colonne considérée situés au-dessous et au-dessus

de la diagonale.[21]

Si elle est bien moins efficace 11 que la méthode d'élimination de Gauss pour la résolution de
systemes linéaires, la méthode d'élimination de GaussJordan est utile pour le calcul de l'inverse

d'une matrice A carrée d'ordre n. Il sut de résoudre simultanément les n systémes linéaires
ij=e]-_ 1S]Sn,

en appliquant a chaque second membre ejles transformations nécessaires a I'élimination de
Gauss_Jordan. D'un point de vue pratique, on a coutume d' « augmenter » la matrice A a inverser
avec la matrice identit¢ d'ordre n (les n seconds membres « ¢lémentaires » et d'appliquer la
méthode de Gauss-Jordan a la matrice écrite par blocs (Al,) . Au terme du processus
d'élimination, le premier bloc contient la matrice identité et, si aucun échange de lignes n'a eu lieu,
le second l'inverse de A.
d11 a1z 13 dA1g
A= <321 dzz dz3 az4>

dzq dzz dzz dszg
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d12 A3 Agy
w=(0 A A o o

() () ()

0 a3, azy agy

[EnN

3 3 4)

1 0 a5 ajy, @ 1 0 0 aj,
=lo 1 a) a%) A =0 10 aff
0 0 ay a¥¥ 0 0 1 al¥

Exemple :

2 1 -4 8
Resourde le systment par methodeGauss JordanA = ( 3 3 —5) et b= <14>
4 5 =2 16

1 1/2 -2 4 ligne 1/2
A(1)=<0 3/2 1 2>ligne2—3*ligne1

0 3 6 0/ligne3 — 4 xlignel

_ 3
1 0 -7/3 10/3 ligne2 /5
A(2>=(o 1 2/3 4/3). 1

0 0 4 4 hgnel—z*hgneZ

ligne 3 — 3 * ligne 2

ligne 3 /4
1 0 O . 7 .
A® =0 1 o 2 |lignel+z=*ligne2gy , directement les racines dans la 4e colonne.
0 01 -1 ligne 2 —g*ligneB
Xl - 1
{ Xp= 2
X3 == _1

5.6. Factorisation LDMT

Cette méthode considere une décomposition sous la forme d'un produit d'une matrice triangulaire
inférieure, d'une matrice diagonale et d'une matrice triangulaire supérieure. Une fois obtenue la
factorisation de la matrice A (d'un colt identique a celui de la factorisation LU), la résolution du
systeéme linéaire (2.1) fait intervenir la résolution d'un systéme triangulaire inférieur (par une
méthode de descente), puis celle (triviale) d'un systéme diagonal et en «n» la résolution d'un
systéme triangulaire supérieur (par une méthode de remontée), ce qui représente un cotlit de n2 + n

opérations|[18].

5.6.1. Théoréme: Soit A wune matrice d'ordre n. La factorisation LU de A, avec

lij =1 pour i =1,...,nexiste et est unique si toutes les sous-matrices principales

all alk
A= ¢ i],1<k<n,

dk1 .- dkk
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extraites de A sont inversibles.

5.6.2. Démonstration. Il est possible de montrer I'existence de la factorisation LU de manicre

constructive, en utilisant

le procédé d'élimination de Gauss. En supposant que les n sous-matrices principales extraites de A
sont inversibles, on va ici prouver en méme temps l'existence et l'unicité par un raisonnement par

récurrence. [13]
Pourk=1,o0na A =a;1 #0,

et il suffit de poser L1 =1 et Ul = all. Montrons a présent que s'il existe une unique factorisation

de la sous matrice
Ax_1,2 <k <n,delaformeAy_; = Lyx_1Ux_y, avecly_y, = 1,i=1,..,k — 1, alors il existe une

unique factorisation de ce type pour Ak. Pour cela, décomposons Ak en blocs

A b
ne( ).
k T d

avec b et ¢ des vecteurs de Rk et d’un nombre réel, et cherchons une factorisation de Ak de la

(G =0 D0 )
T d 1T 1/\VoT W/

avec | et u des vecteurs de Rk et  un nombre réel. En effectuant le produit de matrices et en

forme

identifiant par blocs avec Ak, on obtient

L—1Ux_1 = Axq, avec lequ=b, ITU_;=cT et 1Tu+tu=d

Si la premicre de ces égalités n'apporte aucune nouvelle information, les trois suivantes permettent
de déterminer les vecteurs 1 et u et le scalaire u. En effet, on a par hypothése 0 # det(Ayx_;) =
det(Lg_1)det(Ug_4), les matrices (Lg_;) et (Ux_1) sont donc inversibles. Par conséquent, les

vecteurs | et u existent et sont uniques et u = d — 1Tu Ceci achéve la preuve par récurrence.

Dans cette preuve, on utilise de maniere fondamentale le fait les termes diagonaux de la matrice L
sont tous égaux a 1. On aurait tout aussi bien pu choisir d'imposer d'autres valeurs (non nulles) ou
encore décider de fixer les valeurs des ¢éléments diagonaux de la matrice U. Ceci implique que
plusieurs factorisations LU existent, chacune pouvant étre déduite d'une autre par multiplication par

une matrice diagonale convenable.[13]

La factorisation LU est particulierement avantageuse lorsque 'on doit résoudre plusieurs systemes
linéaires ayant tous A pour matrice, mais des seconds membres différents. En effet, il suffit de
conserver les matrices L et U obtenues a l'issue de la factorisation pour ramener ensuite la

résolution de chaque systéme linéaire Ax = b a celle de deux systémes triangulaires,
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Ly =b ,puis Uy =y,

5.6.3.Proposition :Sous les conditions du théoréme, il existe une unique matrice triangulaire
inférieure L, une unique matrice diagonale D et une unique matrice triangulaire supérieure MT , les

¢léments diagonaux de L et M étant tous égaux a 1, telles que A =LDMT :

5.6.4. Démonstration. Les hypotheéses du théoréme 2.2 étant satisfaites, on sait qu'il existe une
unique factorisation LU de la matrice A. En choisissant les éléments diagonaux de la matrice D
égaux a uj; 1 <i<n, (tous non nuls puisque la matrice U est inversible), on a A =LU =

LDD~1U

Il suffit alors de poser MDLTpour obtenir l'existence de la factorisation. Son unicité est une

conséquence de I'unicité de la factorisation LU.

L'intérét de cette derniére factorisation prend son sens lorsque la matrice A est symétrique, puisque

dans ce cas M = L.

La factorisation résultante A = LDLT peut alors étre calculée avec un cotit environ deux fois

moindre. La factorisation LDMT permet également de démontrer le résultat suivant.
5.7. Factorisation de Cholesky

Une matrice symétrique définie positive vérifie les conditions de la proposition et admet par
conséquent une factorisation LDLT, dont la matrice diagonale D est de plus a termes strictement
positifs. Cette observation conduit a une factorisation ne faisant intervenir qu'une seule matrice
triangulaire inférieure, appelée factorisation de Cholesky. Plus précisément, on a le résultat suivant.
5.7.1. Théoréme .Soit A une matrice symétrique définie positive d'ordre n. Alors, il existe une
unique matrice triangulaire inférieure B dont les éléments diagonaux sont strictement positifs telle

que
A =BBT:

5.7.2. Démonstration. En notant, les n sous-matrices principales extraites de A on peut écrire,
pour tout vecteur w de Rk,

wTAw =vTAv,avecvi =w;, 1 <i<ketv;=0k+1<i<n,

ce qui montre que les sous-matrices Ak sont symétriques dé nies positives. La matrice A vérifie
donc les conditions du théoréme et admet une unique factorisation LU. Les éléments diagonaux de

la matrice U sont de plus strictement positifs, car on a
K
ﬂuii =det(Ay) > 0,1 <k <n.

i=1
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En introduisant la matrice diagonale A déffinie par Ajj= ,/u;;, 1 <i < n,la factorisation se réécrit
A =LAATMU,
EnposantB = LA et C = A"1U, la symétrie de A entraine que BC = CTBT ,d’ou

-1 . . . L. \ . o
C(BT) = B~1CT = I,, (une matrice étant triangulaire supérieure, l'autre triangulaire inférieure et
toutes deux a coefficients diagonaux égaux a 1) et donc C = BT. On a donc montré I'existence d'au

moins une factorisation de Cholesky. Pour montrer ['unicité de cette décomposition, on suppose

qu'il existe deux matrices triangulaires inférieures B1 et B2 telles que
A = B,BT = B,BT

d’ou B;'B; = BI(BDH)~1.il existe donc une matrice diagonale

DqueB;1B; = D et, par conséquent B; = B;D .finalement,ona
A = B,B] = B,DDTB]

et donc D% = I,,. Les coefficients diagonaux d'une matrice de factorisation de Cholesky étant par

hypothese positifs, on a nécessairement D = Iyet donc B; = B,

Pour la mise en ceuvre de cette factorisation, on procéde de la maniére suivante. On pose B =
(bi]-) 1<ij<navecbj=0sii<j etl'ondéduitalors de I'¢galité

A =BBT que

ajj = ZE=1 bik bjk = er(nzlrll(l']) bik bjk , 1< Lj<n...... 5.5)

La matrice A étant symétrique, il suffit que les relations ci-dessus soient vérifiées pour j < i

(par exemple), et I'on va donc construire les colonnes de B a partir des colonnes de A. On fixe

doncjal eton fait varier ide 1an:

a;; = (bll)z ,d’'ou by = Va1

— byibyy ,d'ou by, = 22
dz1 = Dg1Dz1,d 0U 217
11
a
_ I} __9n1
ap; = byibpg,d'ou by =—
11

-ieme

pour déterminer la premiere colonne de B. La j©™ colonne de B est obtenue en utilisant les

relations
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2, i
aji = (bj1)? + (bj2)* + -+ (by;)” ,d'ou by = w/an‘ Yiee1 (Bj)?

a . oj-1
_ ’ _ J+H-Zp_ bikPj+1k
3j41j = bj1bjas + bjabjaaz 4+ bybjusy , dou by = PR (5.6)

j—-1
anj—Xj=1 Djkbj+1k

an]- = bjlbnl + ijbn2 + -+ bj]-bnj,d'ou bn] = bjj

Remarque

1. La méthode de Cholesky est moins générale que la factorisation LU puisqu’elle n’est applicable

qu’aux matrices SDP.

2. On montre que le nombre d’opérations nécessaires a la résolution d’un systéme linéaire de taille

n est de I’ordre de n3/6, soit environ 2 fois moins que pour la méthode générale LU

3. Un autre avantage: la méthode de Cholesky est trés robuste numériquement, peu sensible aux
erreurs de troncature. Le pivot 4ge est en pratique beaucoup moins nécessaire pour qu’il ne 1’est

pour I’élimination de Gauss.

4. Méme divisé par 2, le nombre d’opérations reste proportionnel au cube de la taille du systéme a
résoudre. Cela devient trés problématique lorsque n est de I’ordre de 106, ...,109 comme on le

rencontre en calcul intensif ... Il faut trouver autre chose !

Travaux dirigés IV

Exercice 1: Effectuer une élimination de Gauss sur les systéme linéaires suivants.

2Xq + 4%, +4x3 =2
(D] %y +3x, +x3=1
X1 + 5%, + 6X3 = —6
Xq —6X3 +2x4, =6
2) 8xq — 2X3 — 2x4 = —2
2Xq + 9%, + X3 + 3x4, = —8
2Xq + X, —3x3 + 10x, = —4

Exercice 2 : On revient sur la premiére matrice donnée dans I’exercice 2 :

2 4 4
(1 3 1)
1 5 6

Effectuer une factorisation LU de cette matrice ou L est une matrice triangulaire

inférieure ayant des 1 sur sa diagonale et U est une matrice triangulaire supérieure

|2|:2¢0,|i ;‘:tho, =14 %0,

2 4 4
1 3 1
1 5 6
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Exercice 3 : Décompose a I’aide de la méthode de cholosky la matrice a symétrique en un produit

de deux matrice triangulaire en suite résoudre le systeme

64 40 24\ /X1 1
A=(40 29 17 |(*2|=|1
24 17 19/ \X3 1

La solution FICHE TD IV

Exercice 1: Effectuer une élimination de Gauss sur les systeme linéaires suivants.

X1+3X2+X3=1

2X1 + 4X2 + 4X3 = 2
(1){
X1 + SXZ + 6X3 =—6

X; —6X3+2x4 =6
8xq — 2Xx3 — 2x4 = —2
2X1 + 9%, + X3 +3x4, = —8
2Xq + X5 — 3x3 + 10x4 = —4

(2)

Nous écrivons le premier systeme sous la forme du tableau
2 4 4 2\L
1 3 1 1 |L
1 5 6 —-6/L3

On effectue I’élimination de Gauss. On a successivement

2 4 4 2
(0 L 0>L2<—L2—0.5L1

03 4 -7 Ly « L; —0.5L;
2 4 4 2
0 1 -1 0 |Ly«<L3—3L,
o o0 7 =7

On obtient alors le systeéme triangulaire suivant

XZ_X3=O
7X3=_7

{2){1 + 4%, + 4x3 = 2
En utilisant I’algorithme de remontée (1.2) on a successivement
X3:_1,X2:_1 ,X1:5
L’élimination de Gauss ci-dessus est dite sans permutation.
On peut par exemple a 1’étape (2.1) ci-dessus, remplacer le pivot 1 par le coefficient 3

dex, de la derniére ligne, parce que 3 > 1 donne plus de stabilité numérique. Dans ce

cas on dit que I’on fait une élimination de Gauss avec pivot partiel. Dans ce contexte on obtient
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7 7 L3(—L3—§XL2
3

D’ou on obtient le systéme triangulaire supérieur suivant

2X1 + 4X2 + 4X3 = 2
3X2 + 4X3 = _7
7 7

__X3 = ——

3 3
En appliquant I’algorithme de remonté a ce

X3=_1,X2=_1 ,X1=5

systéme

on

obtient

On peut enfin par exemple a 1’étape (2.1) ci-dessus, remplacer le pivot 1 par le coefficient le plus

-1

grand en module dans la sous-matrice. 4

Ceci rend la méthode plus stable numériquement. Ici on trouve 4 comme nouveau pivot.

Dans ce cas on dit que 1’on fait une élimination de Gauss avec pivot partiel. Dans ce contexte on

obtient

2 4 4 2
0 3 4 -7 |Lz & Ls

01 -1 0
2 4 4 2
0 4 3 —-7|C3eC3
0O -1 1 o0
2 4 4 2
0 4 3 -7 1
7 7 Ly « Ls + ZLZ
o 0 - ——
4 4

Cette derniere transformation donne le systéme linéaire suivant

2X1 + 4X3 + 4X2 =2
+4X3 + 3X3 =-7
7 7

1=

Par application de 1’algorithme de remontée au systéme triangulaire ci-dessus on obtient x5 =

_1,X2=—1 ’X1=5
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1 0 6 2 6\ L1
" o 8 0 -2 -2 -2|\L
On met le deuxieme exemple sous forme de la matrice suivant 2 9 1 3 —g8|Ls
2 1 -3 10 -4/ 1L,
1 0 6 2 6
L2<_L2_8L1
puis on effectue 0 0 =50 -18 =50 Ly « Ly — 2L,
0 9 -11 -1 =20 L L —2L
01 -15 6 -—16/ * ™ !

La matrice obtenue aprés la liére étape d’élimination (2.2) a pour pivot 0. Pour continuer la

méthode de Gauss, on peut soit utiliser la stratégie de pivot partiel ou soit celle de pivot total.

0
Pivot partiel : on prend comme pivot le plus grand élément de la colonne(9>
1

Cela revient a échanger la 2iéme et la  3iéme lignes. On  obtient

1 0 6 2 6

0 9 -11 -1 =20
0 0 =50 -18 =50
01 -15 6 -16

L, & Ly

On continue ’élimination

6 2 6
-11 -1 =20

—
O =
o O O O

1
[ 0 -50 -18 -50 |L, o L,—-L,
0 124 55 124 9

9 9 9
/1 0 6 2 6\
0 0 50 18 50 |1, o, 1124
kO 0 2 )4(_) S
225

On déduit le systéme triangulaire supérieur suivant

( X +6xX3+2x,=6
9%, — 11x3 — x4 = —20
—50x3 — 18x, = =50

2491

+—=—=x4=0
225 4
D’ou par la formule de remontée on trouve
X4:0, X3:1,X2:_1,X1:0

* Pivot total : On part de 1’étape (2.2) de I’élimination de Gauss. Le plus grand élément en module

0 -50 -18
de la sous-matrice 9 —-11 -1
1 -15 6

est—50, qui se trouve a la 2iéme ligne et a la 3iéme colonne de la matrice de départ. On
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Positionne—50 en pivot, en échangeant la 2iéme colonne et la 3iéme colonne

1 0 0 2 6
0 —50 0 —18 =50 |. o ¢
0 -11 9 -1 -20]2%* 7
0 —-15 1 6 —16
On continue 1’élimination
/1 6 0 2 6
0 -50 0 -—18 —50\ 11
74 Ly © Ly — L2
|0 0 9 35 _9| 15
285 Ly oLy — L2
o o0 1 = _ 50
225
1 6 0 2 6
0 =50 0 —-18 =50
74 1
0 0 9 = -9 Ly & Ly = 5ls
\0 o o 291 0/
225

Ce qui conduit au systéme linéaire suivant

X1+6X3+4X4=6

_50X3 - 18X4_ - _50
74
9X2 +£X4 - _9
2491 _
225 47
dont la solution est
X4_=0, X2=_1,X3=1,X1=0

Exercice 2 : On revient sur la premiére matrice donnée dans I’exercice 2 :

2 4 4
(1 3 1)
1 5 6

Effectuer une factorisation LU de cette matrice ou L est une matrice triangulaire

Inférieure ayant des 1 sur sa diagonale et U est une matrice triangulaire supérieure

|2|:2¢0,|i §:2¢0, =14 %0,

2 4 4
1 3 1
1 5 6

Décomposition LU
Les mineurs principaux de la matrice proposée sont

Donc on peut la factoriser sous la forme LU ou L est une matrice triangulaire inférieure ayant des 1

sur sa diagonale et U est une matrice triangulaire supérieure.
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Identification directe Comme la matrice proposée est d’ordre 3, on peut écrire complétement le

produit LU et faire des identifications. On écrit :

2 4 4 1 0 0\ /U1 Uy U
1 3 1|=|Lxyy 1 0 0 Uz, Usgs
1 5 6 L3; L3y 1 0 0 Uss

D4ou on obtient

(U1 =2

( U =2 U, =4
U, =4 Ui3=4

U;3=4 1

LU =1 ba1 = 5

{ L31Uq; =1 i 1
Ly1Upp + Uy, =3 La1 = 2
LUz + Uz =1 Uy, =1
L31Uiz + LgpUyp =5 Uys = -1
\L31Uq3 + L3Up3 + Uz3 =6 L3, =3

2 4 4 1 0 0N/2 4 4
Ontrouve|[1 3 1]= (1/2 1 0) (0 1 —1)
1 5 6 1/2 3 1/\0 0 7

Cas général on écrit A = AW = LAWY@ oy

2 4 4 1 0 0\ /Ui U Uss
<1 3 1) — <L21 1 0) 0 322(2) 323(2)
1 5 6 Lz;; 0 1 0 az® az®
A = =
a;7=Uy ,j=1,.....3
Par identification on a = a( ) = Li1Uy ,i=23
kau (” = LUy +ay” ,ij=23

A

Ulj = alj ,j = 1,2,3

aj;
=— ,i=23

2 1
a? = af — LUy ,i,j=23
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U, =4

Uiz =4

1

L21=§

1

L31=§
(—){ (2)_ 1X4_
dz =90~ 2

1x4

@) _ _
a3 =1~ 2 -
1x4
@) _ _
a32_ - 2 -
(2_ 1X4_
33 =075

on pose A(2)=(é _41)

On décompose

@ — | Wy® @_(1 -1 =( 1 0)(U22 U23)
A LU avec A (3 4) Ly, 1 0 U,

agzz) = Uz Uzz = agzz)

(2) (2)

ay3 = Upz Uzz = ay4

Donc 2 @)

l az; = L3 L L3y = a3,
2 2
agg) = L3pUp3 + Uss Uszz = agg) — L3yUsps

Uy, =1
Uy = —1
Ls, = 3
Uss =7

D’ou

@_(1 -1y_/1 01 -1

A (3 4) (3 1)(0 7)
1 0 O0N/1 0 ON/1 O O 2 4 4

Il vient A= (1/2 1 0 (o 1 o) 0 1 -1 (o 1 0
1/2 0 1/\0 3 1/\0 0 7 0 0 1

1 0 O0N/1 0 0 1 0 0\/2 4 4
(1/2 1 0)(0 1 0)”(0 1 —1)(0 1 0)]
1/2 0 1/\0 3 1 0 0 7/\0 0 1

2 4 4 1 0 0\/2 4 4
(1 3 1> = (1/2 1 0) (0 1 _1>
1 5 6 1/2 3 1/\0 0 7

Ou encore A=

Ou bien encore
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D’ou la décomposition LU.

Exercice 3 : A est une matrice définie positive

A =T'T T est matrice triagulaire superieur T = ( 0 T,, Ty

Ty Tiz T13>
0 0 Ts5

Algorithme :tll = +/d11

i=1
ti; = (aj — Z(tkitkj)/tii
k=1

40 24
t11=\/6_4:8, t12=?=5,t13=§=3

17 —-5.3
t22: V29_25:2 ,t23:T=2,t33='\/19.(32+1)=3

8 5 3
T=10 2 1
0 0 3

2)
{ Ax=Db _ qery_yp onpose Tx=7Z.......[1]T'*Z=b ......... [2][2] =
A=T'T
(7,=1
8 0 0\/Z\ /1 8Z, =1 8
3 1 3 Z3 1 3Z1+Zz+323=1 lZ _7
37 48
(o5
8 5 3\ /X 1/8 \ (8%, + 5%, + 3x3 = 1/8 ;96
[1] == (0 2 1) <X2> == (3/16){ 2X2 +X3 == 3/16 R d XZ = —
0 0 3/\X3 7/48 3x; = 7/48 l 772
37 144
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Chapitre 06 : Méthodes itératives

6.1.1. Définition : On va voir un type de méthodes itératives de résolution du systéme linéaire

Ax = b sous la forme

*) x(® vecteur arbitaire
x&+D) = Bx® + ¢, k>0

Ax=bex=Bx+c,......... 6.1

La matrice B et le vecteur c sont en fonction de A et b.

Définition la méthode itérative (*) est convergente si limy_,o x® = x, vx(® remarque
Si on pose e® = x® _ ¢ pour k = 0,1,0000

comme x = Bx + cetx®*D 4+ Bx® 4 ¢ ona

e = Bx(k+1) _ By = Be(k-D —  — Bkg(0)

lim x® =xo lime®W =0 o klirP BWem® 4 0

k—>+o0 k—>+0o0

la méthode itérative (x)est converge

lim B®y =0 vy
k—+o0

Ce qui équivaut a limy_, ;|| B¥v|| = 0, Vv pour toute norme vectorielle
6.1.2. Convergence des méthodes itératives :
6.1.2.1. Théoréme Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) la méthode itérative (*) est convergente ;

@p (B <1

(3)(|IBI]) < 1 Pour au moins une norme matricielle subordonnée ||.||.
6.2. Méthode de Jacobi

Ces méthodes sont des cas particuliers de la méthode suivante :

A = M - N avec M inversible et assez simple. On aurait alors

A = M — N avec Minversible et assez simple . on aurait alors
Ax=bo Mx=Nx+beox=MNx+M'b

o x=Bx+cavecB=M"Netc=M"1b

Meéthode de Jacobi : en posant A =D — (E + F)

M = D est la diagonale de AetN = E + F.
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Ax=beoeDx=(E+Fx+b
on suppose que Dest inversiblee ,c’'zsta direa;; # 0,<i < N.
J=DYW(E+F)=Iy—-D1A
est appelée la matrice de jacobi

(0) &
x\*) donné A chaque étape,

Dx®+D = (E+ F)x® + bk >0
{ (E+F) xGD (6.2)
k on calcule les N compsantes x§k+1), .
k+1 k Kk

al,lxg ) = —allzxg ) —_ e, —aleXI(\I) + bl

k+1 k Kk k
du vecteur ngﬂ) { az,zxg )= _aZ,lxg ) — —32,3X§ o, _aZ,NXI(\I) + b,

K+1 k) K k
( aN’NXI(\I ) = —ag\lr)lxg ) .. . _ag\l,?\l—lxl(\lzl + by

6.3. Méthode de Gauss-Seidel.
M est la partie triangulaire inférieure de A: M =D —E et N=F.

On pourrait améliorer la méthode précédente en utilisant les quantités déja calculées, on calcule

successives les N composantes[17]

x§k+ D xl(\lkﬂ)du vecteurx&+1
k+1 k k
al‘lxj(_ ) == _al‘zxg ) — . _al’NXI(\I) + b1
k+1 k+1 k k
az.zxg ) = _az'lxg ) — aZ,SXg ) — e, _aZ,NXI(\]) + bz ......... (6-3)
k+1 K+1) k+1
k aN,NXI(\] )= _aN,lxg ) : _aN,N—lxl(\J—l) + by

Qui revient a écrire
D x®+D) = Ex0rD) 4 Fx® 4 |y

En encore

(D —E)x&*D = Fx® 1 p o x&*D) = (D - E)"'Fx® + (D-E)"'b
2; = (D — E)"'F est la matrice de Gauss — Seidel

Elle est inversible si aj; # 0,1 <i <N.

Travaux dirigés IV

Exercice 1 : soit le systéme linéaire suivant :
—X1+5X2—X3 =3

9X1—2X2 +X3:8
X1_2X2+9X3:9

6l |Page




(a) Faire 2 itérations de la méthode de Jacobi en partant du pointx, = (0 0 0)T .

(b) Faire 1 itération de la méthode de Gauss-Seidel en partant du pointx, = (0 0 0)T.

(c) Réordonner les équations de fagon a assurer la convergence des deux méthodes.

(d) Soit le systéme linéaireAX = b suivant:

G 96)-=0)
2 5/\x, 7
Ecrire la matrice d’itérations Tj de la méthode de Jacobi et en déduire son rayonspectral. Est-ce que

la méthode Jacobi converge pour ce systéme linéaire?

Exercice 2 soit le systéeme d’équations algébriques suivant

G D=6

2 1/\x, 3

(a) Calculer la solution exacte X = (X;X,)T du systéme linéaire.

(b) Faire quelques itérations de la méthode de Gauss-Seidel en partant de 1’approximation initiale
x0 = (0 0)Tpour vérifier que 1’algorithme diverge.

(c) Proposer une simple modification du systéeme qui conduise a la convergence de la

Méthode de Gauss-Seidel en partant de 1I’approximation initialex? = (0 0)T. Verifier

en itérant jusqu’a ce que ”XT( — i” < 1071

(d) Montrer en utilisant deux résultats différents du cours que la méthode de Jacobi

converge aussi pour le systeme modifié obtenu en (c). (Ne pas faire d’itérations de

la méthode de Jacobi).

Exercice 3. Soit le systéeme d’équations algébriques suivant

1 a 0\ /X1 1
a 1 a (Xz =11
0 a 1/ \X3 1

) \ . —1
Ou a est un paramétre réel tel que a # + NG

(a) Poura = — %, faire une itération de la méthode de Gauss-Seidel en partant de 1’approximation
initiale x° = (0 0)T

(b) Pour qu’elles valeurs de a, la convergence de la méthode de Gauss-Seidel est-elle assurée?
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(c) Poura = — 7> donner la matrice d’itérations TJ de la méthode de Jacobi. Sachant que la matrice

TJ possede les valeurs propres Ay = 0,A, = ——= etA3 = est-ce que la méthode Gauss-Seidel

1 1
7 72

converge pour ce systeme linéaire?
Exercice 4 . Soit le systeme d’équations algébriques suivant
3X2 — X3 + 8X4 =-11
2X1 - XZ + 10X3 = _11
10x; —X; +2X3 =6
_X1 + 11X2 - X3+3X4 = 25
(a) Pourquoi ne peut-on pas utiliser directement les méthodes de Jacobi et de Gauss-

Seidel avec ce systeme linéaire?

(b) Réordonner les équations de telle sorte que la matrice associée soit a diagonale strictement

dominante.

(c) Calculer une itération des méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel, en partant du point x° =

(0000)T.

Exercice 05 : Soit la matrice A et le membre de droite b

9 -3 31 /3
—3 10 -4|b=[-4
3 —4 18 18

(a) Calculer la factorisation LU la plus adéquate de A Justifier votre choix ;

—_

(b) Utiliser votre factorisation pour calculer la solution du systéme AX = b;

(¢) La méthode de Gauss-Seidel appliquée au systéme AX = bsera-t-elle convergente si le point de

départ x° est bien choisi ?

(d) Effectuer deux itérations de la méthode de Gauss-Seidel a partir dex0 = 11 0)7T

La solution de fiche TD IV:

Exercice 1 (a) En partant de I’approximation initialex?, on obtient avec la méthode de Jacobi les

1terat10ns;: -3 — et;: —24 — =z
itérations x* = (=3 — 4 1)Tetx? = (—24—17 )T

B

(b) En partant de I’approximation initiale x°, on obtient avec la méthode de Gauss-Siedel 1
itérationxT =(-3 — % — % )T
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9X1_2X2 +X3 =8
(¢){—%x1 — 5%, —x3 = —3
X1_2X2+9X3=9

On obtient une matrice a diagonale strictement dominante.

(d) On sait que

T] = —D_l(TI + Ts) = I - D_lA = T]

Son rayon spectral est p(T]) = \E < 1 et donc la méthode de Jacobi converge.

Exercice 2 : (a) La solutionestx = (11 )T:

(b) En partant de I’approximation initiale x0 = (0 0)T, on obtient avec la méthode

de Gauss-Seidel les itérations suivantes: X! = 3-3)T ,? =9 —-15Tet

X3 = (33 63)Tet ce qui confirme que la méthode de Gauss-Seidel diverge.

(c) En partant de 1’approximation initiale X0 = (0 0)T, on obtient avec la méthode
915

. e . - _ 33 -
de Gauss-Seidel les 3 itérations suivantes: x1 = G Z)T X% = (EE)T etx3 = (

33 63)T
3264

avec”x_@—inoo = 0.031<0.1

(d) La méthode de Jacobi converge car la matrice A est a diagonale strictement dominante. En plus

le rayon spectral de la matrice d’itérations p(T]) = % <1

Exercice 3 : (a) en partant de I’intégration initialex® = [0 00]T, on obtient avec la méthode de

, T
. . . 37
gauss-seidel I’intération suivante x! = [1 EZ]
1 1 . . .
(b) — ;<a<s, la convergence de la méthode de Gauss-Seidel est assurée car la

matrice A est a diagonale strictement dominante.

(c) La matrice d’itération de Jacobi est

9 -3 3
T] = —D_l(TI + Ts) = (-3 10 —4

3 —4 18
L

7 < 1. La méthode

En se servant des valeurs propres de la matrice Ty, on a p(T]) =

de Jacobi converge, ce qui entraine la convergence de la méthode de Gauss-Seidel car
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elle est plus rapide.

Exercice 4 : (a) On ne peut pas appliquer directement les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel

puisque 1’'un des coefficients diagonaux est nul (A1l . 0).
(b) On obtient le systéme d’équations algébriques suivant:

10X1 _X2 + 2X3 = 6
_X1 + 11X2 - X3+3X4 = 25
2X1 - X2 + 10X3 = _11
3X2 — X3 + 8X4 =-11
325-11 —11]T la

(c) en partant? =[0 00 0]T, la méthode de jacobi donne I’intération X1 = FETRTErS

T

. . . . . .. T3 [3128-543-726

méthode de jacobi donne I’intération x? = [————]
555 550 349

Exercice 5 :

(a) La matrice A est symétrique et définie positive, la décomposition de Cholesky est la plus

wh ol y

b) on résout Ly = [3 — 4 18]T pour obtenir ¥ = [1 —14]T et ensuite LTX = § pour calculer la

adéquate.

solutionX = [0 0 1]T

(c) La convergence de la méthode de Gauss-Seidel est assurée qu’elle que soit la solution de départ

utilisée car la matrice A est a diagonale strictement dominante.

- - T T
2-138 2 -180

(d) en partant x° = [1 1 0]T, on trouve x! = [——— et ensuite X2 = [— ———]
35 40 13515 81
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Chapitre 7 : Equations et systémes d’équations différentielles

7.1 Introduction :

On rappelle, dans les premiers paragraphes, les résultats fondamentaux des équationsdifférentielles.
Les paragraphes suivants sont consacrés aux méthodes numériques usuelles. Dans le traitement
numérique des équations différentielles, on distingue les méthodes a pas séparés (ou a un seul pas)
qui permettent de calculer y,,; a partir de la seule connaissance de y,, et les méthodes a pas liés
(ou a pas multiples) qui nécessitent la connaissance de yp, Y1, -« -+, Yn—p pour calculer yp 4.

Les méthodes numériques de résolution[15]

(dites a différences finies) sont fondées sur le développement de Taylor.

7.1.1. Existence et unicité des solutions

Soit U un ouvert de RR X R" et f: U —» R™une application continue. On considére une équation

différentielle de la forme X = f(t, x)munie d’une condition initiale x(ty) =t € R" donnée, avec la
. . d . L e . o

notation X = d—)t( Une solution de cette équation est (par définition) une application diférentiable

y = [a,b] - R™ vérifiant les conditions

{X = f(tz X) VvVt e [a’ b] ......... (7.1)

x(to) = Xg

Ce probleme admet, sous certaines conditions, une solution. On démontre en effet que si la fonction
f est une fonction continiment différentielle alors il existe deux valeurs maximales (éventuellement
infinies) t; ett,

pour lesquelles la solution de 1’équation différentielle existe et est unique pour tout t dans
Iintervalle [ty — tqy,to + ty] On démontre aussi que si f est une fonction continue dans [a, b] X

R" et vérifie la condition de Lipchitz de rapport k > 0 suivante
VtE [ab],Vxy,x, € R |If(t x5) — £t x9)|| < Kk||x, — x4 ][[17]
Alors le probléme avec condition initiale  ( ty, Xg)admet une solution uniquedans(a, b | ,donnée
par x(t) = xo + ftto f(s, x(s))ds
7.2. Méthodes d’Euler
La méthode de Leonhard Euler (1707-1783) est une méthode a pas séparé du premier ordre. Elle

consiste a remplacer I’opérateur de dérivation d/ dx par le schéma discret (y;4+1 —yi)/hLa

résolution du probléme

{y'(X) =f(xy)
y(Xo) = Yo
Vir1 =X +h

Conduit au schéma{
Yi+1 = ¥i + hf(x,yi)
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En pratique, la méthode d’Euler n’est pas utilisée, car elle n’offre pas une précision suffisante.

Cette méthode est convergente et du premier ordre, car I’erreur de consistance vaut
1
ly(xy) —yil = Ehzf’(c, yi)avec ¢ € [Xi_1,Xi]......... (7.3)

Mais la méthode explicite est souvent instable .par exemple, si la fonction f est linéaire

f(x,y) = —ay aveca > 0,le schema d'Euler

Yi+1 =Yyi — ahy; = (1 — ah)y;

est instable dés que h > 2/a, car dans ce cas, y; tend vers 1’infini lorsque i tend vers 1’infini. En

revanche, le schéma rétrograde

_ hv!. . = Vi
Yier =YVi = Wiv1 = 700
conduit a une méthode implicite qui est universellement stable puisque y;44 tend vers zéro, quand

le pas h tend vers I’infini.

Dans la méthode des trapézes, la fonction f est remplacée par une fonction affine par morceaux. Le

schéma de discrétisation

h ! !
Yi+1 = Yi — E(Yi+1 +yi)

conduit a une méthode d’ordre 2

7.3. Méthodes de Runge-Kutta

Carl Runge (1856-1927) et Martin Kutta (1867-1944) ont proposé en 1895 de résoudre le probleme
de Cauchy.
{y’(X) = f(xy)
y(%0) = ¥o

Xit+1 = Xj + h;

Conduit au schéma{
Yi+1 = Yi + ho(x,y5, hy)

Ou la fonction d’incrémentation ¢ est une approximation de f(x,y)sur Iintervalle [X;, Xj1]
Supposons donnés un entierr, une matrice A dont les éléments triangulaires supérieurs sont nuls et
un vecteur b = (b, .....b,) 1’algorithme de Runge-Kutta est le suivant
Yit1r = Yi t h(blkl + - brkr)
X1 =x+h (7.5)
k] = f(Xi + C]'h, Yi + h(ajlkl + -+ ajrkr))
Le vecteur b vérifieb; + ---.. b, = 1. Les coefficients c; sont les sommes des éléments d’une ligne
de la matrice A. Les €léments supérieurs de A sont nuls aj; = 0sij=1i Dans ces méthodes, le
pas h peut facilement varier (h;)Une méthode de Runge-Kutta est entiérement déterminée par la

donnée de I’entier r, du vecteur b et de la matrice A.
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Meéthodes d’ordre 1. Pour b = 1eta;; =0, l'algorithme y;,; =y; + h.f(x;,y;) se réduit a la
méthode  d’Euler. Pour b=1eta;; =1, [lalgorithme de Runge-Kutta y;.; =

yi h. f(Xi+1, Vi+1)conduit a la méthode d’Euler rétrograde (méthode implicite).

Meéthodes d’ordre 2. Pour déterminer toutes les méthodes d’ordre 2, cherchons une fonction ¢ de la

forme CI) = b1k1 + bzkz

ky = f(x,y1)

Ou les coefficients k; et k, sont donnes par {kz — f(x; + ch,y; + ahk,)

Développons y;,; au voisinage du point (x; y;)

B h? of of
Vie1 = y(x31) + hf(x;, y(x1)) + 1 (& (xi, y(xi)) + f(x5, y(x;))) oy i, y(x1))

De méme, développons sk, au voisinage du point (X;, y;)

of of
Yi+1 =Yi + hb;k; + hb, (f(xi:Yi) + hC& (x5, y1) + ahf(x;,y;) E (Xi:Yi)> +0(h?)

En identifiant les deux expressions, il vient

y&x) =y
f(xi,yi) = (by + b)f(x4,yi)

1 1
Ef; + Efsllf = by (cfy + afyf)
On en déduit que b; + b, = 1etb,c =b,a = 1/2. Soit en posant
bz =Q)etb1=1_®

1 . ‘ 5 s :
c = a = -, on retrouve les trois cas standards .La méthode d’Euler s’obtient pour @ = 0

T2
Vi+1 = ¥i + hf(x, y3)
La méthode de Heun (ou d’Euler-Cauchy) est obtenue pour @ = 1/2

Vi+1 =¥i + h(ky +k;)/2
ki = f(x;,y1)
kz = f(Xi + h, Yi + hkl)
La méthode de Runge-Kutta (proprement dite) est obtenue pour @ = 1
Vi+1 = ¥i T hky
ky = f(x;,y)
k2 = f(Xi + h/Z,yl + hkl)

Meéthodes d’ordre 3. L’algorithme de Runge-Kutta classique correspond au

cas b=(1/,2/3,1/0) etalamatrice
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0 0 0
A=<1/2 0 0)
-1 2 0

L’algorithme effectue a chaque pas le calcul de trois facteursk;

Vir1 =Yi + h(k; + 4k, +k3)/6

ky = (x4, yi)
hk,

h
| le=i(urgnt )

ks = f(x; + h, y; — hk, + 2hk,)
Pour améliorer ’efficacité du calcul, on utilise des méthodes a pas variable, ¢’est-a-dire des

méthodes dans lesquelles le pas varie a chaque itération.

Une des méthodes classiques consiste a employer deux méthodes de Runge- Kutta emboitées. La
premi¢re méthode d’ordre r sert a calculer la solution approchée, tandis que la seconde méthode
d’ordre r’ sert a estimer I’erreur de consistance pour contrdler le pas. On dit que la méthode est

d’ordre (r’,r)Proposée en 1957, la méthode de Merson est la premiére méthode [17]

de Runge-Kutta emboitée. Elle consiste a calculer.

ky = f(x,y3)
_ h hk,
kz = f(Xi + E,yi + T)
ks = f(x; + h/3,y; — hk, /6 + hk,/6)
1 ke =f(x+2,y;+hk;/8+3hk;/8) ... (1.6)

ks = £(x; +h,y; + - — 3hk;/2 + 2hk, )

Yi+1 =i + h(ky +4k; +k3)/6
U yitr" =i th(ky — 3ks + 4k,)/2

L’erreur A= |yiy1 — Viga| cooeveen (7.7)est évaluée a chaque pas.
Si € désigne la tolérance acceptée, 1’algorithme

de Merson divise le pas par facteur 2 quand A;> &, multiplie le pas par deux quand A;< é, et

conserve le pas actuel dans les autres cas. La méthode de Merson est d’ordre 5 pour le calcul de la

solution et d’ordre 4 pour le contrdle du pas. Dans la méthode proposée par Fehlberg en 1969,

on calcule
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( k; = hf(x;, y;)

h k
ky = hf(x; + 2,y +2)
ks = hf (x; + 23, y; + 3Ky /40 + 9k, /40)

3h 3h 9k
ky = hf(x; + 2, y; + 20— 22 4+ 6ky/5)

11k, = 5k
Lk =hf(x; +hyy; + 2+ 52+ 70ks /27 + 35ks/27) .7
7h |, 1631k, | 175k, | 575k , 44275k,
k. = hf Xi+t 5 Yit 55006 T 512 T 13824 T 110592
6~ N 253Ks
4096

37 250 125 512
i1 = Vi + h(Cok, + 220k, + 20k, + 222 g
Yier =¥i t+ (378 1t 621 3 + 594 4 t 1771 6)
2825 18575 13525

. _ o 1
\ YVier Vit h(27648 ky + 48348 ks + 55296 kq + 4k6)

Travaux dirigés IV

Exercice 1. Faire trois itérations avec h = 0,1 des méthodes d’Euler explicite, d’Euler modifiée, du

point milieu et de Runge-Kutta d’ordre 4 pour les équations différentielles suivantes :

y'(©) = tsin(y(1))

2 y(0) = 2

b) y'() =t*+ (y®))*+1
y(1) =0

y' () = y(t)et
b) y(0) =2

Exercice 2 : L’équation différentielle :
y'(® =y +e* (y(0) =2)
posséde la solution analytique y(t) = e* + e

a) En prenant h = 0,1, faire 3 itérations de la méthode d’Euler modifiée et calculer I’erreur

commise sur y; en comparant les résultats avec la solution analytiquey (0; 3).
b) En prenant h = 0,05, faire 6 itérations de la méthode d’Euler modifiée et calculer
I’erreur commise sur y, en comparant les résultats avec la solution analytique y (0; 3).

c¢) Faire le rapport des erreurs commises en a) et en b) et commenter le résultat en fonction de

I’erreur de troncature locale liée a la méthode utilisée.

d) Utiliser I’extrapolation de Richardson pour obtenir une meilleure approximation de

y (0; 3).

Exercice 3 : L’équation différentielle :  y'(t) = 2y(t) (y(0) =5)
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a) Vérifier que la solution analytique y(t) = 5e2
b) En posant h = % , montrer que les approximations fournies par la méthode d’Euler

explicite peuvent s’écrire comme y, = 5(1 + 2h)", pourn =0, ....,N.

¢) Vérifier numériquement que 1’erreur e(h)se comporte suivant la relation e(h) = K ou K est une

constante.

La solution FICHE TD IV

Exercice 1 :
a) on y'(t) = tsin(y(t)),y(0) = 2 eth = 0.1adoncque ty = 0,quey, =2 et que
f(tn, yn) = tasin(yy,)

Yn+1 = ¥n + hf(ty, yn)

Euler { they =ty +h

Yo =2
y1 =2+ 0.1Xsin2 =2
y2 =2+ 0.1 x0.1sin2 = 2.0090929
y3 = 2.0090929 + 0.1 X 0.2 X sin 2.0090929 = 2.02720249

¥ = yn + hf(ty, yn)

Euler modifiée h R
Yn+1 =¥n t 2 [f(tn, yn) + f(tns1, 9]

f(to,yo) = (0,2) =0

§=yo+hx(ty,y9) =2+hx0=2

Vi =yo + g [f(to, Vo) + f(to + h,§)] = 2 + 0.05[0 + 0.1 x sin(2)] = 2.00454648
f(ty,y1) = 0.1 x sin(2.004546487) = 0.907396

§ = 2.004546487 + 0.1 X 0.0907396 = 2.01362044

f(t,, §) = 0.2 X sin(2.01362044) = 0.18070903

y, = 2.004546487 + 0.05[0.907396 + 0.18070903] = 2.018118919

de meme,onaque y; = 2.040539939
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kl = hf(tn' Yn)
h o K
k, = hf(tn by + —)

2 2
ks = hf h K
Runge kutta d’ordre4 < 3~ (tn + 2 ¥n + 7)

k4_ = hf(tn + h, VYn + k3)

h
Yn+1 =Yi T+ g(k1 + 2k, + 2k3 +ky)
L ther =ty +h

onaque h=0,1,ty =0, yo=2etquef( t,, yo) = tysin( y,)
premiere itération
k1 = hf(tO'YO) =01 x0xsin2=0

0
k, = hf (0 +0.05,2 + E) = 0.1f(0.05,2) = 0.1 x 0.05 x sin2 = 0.004546487

0.004546487
ks = 0.1f(0.05 2+ —) = 0.1 £(0.05,20.0022773244

= 0.1 X 0.05 x sin(2.002273244) = 0.004541745
k, = 0.1f(0.1,2.004541745) = 0.00907398

y1 =2 +%(k1 + 2k, + 2k; + k4) = 2.004541741

de meme , on trouve que
Deuxieme itération

k; = 0.009074 k, =0.013582 k3 = 0.013568 k, = 0.018032
y, = 2.01810947
Troisiéme itération

k; = 0.018032 k, = 0.022442 k3 = 0.022418 k, = 0.026751
y, = 2.04052645

b)ona y'(t) =t?+ (y(t))?+ 1 et y(1) =0 eth = 0.1.donc, on égalment quety = 1,y, =
0 et que f(ty, yn) = t2 + (yn)? + 1

y1 =Yyo + hf(ty,yo) =0+ 0.1%x (1240 + 1)
y1 =02 t; =11
y2 =y; +hf(t,y;) =02+ 0.1 % (1.124+0.22 + 1)
y, = 0425 t, =1.2
y3 =y, + hf(ty,y,) = 0.425 + 0.1 x (1.22 + 0.425% + 1)
L ys3 = 0.6870625 t; = 1.3

Euler<

Euler modifiée
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Premiere itération
¥ =yo + hf(to, yo)
h -
V1 =Yoo+ > [f(to,y0) + f(to + h, )]
y; =0+ 0.05 x (£(1,0) + f(1.1,0.2)) = 0.2125
tl = 1.1

Deuxiéme itération
¥ =y, + hf(ty,y,) = 0.2125 + 0.1 x £(1.1,0.2125) = 0.4380156

h
y2=y1t+ > [f(ty,yq) + f(ty +h,9)]
y, = 0.2125 + 0.05 x (£(1.1,0.2125) + f(1.2,0.4380156)) = 0.45685059
tz - 12

Troisiéme itération
¥ =y, + hf(ty,y;) = 0.45685069 + 0.1 x f(1.2,0.456085069) = 0.7217219

h
y3 =y2 t > [f(tz,y2) + f(tz + h, )]
ys = 045685069 + 0.05 x (f(1.2,0.45685069) + f(1.3,0.7217219)) = 0.74983045

tz = 13
Runge-Kutta O(h4)
premiere itération
k; =0.2 k, =0.211250 k3 =0.211366 k, = 0.225468

y, = 0.2117831
Deuxieme itération
k; = 0.225485 k, =0.242782 k3 = 0.243351 k, = 0.264715
y, = 0.45552718
Troisiéme itération
k; = 0.264751 k, =0.290813  k; = 0.292362 k, = 0.420788
y, = 0.748199

c) { y(®©)=y(etety(0) =2 eth=0.1 .donc,onégalmentquety,=0,y, =
2 etque f(t,,yn) = Ynetn

y1 = 2.2 §=22 - y, =2.2215688
Euler{y, = 2.4431376 Euler modifiée { ¥ = 2.4670901 - y, = 2.494994
y3 = 2.741543 § =2.7997344 —y; =2.836326
Runge-Kutta O(h4)

premiere itération

k, = 0.2 k, = 0.220767 ks = 0.211859 k, = 0.245553
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y, = 2.2218007
Deuxieme itération
k; = 0.245547 k, =0.272401 k3 =0.273961 k, = 0.0304833
y, = 2.495651
Troisiéme itération
k; = 0.304820 k, = 0.340018 k3 = 0.342278 k, = 0.383080
y, = 2.8377328

Exercice 2 :Commey(t) = e + e?t,alors y (0,3) = 3.17197608. Ainssi, on a que f(t,,,y,) =

2tn

yn +e“" quey(0) =2etdoncquey, =2etquety =0

On fait 3 itérations avec h = 0.1 et avec la méthode d’Euler modifiée.

=23 > y, =2.2215688
§ = 2.68081743 — y, = 2.712075889
§ =3.132465948 -y, = 3.1700001557

L’erreur est alors donnée par :
ly(0,3) —y3| = |3,171977608 — 3.1700001557| = 0.00197745

On fait 6 itérations avec h = 0.05 et avec la méthode d’Euler modifiée.

( 9=215 > y; = 21563793
§ = 23194568 - y, = 2.3264395
9 =2.5038316 —vy; = 2.5114778
§ = 27045447 vy, = 2.7129205
9 =29231577 - vys = 2.9323361
9 =3.1613890 -y, = 3.1714502

L’erreur est alors donnée par :

ly(0,3) — yel = 13,171977608 — 3.1714502| = 0.00052739

0.00197745

Le ratio des erreurs est 500052735 = 3.75 = 4 , ce qui confirme que la méthode

d’Euler modifiée est d’ordre 2.

L’extrapolation de Richardson d’ordre n est donnée par 1’équation suivante :

2" + Qapp (g) - Qapp (h)
2n—1

IR

Qexa

On a done 2R 20T — 3171933572 (zrreur = 0.4 X 107%)
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Exercice 3 :
siy(t) = 5e?t,alors a que y'(t) = 10e?" = 2y(t). De plus,ona y(0) = 5e¢° =5
Donc, y(t) = 5e?! est bien une solution analytique de 1'équationdifférentielle .
Puisque y'(t) = 2y(t) , on a que f(t,,y,) = 2y, .on a également que y, = 5 . I’algorithme de la
méthode d’Euler explicite nous dit que .
Yn+1 = ¥Yn + hf(ty, yn) = yn +h(2yq) = (1 + 2y,

pour tout n .Par conséquent , on obtient par récursivité que

Y1 = (1+20)((A + 2h)y,—y)
= (1+2h)?((1 + 2h)y,—2)
= (1 + 2h)"*1y, = 5(1 + 2h)"*?

On peut chercher la constante en calculant ey, /h,.

n hh €n en/hn

2 0.5 169462 339

10 0.1 59866 59.9

20 0.05 3.3077 66.7

100 0.01 0.7220 72.2
200 0.005 0.3651 73.0

etdoncK = 73.
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